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Aus  dem  Titel,  welchen  Dr.  Eighler  seiner  Abhandlung  im 
18.  Band  dieser  Schriften  gab,  erhellt  seine  Absicht,  die  Arbeit 
fortzusetzen.  Dass  sich  dies  Versprechen  nicht  erfüllte,  war  nicht 
seine  Schuld;  mitten  aus  rastloser  Thätigkeit  hat  ihn  nach  kurzer 
Krankheit  der  Tod  fortgenommen.  Von  seinem  Vorhaben,  zu  er- 
mitteln wie  die  Blutgefässe  im  Labyrinth  verlaufen,  von  wo  die 
Nerven  stammen,  die  in  der  Gefässwand  enden  und  wie  sie  dort 
wirken,  gelang  ihm  nur  eins,  und  auch  dieses  nur  annähernd  zu  er- 
zielen. Er  vermochte  zu  zeigen,  woher  die  GeRisse  im  Vorhof  und 
den  Bogengängen  kommen,  wie  sie  sich  verästeln  und  in  Capillaren 
auflösen;  aber  den  Zusammenhang  der  letzteren  mit  den  Nerven- 
enden genauer  darzulegen,  dazu  ist  er  nicht  gekommen.  —  Wenn 
er  uns  auch  nicht  über  alles  Wissenswerthe  aufklärte,  so  bringt  er 
doch  Neues  und  Werthvolles.  Wie  sich  die  Wege  des  Blutes  in  den 
Hauptstücken  der  innern  Gehörwerkzeuge  aneinanderschliessen  wird 
zum  ersten  Mal  vollständig  dargelegt  und  damit  die  Möglichkeit  er- 
öffnet, zu  erkennen,  wie  sich  die  Stromstärken  in  der  Schnecke,  dem 
Vorhof  und  den  Bogengängen  zu  einander  stellen.  Auf  den  Grad 
und  die  Ausdauer  der  Reizbarkeit  werden  wir  aus  der  Menge  des 
Blutes  schliessen  können,  die  den  Nervenenden  zufliesst,  und  die 
Aenderungen  des  Blutdrucks  werden  wir  den  Reizen  auf  die  Nerven 
des  Vorhofs  und  der  Bogengänge  zurechnen  dürfen. 

Dr.  Eighler  erkrankte  inmitten  seiner  Untersuchungen;  so  er- 
klärt es  sich,  dass  er  wenig  an  Manuscript,  statt  dessen  eine  Anzahl 
von  Abbildungen  hinterliess.  Als  sie  entstanden  fand  ich  fortlaufend 
Gelegenheit,  die  Bilder  mit  den  Präparaten  zu  vergleichen  und  mich 
davon  zu  überzeugen,  dass  sie  naturgetreu,  durchaus  nichts  anderes 


.'*■.■;'."■  Oswald  Kichlkii, 

/•Wkeo'  als  was  das  Präparat  sehen  liess.     Darum  dürfte  ich  liercchtigt 
"■sein,  sie  mil  Worten  zu  erlöutem. 

Eine  ausfuhrliche  geschichtliche  Einleitung  lilsst  sich  durch  die 
Schilderung  ersetzen,  welche  RttusGER')  in  einer  vorzüglichen  Ab- 
handlung vom  Verlauf  der  BlulgePässe  im  Vorhof  und  den  Bogen- 
gängen geliefert  hat.  Nahezu  Alles,  was  hierüber  vor  den  Unter- 
suchungen Eichlek's  bekannt  war,  fasst  sie  kurz  zusammen. 

><  Die  Gefctsse,  welche  zu  den  Säckchen,  den  häutigen  Bogengängen  J 
und  dem  Periost  des  Labyrinths  gelangen,  sind  verschieden  in  ihrer 
Anordnung.    Während  an  den  Eintrittsstellen  der  Nerven  in  die  Säck- 
chen und  Ampullen  ein  dichtes  reiches  Gefössnetz  vorhanden  ist,  wer- 
den die  h&utigen  Bogengänge  von  einem  groben  Netz  aus  weit  gezoge-  1 
nen  Schlingen  umgeben.    !Mit  den  >!weigen  des  Vcslibularnerven  treten 
die  ansehnlichsten  Arterien  zur  Wand  des  runden  und  langen  Sack- 
chens und  bilden  entsprechend    der  Macula    und    Crista  acustica  zu- 
nächst starke  grobe  Netze  in  dem  lockern,  ansehnlichen  Bindegewebs-' 
lager  zwischen   den    Knochen    und    der  SUckchenwand,    welche  die  I 
Macula    acuslica    ti^Jgt.     An    der  Sitckchenvvand    selbst    werden   di«  | 
Capillai'en    feiner    und  bilden  gegen  die  Peripherie  der  Macula  zahl- 
reiche Schlingen,  ohne  jedoch  in  die  Timica  propria  einzutreten.     Beim 
Menschen  gelangen  feine  Capillaren    über    die  Grenzen  der  Maculae 
acusticae  hinaus    und  verbreiten    sich    in    der    äussern  Kaserlage  der 
nervenfreien  Säckchenwand. 

"Vom  Vorhofe  aus  begeben  sich  grössere  arteriello  Zweige  in  die  | 
knöchernen  Bogengänge  und  nehmen  mehr  oder  weniger  in  ihrem  i 
Centrum  einen  der  Krümmung  des  Bogenganges  entsprechenden  Ver- 
lauf. Die  Gefässe  sind  sänimtlicli  umgeben  und  liiirt  durch  eine 
verhilltnissmikssig  dicke  kernhallige  Biudegewebsmnhillhing,  welche 
als  Ueberrest  des  foetalen  Gallerlgewebes  zurückbleibt.  Von  den 
grösseren  im  Centrum  des  Kanals  gelagerten  GeRissen  begeben  sich 
die  feinern  ziemlich  dickwandigen  Zweige  sowohl  nach  dem  Periost 
als  auch  nach  der  freien  Wand  des  hautigen  Kanals  und  den  Ligu-- 
menta  labyrinthi  caualiculorum,  von  wo  aus  sie  in  eignen  Bindewegs- 
faden  eingeschlossen  als  Venen  zurückkehren.  In  den  knöchernen 
Kanälen  liegen  Arterien  und  Venen  nebeneinander  tmd  sind  oft  schwer 
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von  eiaander  und  von  den  dickwandigen  Capillaren  zu  unlcrscheiden. 
—  Gegen  den  Vorhof  hin  treten  die  beiden  Gef^sse  einander  näher, 
ob  aber  von  hier  aus  die  Venen  dem  Verlaufe  des  aus  der  Art«ria 
auditiva  interna  abätaiiimeaden  Zweige  folgen,  bleibt  fraglich.  Am 
querdurchfichnittenen  Aquaeductus  vestibuli  laufen  starke  Geisse,  nach 
HvRTL  Venen. « 

KrDiNGKH's  Ucschreibung  erg^tnut  Henlb')  dahin,  dass  jeder  Bogen- 
gang zwei  Arterien  empfangt,  welche  von  beiden  Seiten  einander 
entgegenstrebend  schliesslich  in  einander  münden.  —  Hvbtl  hatte 
das  GeHissgebiet  deä  Labyrinths  für  ein  vollkommen  in  sich  abge- 
schlosäencä  erklärt,  weil  nach  doppcltfarbigcr  Ausspritzung  der  Art. 
meningea  media  und  Art.  auditiva  das  Labyrinth  stets  die  Farbe  der 
letzteren,  das  übrige  Felsenbein  aber  die  der  ereteren  tritgl.  —  Im 
Widerspruch  liierniit  hat  Politzer^)  einen  Zusammenhang  der  Capil- 
laren zwischen  MitLelohr  und  Labyrinth  an  gesunden  Gebörwerk- 
zeugen  nachgewiesen.  In  pathologischen  Fällen  fand  Lucae^),  dass 
die  (kapillaren  der  Dura  mater  in  die  der  knöchernen  Bogengänge 
munden.  Siehe  hierüber  auch  Wagenhauser ').  —  Da  Eichler  ent- 
weder von  der  A.  basilaris  oder  vom  A.  vertebralis  aus  injicirte, 
so  sind  seine  Präparate  zu  einem  Urtheil  Ulier  den  Abscliliiss  der 
Geßissgebiete  nicht  geeignet. 

Nach  der  in  der  früheren  Abhandlung  erwähnten  Methode  sind 
auch  die  nachstehend  beschriebenen  Präparate  hergestellt,  und  der 
Zeichnung  möglichst  grosse  Stücke  des  Labyrinths  zu  Grunde  gelegt 
worden.  Unter  dem  Vortheil,  sich  hierdurch  von  dern  Zusammen- 
hange der  Gef^sse  zu  vergewissern,  litt  allerdings  die  Durchsichtig- 
keit und  damit  die  Einsicht  in  die  Feinheiten  der  Vertheilung.  Dem 
Mangel  war  abgeholfen,  wenn  das  Cclloidin  herausgelöst  und  der 
Rest  mit  Xylol  und  fialsam  aufgehellt  war. 

Uebcr  den  Verlauf  der  GefSsse  geben  die  Prä|iarate  den  Folgen- 
deo  Aufschluss. 

Kurz    nach    ihrem   Eintritt    in    den    Meatus    audilorius    internus 
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'  spaltet  sich  die  Art.  auditiva  in  eine  auf-  und  die  absteigende.  Letztere 
(Fig.  1  a)  die  hier  allein  in  Betracht  kommt,  legt  sich  an  die  con- 
cave  Seite  des  abgewickelten  Theils  der  untern  Schneckenwand  an. 
Ausser  dem,  was  sie  zu  dem  Vorhof  und  den  Bögen  sendet,  bezweigt 
sie  ausschliesslich  die  Schneckenwindung  bis  zum  Yestibulum  hin, 
zuletzt  durch  das  in  Fig.  I   mit  e  bezeichneten  Reis. 

Kurz  bevor  die  Cochlearis  descendens  in  den  Zweig  e  ausläuft, 
sendet  sie  zwei  andre  ab  (Fig.  1  c  und  d),  welche  das  Yestibulum 
und  grössere  Antheile  der  Bögen  speisen. 

Der  erste  derselben  (Fig.  I  d)  umgreift  zunächst  die  vordere 
Seite  des  Sacculus  durch  einen  Ausläufer  cT;  mit  seinem  grösseren 
Aniheil  strebt  er  dagegen  zum  Utriculus  hin. 

Der  zweite  (Fig.  I  c)  wendet  sich  anfangs  um  den  Sacculus 
nach  hinten  und  beschickt  ihn  mit  zahlreichern,  den  Utriculus  mit 
spärlichem  Reisern.  Jenseits  des  Sacculus  schlägt  sich  die  Fort- 
setzung des  Astes  c  unter  dem  runden  Fensler  her  gegen  die  Fuss- 
|)unkte  der  Bogengänge  und  umzieht  von  da  aus  die  beiden  Schenkel 
des  hintern  und  je  einen  des  \  ordern  und  horizontalen  Bogengangs. 

Den  noch  verbleibenden  Rest  des  Labyrinths  umspült  eine  Arterie, 
die  sich  dem  vonlern  Strang  des  N.  vestibularis  eng  anschliesst. 
^Fig.  I  b.)  Ob  sie  unmittelbar  aus  der  A.  auditiva  oder  ebenfalls 
aus  der  Cochlearis  descendens  hervorgehl,  ist  noch  nicht  festgestellt. 
Aus  ihm  beziehen  die  ampullaren  Schenkel  des  vordem  und  hori- 
zontalen Bogengangs  ihr  Blut,  und  die  an  das  ovale  Fenster  gren- 
zende Wand  des  Veslibulums. 

Im  Einzelnen  gilt  vom  GePässbau  noch  Folgendes: 

In  dem  Innern  der  Bogengänge,  jenseits  der  Ampullen,  ver- 
theilen  sich  die  GefUsse  auf  überall  gleiche  Weise  (Fis?.  4  und  5\ 
Jeder  Bogengang  empfängt  von  zwei  Seiten  her  je  einen  ZuHuss; 
jeder  von  diesen  beginnt  von  dem  Ort  aus,  an  welchem  ein  Schenkel 
sich  selbständig  abhebt,  legt  sich  an  dessen  concave  Seile  und  steigt 
vorwärts  bis  zur  höchsten  Ausweichung,  wo  sich  die  letzten  feinen  Aus- 
läufer der  sich  enlgegensl rebenden  Arterien  verbinden.  —  Auf  diesem 
Wege  senden  sie  in  kurzen  Abständen  durch  die  Perilymphe  hindurch 
Aeslchen  zu  dem  en^^en  häuli£:en  Bogen&:an<,  an^^elehnt  an  die  von 
RrniNGER  beschriebenen  Bindei^ewebsslreifen.  Innerhalb  der  Peri- 
lymphe  verbinden   sich  benaclibarle  Aeslchen   durch  Zweige,    unter 
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Bildung  weiter  Maschen.  Am  häutigen  Bogengang  selbst  zersph'ttern 
die  Zweige  in  feine  Reiser,  die  mit  den  Nachbarn  zusammenfliessend 
den  häutigen  Bogengang  umspinnen.  Auch  diese  Maschen  sind  weit, 
doch  beträchtlich  enger  als  die  innerhalb  der  Perilymphe  (Fig.  2  u.  5). 

Zu  den  Ampullen  (Fig.  3)  fliesst,  ausserdem  was  ihr  von  der 
concaven  Seite  zukommt,  auch  noch  von  der  Convexität  des  Bogens  her 
Blut  durch  ein  besonderes  Aestchen  zu.  Von  beiden  Seiten  gespeist 
wird  die  Ampulla  durchweg  reichlich,  doch  nicht  Überall  gleich  eng 
umnetzt.  Um  den  Eintritt  des  Nerven  und  in  der  Nähe  der  Crista 
lagern  sich  die  Geisse  besonders  dicht  aneinander.  —  Genauere 
Auskunft  darüber,  wie  die  Arterienreiser  in  die  Crista  eintreten,  wie 
weit  die  Capillaren  gegen  das  Epithel  vordringen,  sich  dort  wieder 
zu  Venen  sammeln,  wäre  noch  erwünscht. 

Auch  auf  dem  Sacculus  und  Utriculus  (Fig.  1)  umgarnt  ein 
feinstes  Netz  die  Verbreitung  der  Nerven,  an  welche  sich  nach  allen 
Seiten  hin  weitmaschige  GeHechte  anschliessen. 

Aus  dem  Labyrinth  fliesst  das  Blut  nach  zwei  Richtungen 
hin  ab.  Die  Venen  aller  Bogengänge  begleiten  die  gleichnamigen 
Arterien  bis  zum  Utriculus,  von  dort  wenden  sie  sich  zum  (Fig.  1  '  ') 
Aqd.  vestibuli,  sammeln  sich  auf  ihm  zu  2  Venen  und  treten  mit  ihm 
nach  aussen.  —  Von  dem  Sacculus  und  Utriculus  her  strömt  dagegen 
das  Blut  mit  der  Vena  cochlearis  durch  den  Aqd.  Cochleae  ab. 

Der  geschilderte  Bau  der  GePdsse  legt  einige  Bemerkungen  nahe. 

1.  Weil  ihre  Hüllen  gefässreicher  sind,  wird  es  wahrscheinlich, 
das  der  Umschlag  und  der  Austausch  an  Stoffen  in  der  Endolymphe 
grösser  als  in  der  Perilymphe  sei.  In  den  saftigen  Zellen,  welche 
die  Innenlymphe  umspUjt,  wird  der  Umsatz  lebhafter  sein,  als  in  den 
platten,  welche  die  Aussenlymphe  umgeben.  Der  Zusammenhang 
aller  mit  Innenlymphe  gefüllten  Röhren  und  ihr  gemeinschaftlicher 
von  der  Aussenlymphe  getrennter  Abflussweg  lässt  auf  durchweg 
gleiche  stoffliche  Bedürfnisse  schliessen. 

2.  Aus  der  starken  Berieselung  der  nervenhaltigen  Bezirke  mit  Blut 
lässt  sich  auf  ein  grösseres  chemisches  Bedürfniss  der  Orte  schliessen. 
Welche  Ursachen  und  welche  Folgen  hätte  der  geforderlc  und  der 
befriedigle  Umsatz?  Doch  kaum  die  Scliwinguni;en  der  Härchen 
und  die  Verschiebung  der  Steinchen  zu  begünstigen.  —  Würde  die 
fortgesetzte  Untersuchung  ergeben,  dass  im  Labyrinth,  im  Gegensatz  zu 
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der  Schnecke,  die  Enden  der  Nerven  vom  Blutstrom  besonders  innig 
berührt  wurden,  so  würde  man  auch  an  verschiedene  Leistungen 
beider  denken  müssen. 

3.  Der  Vorstellung,  wonach  die  AmpuUamerven  in  der  Regel 
durch  einen  Wechsel  des  Drucks  gereizt  werden,  ist  es  günstig, 
dass  in  den  B(^ngängen  die  Arterien  von  dem  entgegengesetzten 
Schenkel  her  zur  Kuppel  emporsteigen.  —  Hiermit  ist,  soweit  er  vom 
Blutstrom  abhängt,  am  leichtesten  ein  stets  gleicher  Druck  in  der 
Lymphe  herzustellen.  —  Ldsst  sich  für  die  ausgesprochene  Unter- 
stellung auch  zum  Yortheil  der  Verlauf  der  Aeste  von  der  concaven 
zur  convexen  Bogenseite  deuten?  Wird  der  häutige  Bogengang  vor 
Zerrungen  bewahrt,  wenn  die  Gef&sse  flottirend  durch  die  Perilymphe 
ziehen,  während  sie  sich  unter  dem  veränderlichen  Stromdruck 
dehnen  und  verkürzen? 
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Bromsanres  Natron. 

Die  Krystalle  des  bromsauren  Natrons  gehören  zum  tesseraleu 
Systeme  und  zeigen  ähnliche  Gestalten,  wie  die  des  entsprechenden 
chlorsauren  Salzes.  Als  Krystallflächen  treten  gQwöhnlich  die  Flächen, 
zweier  Tetraeder  in  verschiedener  Ausdehnung  auf,  die  anscheinend 
an  Glanz  und  Glätte  gleich  sind;  indess  finden  sich  auch  Krystalle, 
an  welchen  die  beiden  Tetraederflächen  nahezu  gleiche  Grösse  haben, 
wodurch  diese  Krystalle  ein  oktaedrisches  Aussehen  erhalten.  Ausser 
den  Tetraederflächen  treten  noch  Flächen  des  Rhombendodekaeders 
und  des  Würfels,  bisweilen  auch  des  Deltoiddodekaeders  und  des 
Pentagondodekaeders  auf.  Das  Zusammenvorkommen  tetraedrischer 
Gestalten  mit  dem  Pentagondodekaeder  weist,  ebenso  wie  beim  chlor- 
sauren Natron^),  auf  eine  hemiedrische  Bildung  nach  den  abwechseln- 
den Flächen  des  Achtundvierzigflächners  und  auf  einen  Hemimorphis- 
rous  nach  den  trigonalen  Zwischenaxen  hin.  Die  Krystalle  drehen 
die  Polarisationsebene  des  Lichtes  und  zwar  kommen  sowohl  rechts- 
als  iinksdrehende  Krystalle  vor, 

1.  Thermoelektricität. 

Die  Krystalle  wurden  bis  auf  die  zu  untersuchende  Fläche  oder 
Ecke  in  Kupferfeilicht  eingehüllt  auf  95^  erhitzt.  Bei  den  meisten 
Krystallen,  an  welchen  die  Tetraederflächen  verschiedene  Grösse 
besitzen,  erscheinen  die  grossen  Tetraederflächen  beim  Erkalten  posi- 
tiv, die  kleinen  dagegen  negativ.  Indess  kommen  auch  Krystalle  vor, 
bei  denen  die  Polaritäten  die  entgegengesetzte  Aoordm 
In  diesem  Falle  sind  also  die  grösseren  Tetraederflach« 


\ )  S.  diese  AbhandluDgen  Bd.  XXXI,  S.  31 
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die  weniger  grossen  posiliv.  Den  Übergang  von  der  einen  Arl  zur 
anderen  bilden  die  oktaedrischen  Krystalle,  bei  denen  beide  Tetra- 
eder, wie  schon  erwähnt,  nahezu  gleiche  Ausdehnung  haben.  An 
diesen  Krystallen  sind  dann  4  Flächen  (dem  einen  Tetraeder  ange- 
hörig) positiv,  die  4  Gegenflächen  (dem  anderen  Tetraeder  angehörig) 
negativ.  Sämmtliche  8  Flächen  zeigen,  wie  schon  oben  bemerkt, 
gleiclicn  Glanz  und  GläUe,  so  dass  sich  die  positiven  und  negativen 
Flächen  durch  ihr  äusseres  Ansehen  nicht  von  einander  unterscheiden 
lassen.    Es  bedarf  zu  ihrer  Bestimmung  der  elektrischen  Untersuchung. 

2.  Piezoelektricität. 

Beim  Druck  zeigen  sämmtliche  Flächen  dieselbe  Polarität,  welche 
ißie  bei  der  Abkühlung  entwickeln.  Die  Krystalle  des  bromsauren 
Natrons  verhalten  sich  demnach  in  dieser  Beziehung  anders,  als  die 
Krystalle  des  chlorsauren  Natrons,  bei  welchen  Druck  und  Abkühlung 
entgegengesetzte  Polarität  geben. 


Uberjodsanres  Natron. 

Die  Krystalle  des  überjodsauren  Natrons  gehören  dem  hexago- 
nalen  Systeme  an.  Sie  sind  ausgezeichnet  hemimorph  nach  der  Hanpt- 
axe,  indem  die  Endfläche  0/^  nach  Groth^)  und  Rammelsberg^)  nur 
an  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe  in  grosser  Ausdehnung  auftritt; 
doch  kommt  die  Fläche  0/?,  wie  die  von  uns  untersuchten  Krystalle 
zeigen,  auch  am  anderen  Ende,  aber  nur  in  geringerer  Grösse  vor. 

Groth  unterscheidet  zweierlei  llauptformen. 

Bei  der  ersten -Haupt  form  ist  an  dem  Ende,  wo  die  Fläche  OÄ 
fehlt,  das  llauptrhomboeder  li  mit  Polkantenwinkeln  von  94*  28'  vor- 
herrschend; untergeordnet  treten  neben  ihm  die  Flächen  des  nächst 
stumpferen  Rhomboeders  — {II  und  des  nächst  spitzeren  Rhombo- 
eders  — 2/?  hinzu.  Am  anderen  Ende  der  Hauptaxe  bildet  vorzugs- 
weise die  Endfläche  Oli  die  Begrenzung. 

Bei  der  zweiten  Hauplform  walten  an  dem  Ende,  wo  die  End- 
fläche Oli  fehlt,  oder  wie  bei  den  von  uns  untersuchten  Krystallen, 


i)  GiioTii,   Physik.   Kryslallographic  §  <01. 

i)   K.\MMi:i.sHi:iui,    llaiidbiirli  d.  kryslallogr.-pliysik.   Chemie.   S.  3^(1. 
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nur  in  geringer  Anlehnung  vorhanden  ist,  die  Flächen  des  nächst 
spitzeren  Rhomboeders  — 2/{  mit  Polkantenwinkeln  von  72^  44'  vor. 
Die  Flächen  des  Hauplrhomboeders  R  erscheinen  als  Abstumpfungen 
der  Polkanten  des  Rhomboeders  — 2/{,  während  die  Flächen  des 
nächst  stumpferen  Rhomboeders  — ^R  beim  Fehlen  der  Endfläche 
OR  eine  dreiflächige  Zuspitzung  des  Axenendes  erzeugen;  beim  Vor- 
handensein einer  kleinen  Endfläche  OR  erscheinen  die  Flächen  dieses 
stumpferen  Rhomboeders  dagegen  als  Abstumpfungen  der  von  0/^ 
und  —  2  A  gebildeten  Kanten. 

Ausser  dem  oben  beschriebenen  Hemimorphismus  nach  der  Haupl- 
axe,  welcher  dem  des  Turmalins  analog  ist,  finden  sich  nun  aber 
bei  den  Krystallen  des  überjodsauren  Natrons  noch  hemimorphe 
Bildungen  nach  seitlichen  Richtungen.  Dieselben  treten,  wie  wir 
später  sehen  werden,  in  elektrischer  Beziehung  sehr  deutlich  hervor, 
sind  aber  auch  krystallographisch  angedeutet  durch  das  Auftreten 
von  trigonalen  Pyramiden  und  trigonalen  Trapezoedern,  welche  letztere 
als  hemimorphe  Gestalten  der  hexagonalen  Trapezoeder  aufzufassen 
sind  ^). 

Die  von  uns  auf  ihr  thermo-  und  piezoelektrisches  Verhalten 
untersuchten  Krystalle  gehörten  der  zweiten  zuvor  beschriebenen 
Hauptform  an.  Die  Figuren  1  A  und  1  B  auf  Tafel  I  stellen  die  Pro- 
jektionen der  an  den  beiden  Enden  der  Hauptaxe  vorhandenen  Flä 
chen  auf  die  Basis  dar.  An  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe  (Fig.  1  A) 
findet  sich  eine  kleine  Fläche  OR,  um  welche  die  drei  grossen  Flä- 
chen des  Rhomboeders  — 2R  liegen.  Die  Polkanten  von  — %R 
werden  durch  das  Grundrhomboeder  R  und  die  Kanten  von  — 2R 
und  0  R  durch  Flächen  des  Rhomboeders  —  |  R  abgestumpft.  Ober- 
halb R  nach  — i^R  hin  liegt  die  Fläche  einer  trigonalen  Pyramide 

^-j—'     Am  anderen  Ende  der  Hauptaxe  (Fig.  1  B)  findet  sich  eine 

grosse  Fläche  OR,  an  deren  Ecken  kleine  Flächen  des  Rhomboeders 
—  2/t  auftreten,  wobei  die  Kanten  von  —  2R  und  OR  wieder  durch 
die  Flächen  —  iR  abgestumpft  werden.  Die  Flächen  R  erscheinen 
als  schmale  Abstumpfungen  der  Randkanten   der  grossen  Endfläche. 


I)   Vgl.   Hankel,    EleLtr.  Unters.    15.  Abh.   l'ber  die  aUino-  und  pifezoelek- 
triscbeo  Eigenschafleo  des  Bergkry^ulls.    Bd.  XX. 
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Von  vertikalen  Flächen  sind  die  Flachen  des  zWeilen  Prismas  ooP2 
vorhanden.  Flächen  von  trigonalen  Trapezoedern  waren  an  unsern 
Krystallen  nicht  zu  finden. 

1.  Thermoelektricität. 

Die  Krystalle  wurden  bis  auf  die  zu  prilTende  Stelle  in  Kupfer- 
feilicht  eingesetzt  und  bis  60^  C.  erhitzt.  Bei  einer  derartigen  Er- 
hitzung erlitten  die  Krystalle  keinerlei  Veränderung. 

Beim  Abkühlen  zeigte  die  obere  kleine  Endfläche  OR  (Fig.  1  Ä) 
negative  Spannung.  In  den  Mitten  der  drei  Flächen  — 2/?  lagen 
positive  Pole.  Die  grosse  untere  Endfläche  OR  (Fig.  1  R)  war  positiv 
elektrisch,  während  auf  den  drei  an  den  Ecken  befindlichen  Resten 
der  unteren  Flächen  — 2R  wieder  negative  Elektricität  beobachtet 
wurde.     Die   beobachteten    Spannungen    waren  nicht  unbeträchtlich. 

2.  Piezoelektricität. 

Beim  Druck  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  zeigte  die  obere 
kleine  Fläche  OR  negative,  die  untere  grosse  Fläche  dagegen  positive 
Elektricität.  Wurde  der  Krystall  in  der  Richtung  senkrecht  gegen 
die  Flächen  — 2/i  gedrückt,  so  entstand  auf  der  oberen  grossen 
Fläche  — 2/i  positive  und  auf  der  unteren  kleineu  Fläche  — 2Ä 
negative  Polarität.  Auch  der  beim  Druck  beobachtete  Ausschlag  des 
Elektrometers  war  gross. 

Beim  Druck  trat  also,  wie  aus  Vorstehendem  hervorgeht,  die- 
selbe Polarität  auf,  wie  bei  der  Abkühlung.  Stellen  wir  den  Kiystali 
mit  der  kleinen  Endfläche  nach  oben,  so  liegt  am  oberen  Ende  bei 
der  Abkühlung  und  beim  Druck  ein  negativer  Pol.  In  einer  durch 
die  Mitten  der  drei  oberen  grossen  Rhomboederflächen  — 2fi  ge- 
legten Ebene  erscheinen  dann  in  der  Mitte  dieser  grossen  Rhom- 
boederflächen positive  Pole.  In  einer  weiter  abwärts  durch  die  Mitten 
der  drei  kleinen  Rhomboederflächen  —  2R  gelegten  Ebene  finden 
sich  drei  negative  Pole,  während  das  untere  Ende  (die  Mitte  der 
unteren  Fläche  OR)  wieder  einen  positiven  Pol  enthält. 

Wir  haben  hier  also  eine  ähnliche  Vertheilung,  wie  beim  Boracit. 
Stellen  wir  den  Boracit  mit  einer  trigonalen  Zwischenaxe  vertikal, 
so  dass  die  oberste  Würfelecke  nicht  durch  das  Tetraeder  abgestumpft 
ist,  so  zeigt  die  obere  nicht   abgestumpfte  Ecke  bei   der  Abkühlung 
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einen  negativen  Pol;  in  der  durch  die  darunter  befindlichen  drei 
abgestumpften  Ecken  gelegten  Ebene  liegen  drei  positive  Pole,  in 
der  noch  weiter  abwärts  liegenden  durch  die  drei  nicht  abgestumpften 
Ecken  gelegten  Ebene  erscheinen  drei  negative  Pole,  und  die  untere 
abgestumpfte  Ecke  ist  wieder  positiv. 

Wir  haben  demnach  beim  Uberjodsauren  Natron  vier  polarelek- 
trische Axen,  von  denen  die  eine  vertikal  steht,  während  die  drei 
anderen  unter  gleichen  Winkeln  gegen  die  Vertikale  geneigt  sind. 

Projiciren  wir  die  drei  geneigten  Axen  auf  eine  durch  die  Mitte 
der  Krystalle  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  gelegte  Ebene,  so  bilden 
diese  Projektionen  drei  sich  unter  einem  Winkel  von  60^  schneidende 
elektrische  Axen,  von  welchen  eine  jede  an  ihren  Endpunkten  ent- 
gegengesetzte Polarität  besitzt.  Diese  Vertheilung  gleicht  also  der, 
welche  beim  Bergkrystall  beobachtet  ist,  bei  welchem  die  Seiten- 
kanten des  Prismas  abwechselnd  positive  und  negative  Polarität  zeigen. 

Beim  Bergkrystall  sind  die  drei  Nebenaxen  in  Folge  des  Auf- 
tretens der  trigonalen  Trapezoeder  hemimorph  gebildet,  indem  das 
trigonale  Trapezoeder,  wie  schon  oben  erwähnt,  als  die  hemimorphe 
Bildung  eines  hexagonalen  Trapezoeders  aufzufassen  ist.  Eben  solche 
trigonale  Trapezoeder  finden  sich  nach  Groth  auch  beim  uberjod- 
sauren Natron,  und  durch  sie  wird  also  auch  hier  die  hemimorphe 
Bildung  der  seitlichen  Axen  entstanden  sein.  Vom  Bergkrystall  wei- 
chen die  Krystalle  des  uberjodsauren  Natrons  dadurch  ab,  dass  auch 
nach  ihrer  Hauptaxe  eine  hemimorphe  Bildung  auftritt,  während  eine 
solche  beim  vollkommen  ausgebildeten  Bergkrystall  in  dieser  Richtung 
nicht  zu  beobachten  ist. 

Asparagin. 

Das  Asparagin  findet  sich  in  den  Spargelkeimen  und  in  vielen 
anderen  Pflanzentheilen,  die  sich  im  Dunkeln  entwickelt  haben.  Es 
wird  gewöhnlich  aus  Wickenkeimen  gewonnen,  indem  der  durch 
Auspressen  der  Keime  erhaltene  Saft  zur  Entfernung  des  Eiweisses 
gekocht  und  die  filtrirte  Lösung  sodann  bis  zur  Zähflüssigkeit  ein- 
gedampft wird.  Aus  dieser  concentrirten  Lösung  scheiden  sich  die 
Krystalle  des  Asparagins  beim  Erkalten  ab. 

Die  Krystalle  gehören  zum  rhombischen  System.  Das  Verhältniss 
der  Brachydiagonale  zur  Makrodiagonale  und  zur  vertikalen   Axe  ist 
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0,4737  :  1  :  0,8327.  Die  Kryslalle  bilden  gewöhnlich  vertikale  Prismen 
ooP  mit  den  Endflächen  OP.  Ausser  diesen  Flächen  treten  auf  zwei 
Brachydomen  Poo  und  2Poo  und  das  Brachypinakoid  ooPoo.  Die 
rhombische  Pyramide  P  erscheint  nur  als  Tetraeder,  und  zwar  finden 
sich  die  Flächen  desselben,  wenn  die  Brachydiagonale  auf  den  Be- 
schauer zugewendet  ist,  oben  links  vom  brachydiagonalen  Haupl- 
schnitte  (s.  die  Figur  auf  Tafel  I).  Die  Krystalle  sind  also  hemimorph, 
und  zwar  haben  die  hemimorphen  Axen  die  Richtung  von  der  Mitte 
einer  Tetraederfläche  zur  gegenüberliegenden  Spitze  des  Tetraeders, 
oder  von  der  Mitte  einer  Prismenkante  zu  der  Mitte  der  diametral 
gegenüberliegenden. 

Thermoelektricität. 

Die  Krystalle  wurden,  wie  gewöhnlich,  bis  auf  die  zu  unter- 
suchende Stelle  in  Kupferfeilicht  eingehüllt,  und  bis  gegen  60^  im 
kupfernen  Ofen  erwärmt.  Eine  höhere  Temperatur  durfte  nicht  an- 
gewendet werden,  weil  sonst  die  Krystalle  weisslich  wurden  und 
keine  Elektricität  mehr  zeigten.  Die  meisten  der  von  uns  untersuchten 
Krystalle  waren  Bruchstücke,  an  denen  gewöhnlich  nur  zwei  benach- 
barte Prismenflächen  nebst  den  ihnen  angehörigen  Tetraederflächen 
und  die  obere  und  untere  Endfläche  in  grösserer  oder  geringerer 
Ausdehnung  vorhanden  waren,  während  die  übrige  Begrenzung  von 
unregelmässigem  Bruch  gebildet  wurde. 

Um  auch  auf  den  nicht  als  Krystallflächen  vorhandenen  Stellen 
die  ihnen  entsprechende  Elektricität  genauer  beobachten  zu  können, 
wurden  an  einigen  Krystallen  parallel  mit  den  beiden  vorhandenen 
Prismenflächen  künstliche  Flächen  durch  Anschneiden  und  nachheriges 
Schleifen  hergestellt. 

Durch   Umkrystallisiren    des    käuflichen   Asparagins    hatten    wir 

kleine  stark  glänzende  Krystalle  erhalten,   von  denen  einige  ringsum 

ziemlich    gut    ausgebildet  waren    und   trotz  ihrer  Kleinheit  bei   der 

Prüfung   hinreichend   starke  elektrische   Spannungen   zeigten.     Beim 

Erkalten  erschienen  diejenigen  von  den  Prismenflächen  und  den  End- 

p 
flächen  gebildeten  Kanten,  auf  denen  Tetraederflächen  -^  lagen  oder 

bei  vollständiger  Ausbildung  liegen  würden,  positiv  elektrisch,  da- 
gegen die  vier  anderen  Kanten,  welchen  keine  Tetraederflachen  ent- 
sprachen, negativ.     Dabei  war  die  Stärke  der  positiven  Spannungen 
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gewöhnlich  grösser,  als  die  der  negativen,  was  möghcherweisc  eine 
Folge  der  Ausdehnung  der  Tetraederflachen  ist. 

Bei  der  Untersuchung  der  Prismenflachen  waren  an  den  unvoll- 
kommen ausgebildeten  und  zugeschnittenen  Krystallen  die  von  den 
nicht  abgestumpften  Kanten  ausgehenden  negativen  Spannungen  ge- 
wöhnlich weiter  ausgedehnt,  als  die  positiven,  welche  von  den 
Tetraederflächen  ausgingen.  Auf  den  p]n(inuchen  wurde  öfter  schwache 
positive  Spannung  beobachtet,  es  muss  aber  dahingestellt  bleiben,  ob 
an  den  Enden  der  Hauptaxe  in  der  That  positive  Elektricitat  auftritt, 
oder  ob  die  daselbst  beobachtete  Spannung  nur  durch  die  stark  posi- 
tiven Spannungen  der  anliegenden  Tetraederflachen  hervorgerufen  war. 

Piezoelektricitat. 

Beim  Druck  in  der  Richtung  von  den  mit  Tetraederflachen  versehe- 
nen Kanten  nach  den  diametral  gegenüberliegenden,  nicht  abgestumpften, 
zeigt  die  Tetraederflache  positive,  dagegen  die  gegenüberliegende, 
nicht  mit  Tetraederflachc  versehene  Kante  negative  Spannung.  In 
der  Richtung  der  vertikalen  Axe,  der  Brachydiagonale  und  Makro- 
diagonale, sowie  senkrecht  gegen  die  Prismenflachen  zeigten  sich  keine 
elektrischen  Pole. 

Chlorbaryam. 

Die  Krystalle  des  Chlorbaryums  gehören  zum  rhombischen  Sy- 
steme. Als  Grundgestalt  kann  man  die  rhombische  Pyramide  be- 
trachten, deren  Kantenwinkel  132«  40',  97«  9'  und  lOT  25'  sind. 

Die  Krystalle  sind  meist  tafelförmig.  Nimmt  man  die  grossen 
Flachen  dieser  Tafeln  als  parallel  mit  der  Basis,  so  werden  die  Winkel 
von  132«  40'  die  Winkel  an  den  Randkanten,  wahrend  die  Winkel 
von  101«  25'  die  Kantenwinkel  im  brachydiagonalen  Hauptschnilte 
und  die  Winkel  von  97«  9'  die  Kantenwinkel  im  makrodiagonalen 
Hauptschnitte  darstellen^).  Die  Verhältnisse  der  Brachydiagonale  zur 
Makrodiagonale  und  zur  verticalen  Axe  sind  dann  0,9568  :  1  :  1 ,578. 

Ausser  der  Grundpyramide  P  und  den  grossen  Flächen  OP  linden 
sich  meistens  noch  Flächen  einer  iw  46  ^P,  eines  vertikalen 
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PrL^fija>  oo/^  und  zwei   njakrodia::onale   Prismen   Pcsc  und   !  Ax>   und 
zwei  brachxdiagouale  Frißmen  /'-x;  und  |/'oo. 

Die  Kn^talle  deü»  Cblorbaryums  enthallen  2  Aequivalente  Wasser; 
frie  durfk'D  deshalb  ohne  Beschädigungen  zu  erleiden  nur  bis  5i*C. 
erhitzt  werden.  Aueh  die»':  nicht  grosse  Temperaturerhöhung  reichte 
schon  hin.  um  im  Kiektrometer  iK'i  der  grossen  Empfindlichkeit  des- 
seil>en  Aush<:hläge  bi«^  zu  'J  Skalentheilen  zu  erzeugen. 

Die  Imm  der  Abkühlung  beobachtete  elektrische  Vertheilung  ist 
mthr  eiurach.  Die  Mitten  der  grossen  Flächen  OP  zeigen  starke 
po.sitive  Spannung  ».  die  Figur  auf  Tafel  1} ;  dieselbe  nimmt  von  hier 
aus  ab  und  bleibt  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  stets  positiv, 
in  der  Kichtung  der  Brachydiagonale  geht  sie  aber  in  der  Nähe  der 
Enden  denselben  bereits  in  die  neuativc  über.  An  den  Enden  der 
.MakroiJiagonale  erscheint  ebenfalls  starke  positive  Spannung,  welche 
nach  der  Brachydiagonale  hin  gewöhnlich  rasch  abnimmt.  An  den 
Enden  der  Brachydiagonale  liegen  negative  Pole,  und  diese  negative 
Spannung  nimmt  nach  der  Makrodiagonale  hin  ebenfalls  rasch  ab. 

Brombarjnm. 

Die  Krystalle  des  Hrombaryums  [Balir-i  -}-  HhO)  gehören  zum 
rhombischen  Svsteme.  Kahmelsberg  \VMl  in  seinem  llandbuche  der 
krystallogra[>hisch-physikalischen  Chemie  das  Yerhältniss  der  Brachy- 
diagonale zur  Makrodiagonalc  und  zur  vertikalen  Axe  =  0,3378  :  i  : 
0,i:U8,  und  führt  als  beobachtele  Gestalten  an:  P(o),  3P3  (o'), 
r^yu'iij^  HPoo  [(/),  roo  [r),  ooP2{p)  und  ooPoo{b)^).  Ausserdem 
wurden  von  uns  auch  noch  einige  Male  Flächen  von  ooPoo  wahr- 
genommr*n. 

Die  Kryslalle  des  Brombaryums  werden  für  isomorph  mit  denen 
rh;s  entspn;chend  zusammengesetzten  Cblorbaryums  gehalten.  Ein  der- 
arligcT  Isomorphismus  scheint  jedoch  nicht  zu  bestehen ;  denn  erstens 
ist  (l(;r  L'nterschicd  in  den  Axenverhültnissen  beider  Salze  bedeutend, 
und  sodann  weichen  dieselben,  wie  sich  zeigen  wird,  in  ihrer  ganzen 
Hildungsweise  sehr  von  einander  ab. 

Eigenthümlich  ist  beim  Brombaryum  das  Vorkommen  von  Kry- 

i)  hijf'cli  (Ji(;  in  Khiiiiiiicrn  eiiif^csclilosscnen  Buchstabeo  sind  in  den  auf 
(Irr  Tafol  I  i^i'/.t'.UhnnUiu  Fi^urvAi  diu  betrcfrcnden  Flüchen  bezeichnet. 
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slalleii,  woicliu  au  den  HInden  der  verlikiilon  A\e  eine  verschiedene 
Uilduug  zciijou.  Nach  ItAMHuisBEiKi  treten  an  dem  einen  Ende  der 
genannten  Axe  die  Fliiclieii  /'und  3/'oo,  an  dem  anderen  dngegeo 
die  Flachen  SM,  /'oo  und  /"'oo  auf  (s.  Fig.  1  T.if.  1).  Fig.  2"  stellt 
die  Projektion  des  oberen,  Fig.  2''  die  lies  unleren  Endes  dar. 

Anderscilä  linden  sich  aber  auch  Kryslallc,  an  welchen  die 
lieiden  Enden  der  vertikalen  Ase  zwar  gleichgestaltet  sind,  aher  ilu- 
bei  eine  andere  Eigenlhilmlichkeil  zeigen. 

bis  treten  nümlicli  an  jedem  i'^nde  dieselben  Flttcheu  auf,  jedoch 
nicht  vollzählig,  wie  es  bei  den  Kryslallen  des  rhombischen  Systems 
sein  niUssle,  sondern  nur  halbtlücliig,  wie  Im  monokh'nen  Systeme, 
und  zwar  erscheint  der  makrodiagonale  llauptschnitt  der  Kryslalle 
als  ein  klinodiagonaler.  Die  Gestailen  P{o)  und  3/'3(o')  treten 
(s.  Fig.  3]  also  nur  je  mit  vier  zu  einer  Zone  gehörigen  Flächen  aiiT, 
und  enls|irechend  erscheint  von  den  hoiizonlalen  Prismen  /*oo('y)  und 
3Poo[q')  nur  eine  Fläche,  wie  im  monoklineu  Systeme  die  schiefen 
Endflaehen;  und  zwar  liegt  die  Flüche  Poa  auf  der  Seite,  wo  die 
Fladien  3f'3  auftreten,  wahrend  die  Flachen  3/*oo  sich  auf  der 
Seite  der  Flächen  P  Qnden.  Fig.  4  stellt  die  Projektion  eines  solchen 
Endes  dar. 

tibrigens  sind  durch  die  im  Vorstehenden  beschriebenen  Hussor- 
lich  sichtbaren  Gestaltungen  noch  nicht  sUmnitliche  Eigenthilmlich- 
keiteo  der  Bildungen  der  Krystalle  des  Brombaryums  erschöpft. 
Atis  den  weiterhin  von  uns  mitzutheilendeu  Ergehnissen  der  thermo- 
und  piezoelektrischen  üntersucimng  crgiebl  sich  unzweifelhaft,  dass 
in  den  Krystallen  der  vorliegenden  Substanz  noch  eine  lelraedrische 
Bildung  vorhanden  ist,  die  sich  in  einer  Hemimorphie  nach  den 
lUchtungen,  welche  die  Mitten  von  zwei  parallelen  Pyramiden  flachen 
P  verbinden,  ausspricht.  Die  Krystalle  des  Brombaryums  gleichen 
also  darin  denen  des  weinsauren  Kali-Natrons  (Seigneltesalzes)  und 
des  Asparagins,  bei  welclien  diese  Bildung  auch  ausserlich  durch  das 
Auftreten  von  Abstumpfungen  dei'  abwechselnden  Prismenkaulen 
sich  kundgiebt.  Beim  Brombaryuni  war  jedoch  ausserlich  von 
einer  solchen  tetraedrischen  Bildung  nichts  wahrzunehmen.  Wie 
oben  beschrieben,  kommen  entweder  sammtliche  vier  Flüchen  von 
P  oder  3/'3  an  demselben  Kode  vor,  oder  es  findet  sich  von  jeder 
tlieser    Gestalten    an   jedem    Ende    ein    Paar    benachbarter    Flachen. 
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Auch  in  der  Grösse  und  dem  Glänze  der  abwechselnden  Pyramiden- 

flUchen  trat  kein  Unterschied  hervor.     Beim   weinsauren   Kali-Natron 

P 

kommen  zuweilen  gleichzeitig  zwei  Tetraeder  (linkes)  -^  und  (rechtes) 

—^  vor;    dementsprechend  hatte  beim  Brombaryum  die  Hemimorphie 

P  3p3 

auch    durch    das    Auftreten    der   beiden   Tetraeder   -^   und   — ^   in 

verschiedener  Stellung  zur  Erscheinung  gelangen  können;  jedocö  war 
von  einem  solchen  Auftreten  abwechselnder  Flächen  von  P  und 
37^3  nichts  zu  entdecken. 

Das  Material  fUr  die  elektrische  Untersuchung  stammte  aus  der 
chemischen  Fabrik  von  Merck  in  Darmstadt.  Sämmtliche  Krystalle 
waren  mehr  oder  weniger  lange  Prismen  von  geringer  Dicke,  welche 
bei  ihrer  Bildung  mit  dem  einen  Ende  der  vertikalen  Axe  (es  möge 
kurz  das  untere  Ende  heissen)  aufgesessen  hatten.  Das  andere  frei 
ausgebildete  (obere)  Ende  zeigte  die  sämmtlichen  oben  (S.  19)  auf- 
geführten Gestaltungen  (Fig.  2%  Fig.  2**  und  Fig.  4),  wobei  die  Flächen 
der  horizontalen  Prismen  Pco  und  SPoo  stark  an  Grösse  variirlen. 
Die  Mehrzahl  der  Krystalle  zeigte  an  dem  frei  ausgebildeten  Ende 
die  Gestalt  Fig.  4,  etwas  weniger  zahlreich  waren  die  Individuen, 
welche  an  dem  freien  Ende  wie  Fig.  2^  gebildet  waren,  und  nur 
einige  Krystalle  halten  am  freien  Ende  die  Gestaltung  von  Fig.  2\ 
In  den  allermeisten  Fällen  hatte  die  Anwachsungsstelle  den  ganzen 
Querschnitt  des  Krystalles  eingenommen,  sodass  nach  dem  Abbrechen 
das  untere  Ende  überall  durch  einen  unregelmässigen  Bruch  be- 
grenzt war. 

Nur  vier  Krystalle  fanden  sich,  bei  welchen  die  Anwachsungs- 
stelle eine  so  geringe  Ausdehnung  besass,  dass  sich  neben  ihr  noch 
Reste  von  Pyramidenflächen  hatten  ausbilden  können,  welche  auch 
nach  dem  Abbrechen  noch  am  unteren  Ende  sichtbar  blieben. 

Diese  aus  der  Fabrik  von  Merck  stammenden  Krystalle  waren 
im  Allgemeinen  durchscheinend  und  nur  an  manchen  Stellen  durch- 
sichtig. 

Um  Krystalle  zu  erhalten,  welche  an  beiden  Enden  der  verti- 
kalen Axe  vollkommen  ausgebildet  waren,  wurde  eine  grössere  Menge 
der  in  Vorstehendem  beschriebenen  Krystalle  in  Wasser  aufgelöst  und 
in  einer  Glasschale  bei  einer  Temperatur  von  20®  C.  zum  Krystalli- 
siren  hingestellt.     Die  aus  dieser  Auflösung  sich  bildenden  Krystalle 
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lagen  mit  einer  prismatischen  Seitenfläche  oo/^2  oder  ooPoo  auf  dem 
Boden  der  Schale  auf,  waren  vollständig  klar  und  durchsichtig  und 
an  beiden  Enden  der  vertikalen  Axe  mit  Flächen  von  Pyramiden 
und  horizontalen  Prismen  versehen. 

Die  Krystalle  gehörten  theils  der  oben  S.  19  beschriebenen,  in 
der  Richtung  der  vertikalen  Axe  hemimorphcn  Form  (Fig.  1 ,  2*  und 
2^),  theils  der  monoklin-hemiedrischen  Form   (Fig.  3  und  4)  an. 

I.  Thermoelektricität. 

Die  Krystalle  durften  nur  bis  zu  einer  Temperatur  von  54®  C. 
erhitzt  werden. 

A.    Ki-ystalle^   welche  bei  ihrem    WachsUmm  auf  einer  Seitenßäche 
aufgelegen  hallen  und  an  beiden  Enden  vollsländig  ausgebildet  waren. 

a.  Krystalle  von  monoklin-hemiedrischer  Form. 

Diese  Krystalle  besassen  an  beiden  Enden  der  vertikalen  Axe 
dieselbe  Bildung  und  zwar  trugen  sie  an  jedem  Ende  (Fig.  3  und  4) 
zwei  Flächen  P  und  zwei  Flächen  3/^3  nebst  je  einer  Fläche  von 
Poo  und  SPoo. 

Prismenflächen.  Zuerst  wurden  die  Flächen  des  Prismas 
ooP2  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  untersucht.  Die  Krystalle  wurden 
dabei  so  weit  in  Kupferfeilicht  eingehüllt,  dass  nur  die  zu  prüfende 
Prismenfläche  frei  blieb.  Die  oberen  Theile  der  Prismenflächen  zeigen 
abwechselnd  positive  und  negative,  die  unteren  abwechselnd  negative 
und  positive  Spannungen,  so  dass  jede  Prismenfläche  oben  und  unten 
entgegengesetzte  Polarität  besitzt  (s.  Fig.  5,  Taf.  I].  Derselbe  Gegen- 
satz findet  auch  zwischen  je  zwei  diametral  gegenüberliegenden  von 
den  Prismen-  und  Pyramidenflächen  gebildeten  Kanten  statt.  Stellen 
wir  den  Krystall  so,  dass  die  Brachy diagonale  auf  uns  zu  und  die 
Makrodiagonale  von  links  nach  rechts  gerichtet  ist,  so  sind  auf  der 
uns  zugewandten  Seite  die  oberen  Theile  der  von  der  Brachydiagonale 
links  hegenden  Fläche  negativ,  die  unteren  positiv,  während  auf  der 
rechts  liegenden  Fläche  die  oberen  Theile  positive,  die  unteren  nega- 
tive Spannungen  zeigen.  Diese  Spannungen  nehmen  von  den  Rändern 
der  Prismenflächen  nach  der  Mitte  hin  ab. 

Die  im  Vorstehenden  beschriebene  Vertheilung  der  elektrischen 
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Polai  itUien  stimmt  vollständig  mit  der  auf  den  Krystallen  des  Seignette- 
Salzes  und  des  Asparagins  beobachteten  überein.  Es  ergiebt  sich 
daraus   eine   analoge  Anordnung  der  Atome  dieser  drei  Substanzen 

Nun  treten  aber  bei  den  Krystallen  des  Seigneltesalzes  und 
Asparagins  Abstumpfungen  an  den  abwechselnden  Endkanten  des 
Prismas  auf,  welche  einem  Tetraeder  entsprechen  und  auf  eine  hemi- 
morphe  Bildung  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte je  zweier  paralleler  Pyramidenflächen  hinweisen.  Eine  eben- 
solche tetraedrische  Bildung  muss  also  auch  im  Innern  der  Krystalle  des 
Brombaryums  vorhanden  sein,  obgleich  dieselbe,  wie  bereits  erwähnt, 
bisher  äusserlich  nicht  wahrgenommen  worden  ist.  Das  Fehlen  der 
Tetraederflächen  in  der  äusseren  Begrenzung  ist  auch  beim  Seignette- 
salz  der  gewöhnliche  Fall. 

Übrigens  ist  die  Hemimorphie  der  Krystalle  des  Brombaryums 
durch  andere  Ursachen  hervorgerufen,  als  bei  dem  Seignettesalze 
und  dem  Asparagin.  Bei  dem  ersteren  beruht  sie  auf  der  Konstitution 
der  Weinsäure  und  bei  dem  letzteren  auf  der  hemimorphen  Bildung 
seiner  Moleküle;  sie  besteht  daher  auch  nach  der  Zerstörung  der 
Krystalle  durch  Auflösen  in  Wasser  fort,  wie  dies  aus  der  Drehung 
der  Polarisationsebene  des  Lichtes  folgt.  Beim  Brombaryum  entsteht 
die  Hemimorphie  aber  erst  bei  der  Bildung  der  Krystalle  und  ver- 
schwindet mit  Auflösung  derselben  in  Wasser. 

Während  die  elektrischen  Pole  an  den  Kanten  des  Prismas  kräftig 
auftraten,  zeigte  sich  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  (auf  den 
Flächen  ooPoo)  und  auf  den  an  den  Enden  der  Brachydiagonale 
liegenden  vertikalen  Kanten  keine  merkliche  elektrische  Spannung, 
sodass  also  in  der  Richtung  dieser  beiden  Diagonalen  keine  elek- 
trischen Axen  liegen. 

Pyramiden  flächen.  Wurden  die  Krystalle  so  weit  in  das 
Kupferfeilicht  eingehüllt,  dass  nur  eine  Fläche  der  Pyramide  P  oder 
37*3  frei  blieb,  so  erschien  in  der  Nähe  der  Prismenkanle  eine 
Polarität,  welche  mit  der  auf  dem  anliegenden  Thoile  der  Prismen- 
flache  auftretenden  gleichnamig  war;  dieselbe  nahm  nach  dem  Ende 
der  vertikalen  Axe  bis  zu  Null  ab. 

Die  Flächen  der  horizontalen  Prismen  Poo  und  37*oo  zeigten 
in  ihrer  im  makrodiagonalen  Uauplschnitte  liegenden  Mittellinie  keine 
elektrischen  Spannungen;  an  ihren  Rändern  traten  aber  die  den  an- 
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liegeDden  Pyramidenflächen  angehörigen  Polaritäten  in  sehr  geringer 
Stärke  auf. 

Wurde  bei  der  Untersuchung  gleichzeitig  mit  den  Pyramiden- 
flächen noch  die  anliegende  Hälfte  der  zu  ihnen  gehörigen  Prismen- 
fläche von  Kupferfeilicht  unbedeckt  gelassen,  so  fand  sich  das  Maxi- 
mum der  elektrischen  Spannung  auf  der  von  den  Prismen-  und 
Pyramidenflächen  gebildeten  Kante;  von  da  an  nahm  die  Stärke  der 
Elektricität  sowohl  nach  der  Mitte  der  Prismenfläche,  als  auch  nach 
dem  Ende  der  vertikalen  Axe  hin  ab. 

Enden  der  vertikalen  Axe.  Da  bei  den  jetzt  in  Betracht 
gezogenen  Krystallen  nach  der  Richtung  der  vertikalen  Axe  keine 
hemimorphe  Bildung  vorhanden  ist,  so  war  es  wahrscheinlich,  dass 
ebenso,  wie  an  den  Enden  der  Makro-  und  Brachydiagonale  auch 
an  den  Enden  der  vertikalen  Axe  keine  polare  elektrische  Axe  sich 
finden  würde;  es  hätte  höchstens  eine  an  beiden  Enden  gleichnamig 
elektrische  Axe  auftreten  können.  Die  Prüfung  ergab,  dass  die  Enden 
der  vertikalen  Axe  unelcktrisch  waren.  Auf  diesen  nicht  elektrischen 
Zustand  wies  auch  schon  die  starke  Abnahme  der  elektrischen  Span- 
nung auf  allen  Pyramidenflächen  vom  Rande  der  Prismenflächen  nach 
den  Enden  der  vertikalen  Axe  hin. 

b.    Nach  der  vertikalen  Axe  hemimorph  gebildete 

Krystalle. 

Diese  zweite  Gruppe  besteht  aus  Krystallen,  welche  an  ihren 
Enden  die  in  Fig.  2'  und  2^  abgebildeten  Formen  besitzen ;  sie  wei- 
chen also  von  den  vorhergehenden  wesentlich  dadurch  ab,  dass  nach 
der  Richtung  der  vertikalen  Axe  eine  hemimorphe  Ausbildung  statt- 
gefunden hat. 

Prismenflächen.  Die  Flächen  des  Prismas  oo/*2  zeigten  bei 
dieser  Gruppe  genau  dasselbe  Verhalten,  wie  bei  der  vorhergehenden. 
Es  sind  also  auch  in  diesen  nach  der  vertikalen  Axe  hemimorph 
gebildeten  Krystallen  die  vier  auf  einer  tetraedrischen  Hemimorphie 
beruhenden  polaren  Axen  auf  den  Kanten  des  Prismas  vorhanden. 

Pyramiden  flächen.  Die  Pyramidenflächen  verhielten  sich 
etwas  anders  als  bei  den  Krystallen  der  vorigen  Gruppe.  Die  elek- 
trische Spannung  war  zwar  auf  ihnen,  ebenso  wie  bei  den  früheren, 
in  der  Nähe  der  Prismenkante  am  stKricstf  ^t  den  in 
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Fig.  2""  dargestellten  Flächen  versehenen  oberen  Ende  nahm  dann  auf 
den  negativen  Pyramidenflächen  die  Elektricilät  nach  der  Spitze  hin 
bis  zu  Null  ab  (s.  Taf.  I,  Fig.  6)  oder  ging  auch  schon  in  die  posi- 
tive über,  während  auf  den  positiven  Pyramidenflächen  die  positive 
Spannung,  wenn  auch  in  etwas  abnehmender  Stärke,  bestehen  blieb. 

Umgekehrt  war  das  Verhalten  der  Pyramidenflächen  an  dem 
mit  der  Bildung  Fig.  2^  versehenen  (unteren)  Ende.  Auf  ihnen  blieb 
auf  den  negativen  Flächen  diese  Polarität  erhalten,  während  auf  den 
zM'ischen  ihnen  liegenden  die  positive  Spannung  nach  der  Spitze  hin 
bis  zu  Null  abnahm,  oder  auch  bereits  in  die  negative  überging. 

Enden  der  vertikalen  Axe.  Die  eben  berichteten  Resultate 
der  auf  den  Pyramidenflächen  ausgeführten  Beobachtungen  weisen 
schon  auf  ein  anderes  Verhalten  der  Enden  der  vertikalen  Axe  hin, 
als  wie  ein  solches  bei  den  Krystallen  der  vorhergehenden  Gruppe 
beschrieben  wurde.  Das  obere  Ende  der  vertikalen  Axe  (Fig.  2*) 
besitzt  nämlich  während  des  Erkaltens  einen  positiven,  das  untere 
(Fig.  2^)  dagegen  einen  negativen  Pol.  Eine  solche  polare  Axe  war 
ja  auch  bei  der  hemimorphen  Ausbildung  der  beiden  Enden  der 
vertikalen  Axe  vorherzusehen. 

Ist  bei  der  Prtifung  des  oberen  Endes  noch  ein  kleiner  Theil 
der  in  der  Spitze  zusammenstossenden  Pyramidenkanten  unbedeckt 
geblieben,  so  zeigen  auch  diese  gleich  der  Spitze  positive  Spannung, 
wenn  auch  in  geringerer  Stärke.  Bleiben  bei  der  Untersuchung  des 
unteren  Endes  die  Flächen  des  horizontalen  Prismas  Poo,  welche 
sich  in  einer  mit  der  Brachydiagonale  parallelen  Kante  schneiden, 
vom  Kupferfeilicht  frei,  so  besitzen  auch  die  dieser  Kante  benach- 
barten Theile  noch  negative  Spannung,  jedoch  in  minderem  Grade 
als  die  Kante  selbst. 

Bei  dieser  zweiten  Gruppe  von  Krystallen  tritt  also  zu  den  vier 
polarelektrischen  Axen,  welche  die  Mitten  je  zweier  diametral  gegen- 
überliegenden Prismenkanten  verbinden,  noch  eine  fünfte  polarelek- 
trische Axe  in  der  Richtung  der  vertikalen  Kryslallaxe  hinzu ^). 


\)  Es  ist  eine  cigenthümlichc  Erscheinung,  dass  an  Krystallen  des  rhom- 
bischen Systems  eine  inonokUn-hemiüdrischc  Bildung  auftritt.  Dieselbe  kann  in 
dem  vorliegenden  Falle  ihre  Erklärung  finden. 

Die  Kryslalle  des  Hrombaryunis  sind  rhombisch  und  hemimorph  nach  der 
vertikalen  Axe.    Am  oberen  Ende  finden  sich,  wie  zuvor  beschrieben,  vier  Flächen 
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ü.    Krystalle^  welcfie  bei  ihrem  Wachsthum  mit  dem  einen  Ende  der 

vertikalen  Axe  aufgesessen  hatten. 

Die  aus  der  Fabrik  von  Merck  in  Darmstadt  stammeodea  Krystalle 
zeigten  sSimmtlich  die  eben  angegebene  Art  des  Wachsthums.  Ihrer 
Form  nach  gehörten  sie,  wie  schon  oben  S.  19  erwähnt,  theils  der 
monoklin-hemiedrischen,  theils  der  nach  der  vertikalen  Axe  hemi- 
morphen  Bildung  an.  Sie  glichen  in  ihrer  elektrischen  Yertheilung 
den  vorher  unter  A,  a.  und  A,  b.  beschriebenen.  Die  vier  einer  tetra- 
edrischen  Bildung  entsprechenden  polaren  Axen,  welche  zwei  dia- 
metral gegenüberliegende  Prismenkanten  verbinden,  traten  sehr  stark 
hervor.  Die  monoklin-hemiedrischen  Krystalle  besassen  an  den  Enden 
der  vertikalen  Axe  keine  Polarität;  bei  den  hemimorph  gebildeten 
dagegen  zeigte  das  der  Fig.  2^  entsprechende  Ende  beim  Erkalten 
positive,  das  der  Fig.  2^  entsprechende  negative  Spannung. 

Es  wäre  eine  besondere  Hervorhebung  der  Beobachtungen  an 
diesen  Krystallen  nicht  nothwendig  gewesen,  wenn  sich  nicht  bei  der 
piezoelektrischen  Prüfung,  wie  wir  später  darlegen  werden,  an  den 
hemimorph  gebildeten  Krystallen  zwischen  ihnen  und  der  Gruppe  A,  b. 
wesentliche  Unterschiede  herausgestellt  hätten. 


der  Pyramide  P  und  zwei  Flächen  des  Bracbydomas  3Poo.  Am  unteren  Ende 
liegen  vier  Flächen  der  Pyramide    3p3   und  zwei  Flächen  des  Brachydomas  Poo 

Schneiden  wir  nun  einen  solchen  hemimorphen  Krystalt  in  dem  brachy* 
diagonalen  Hauptschnitte  durch  und  drehen  die  eine  Hälfte  um  die  Makrodiagonale 
als  Axe  um  180^,  so  entsteht  ein  monokIin-hemi€drischer  Krystall,  wie  solcher 
beim  Brombaryum  vorkommt.  Sowohl  am  oberen  als  auch  am  unteren  Ende  der 
vertikalen  Axe  liegen  jetzt  zwei  Flächen  P  und  zwei  Flächen  3?3  nebst  einer 
Fläche  3l^oo  und  Pco ,  und  zwar  gerade  in  der  Weise,  wie  es  die  monokline 
Hemiedrie  verlangt.  Durch  eine  solche  Zwillingsbildung  verschwindet  dann  die 
Hemimorphie  nach  der  vertikalen  Axe  und  damit  auch  die  an  den  Enden  dieser 
Gruppe  auftretende  Polarität.  Dagegen  wird  durch  dieselbe  die  aus  der  tetra- 
edrischen  Bildung  herrührende  Hemimorphie  nicht  geändert;  die  Enden  der  vier 
tetraedrischen  Axen  bleiben  fortwährend  entgegengesetzt  elektrisch. 

Denken  wir  uns  nun  die  Moleküle  des  Brombaryums  in  den  monoklin-hemi- 
edrischen Krystallen  aus  solchen  Zwillingen  bestehend,  so  ist  damit  die  Krystall- 
form  und  das  elektrische  Verhalten  derselben  vollständig  erklärt. 


Abhandl.  d.  K.  8.  Gesellscb.  d.  WisäeDsch.    XXXV.  3 
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II.  PiSzoelektricität. 

Die  Feststellung  der  pigzoelektrischen  Vorgänge  an  den  Krystallen 
des  Brombaryums  war  mit  besonderen  Schwierigkeilen  verbunden; 
die  säulenförmigen  Krystalle  isolirten  nämlich  bei  gewöhnlicher  Tem- 
peratur nicht  hinlänglich  und  mussten  deshalb  in  erwärmtem  Zustande 
zu  den  Versuchen  verwendet  werden. 

Diese  Krystalle  wurden  daher  vor  ihrer  Untersuchung  längere 
Zeit  in  einem  kleinen  Ofen  bis  54^  erwärmt,  und  dann  auf  den 
oberen  Boden  eines  kupfernen  Cylinders,  der  mit  Wasser  von  der 
eben  angegebenen  Temperatur  gefüllt  war  und  in  der  Druckvor- 
richtung als  Untersatz  diente,  mit  dem  einen  Ende  gestellt.  Auf  das 
nach  aufwärts  gerichtete  Ende  des  Krystalles  legte  sich  die  an  dem 
Hebelarm  isolirt  befestigte  und  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektro- 
meters leitend  verbundene  Zinnplatte  auf.  Der  Druck  variirte  je 
nach  der  Beschaffenheit  der  Krystalle  von  200  bis  400  Gramm. 
Um  auch  selbst  bei  schwachem  Drucke  hinreichend  grosse  Ausschläge 
im  Elektrometer  zu  erhalten,  wurde  dem  letzteren  die  auch  für  die 
Thermoelektricität  nothwendige  hohe  EmpGndlichkeit  gelassen. 

Die  thermoelektrischen  Versuche  haben  ergeben,  dass  in  der 
Richtung  der  Verbindungslinie  zweier  diametral  gegenüberliegenden 
Prismenkanten  eine  Hemimorphie  vorhanden  ist,  welche  auf  eine 
tetraedrische  Bildung  hinweist.  Es  stand  daher  zu  erwarten,  dass 
bei  dem  Drucke  nach  dieser  Richtung  auch  eine  piezoelektrische  Er- 
regung stattflnden  würde.  Da  die  dieser  Hemimorphie  entsprechen- 
den thermoelektrischen  Pole  bei  allen  Krystallen  des  Brombaryums, 
welches  auch  sonst  ihre  Bildung  sein  mochte,  in  vollkommen  be- 
stimmter Weise  hervortraten,  so  war  vorauszusehen,  dass  auch  bei 
sämmtlichen  Krystallen  beim  Druck  in  den  angegebenen  Richtungen 
eine  piezoelektrische  Erregung  stattßnden  würde.  In  der  That  ent- 
sprachen die  Versuche  der  Voraussicht,  und  zwar  stimmte  die  durch 
den  Druck  erzeugte  Elektricilät  in  ihrer  Polarität  mit  der  bei  der 
Abkühlung  auftretenden  stets  überein. 

Da  die  längeren  säulenförmigen  Krystalle  für  solchen  Druck 
ungeeignet  waren,  so  wurde  mittelst  Anschleifens  zweier  ebenen 
gegen  die  vertikale  Axe  senkrechten  Flächen  ein  Prisma  von 
solcher    Länge   hergestellt,    dass    zwei    diametral    gegenüberliegende 
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PrismenkaDtea  sich   bequem   als   Stülz-  und   Druckpunkte    eiDstellen 
Hessen. 

Wahrend  bei  sämmtlichea  Krystallen  die  piezoelektrischen  Er- 
regungen durch  Druck  in  den  eben  genannten  Richtungen  überein- 
stimmten, zeigten  sich  beim  Druck  in  der  Richtung  der  vertikalen 
Axe  Unterschiede,  welche  es  erfordern,  die  oben  behandelten  Gruppen 
besonders  zu  besprechen. 

a.   Krystalle  von  monoklin-hemiedrischer  Bildung. 

(8.  Fig.  3  und  i.) 

Alle  diese  Krystalle  zeigten  an  den  Enden  der  vertikalen  Axe 
bei  Temperaturänderungen  keine  Polarität;  ebensowenig  trat  aber 
auch  beim  Druck  in  der  Richtung  der  vertikalen  Axe  eine  elektrische 
Spannung  auf;  es  genügte  jedoch  eine  geringe  Schiefstellung  der 
Axe,  um  eine  Polarität  hervorzurufen,  und  zwar  entsprach  dieselbe 
stets  derjenigen,  welche  den  Prismenkanten,  denen  die  Druckrichtung 
genähert  war,  zukam. 

« 
b.   Krystalle  mit  hemimorpher  Bildung  in  der  Richtung 

der  Hauptaxe. 

a.  Krystalle,  welche  bei  ihrer  Bildung  mit  einer  Seiten- 
fläche aufgelegen  hatten.  Bei  diesen  Krystallen  zeigte  bei  der 
Abkühlung  das  mit  der  Bildung  2  a  versehene  Ende  positive,  das  mit 
der  Bildung  2  b  versehene  negative  Spannung.  Ebenso  erzeugte  der 
Druck  nach  der  Richtung  der  vertikalen  Axe  an  dem  mit  der  Bildung 
Sla  versehenen  Ende  positive,  an  dem  mit  der  Bildung  2  b  versehenen 
negative  Polarität.  Es  stimmten  also  auch  hier,  ebenso  wie  bei  den 
vorher  angegebenen  vier  hemimorphen  Axen  die  beim  Erkalten  und 
beim  Druck  erzeugten  Elektricitäten  überein. 

ß.  Krystalle,  welche  bei  ihrer  Bildung  an  dem  einen 
Ende  der  vertikalen  Axe  aufgesessen  hatten.  Anders 
verhielten  sich  aber  die  ebengenannten  Krystalle.  Bei  ihnen  gab 
stets,  sie  mochten  mit  dem  Fig.  2*  oder  Fig.  2^  entsprechendem 
Ende  angewachsen  sein,  beim  Druck  das  frei  ausgebildete  Ende 
positive,  das  angewachsen  gewesene  dagegen  negative  S[)annung. 
Während  also  bei  den  vorhergehenden  Krystallen  die  Polaritäten  beim 
Erkalten  und  beim  Druck  dieselben  waren,  hat  bei  diesen  Krystallen 
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ein  Gegensatz  hervor.  Die  beim  Erkallen  positiven  Enden  zeigten 
beim  Druck  negative  Elektricität  und  die  beim  Erkalten  negativen 
Enden  beim  Druck  positive  Spannung,  wenn  die  Krystalle  mit  dem 
Ende  Fig.  2*  angewachsen  gewesen  waren;  dagegen  stimmten  bei 
den  mit  dem  Ende  2  b  angewachsenen  die  Polaritäten  beim  Erkalten 
mit  denen  beim  Druck  wieder  überein. 

Die  Elektricität  beim  Druck  scheint  also  bei  diesen  Krystallen 
in  anderer  Weise  hervorgerufen  zu  werden,  als  bei  den  zuvor 
unter  b,  a.  beschriebenen.  Die  Ursache  dieses  Unterschiedes  dürfte 
allein  in  der  Richtung  des  Wachsthums  zu  suchen  sein. 


Unterschwefelsanrer  Baryt. 

Der  unterschwefelsaure  Baryt  krystallisirt  mit  2  und  4  Aequi- 
valenten  Wasser.  Die  Krystalle  der  letzteren  Verbindung,  welche 
sich  bei  einer  Temperatur  von  5^  G.  bilden,  sind  nicht  luflbesländig 
und  eignen  sich  in  Folge  dessen  nicht  zu  einer  thermoelektrischen 
Untersuchung.  Die  Krystalle  mit  nur  2  Aequivalenten  Wasser  dagegen 
halten  sich  an  der  Luft  sehr  gut.  Sie  sind  aber  sehr  empfindlich 
gegen  plötzliche  geringe  Temperaturveranderungen,  so  dass  schon 
ein  vorsichtig  zwischen  die  Finger  genommener  Kryslall  mitunter 
mit  einer  Art  von  Explosion  zersprang.  Bei  der  Untersuchung  auf 
das  thermoelektrische  Verhalten  durften  deshalb  die  Krystalle  nur 
langsam  höchstens  bis  40^  C.  erwärmt  werden.  Diese  geringe  Er- 
wärmung hatte  freilich  zur  Folge,  dass  bei  der  spateren  Abkühlung 
nur  eine  schwache  Elektricitätsentwickelung  eintrat;  indess  reichte 
dieselbe  hin,  Ausschläge  selbst  bis  zu  8  Skalentheilen  an  dem  Elek- 
trometer hervorzubringen,  wenn  die  Empfindlichkeit  desselben  so 
gross  war,  dass  die  Spannung  eines  Elementes  Zink-Kupfer-Wasser, 
dessen  einer  Pol  zur  Erde  abgeleitet  war,  einen  Ausschlag  von 
60  Skalentheilen  erzeugte.  Die  Krystalle  des  Salzes  mit  nur  2  Aequi- 
valenten Wasser  gehören  zum  monoklinen  Systeme.  Kauhelsberg 
giebt  in  seinem  »Handbuch  der  krystallographisch- physikalischen 
Chemie»  das  Verhültniss  der  Klinodiagonale  zur  Orthodiagonale  und 
zur  vertikalen  Axe  =  0,9338:1:1,313  und  den  spitzen  Winkel 
zwischen  der  Klinodiagonale  und  der  vertikalen  Axe  =  88^  50'. 
Das  Salz  krystallisirt  sehr  leicht  und  bildet  oft  grosse  Individuen. 
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Die  bei  einer  Temperatur  von  15  bis  20^  C.  entstehenden 
Krystalle  sind  meistens  niedrige  Tafeln,  an  welchen  die  breiten 
Flächen  durch  die  Flächen  OP,  also  durch  die  mit  der  Basis  parallel 
gehenden  schiefen  Endflächen  gebildet  werden.  An  den  Enden  der 
Klinodiagonale  sind  je  nach  der  Dicke  der  Tafeln  mehr  oder  weniger 
grosse  Flächen  oo^oo  vorhanden,  während  an  den  Enden  der  Ortho- 
diagonale  Pyramidenflächen  und  Flächen  vom  klinodiagonalen  Prisma 
liegen.  An  vielen  Krystallen  treten  an  den  Enden  der  Orthodiagonale 
mehr  oder  weniger  grosse  Flächen  oo:Poo  auf,  die  bisweilen  eine  solche 
Ausdehnung  erhalten,  dass  die  Pyramidenflächen  fast  ganz  verdrängt 
werden.  Die  Krystalle  zeigen  einen  sehr  deutlich  mit  ooJ^oo  parallelen 
Durchgang,  der  ihre  richtige  Auffassung  gewöhnlich  sehr  erleichtert. 

Fig.  1  Taf.  1  stellt  einen  derartigen  Krystall  in  der  Richtung 
senkrecht  gegen  die  Fläche  OP  gesehen  dar. 

Das  Salz  wurde  zuerst  von  Heeren  dargestellt,  welcher  an  den 
Krystallen  desselben  bereits  besondere  EigenthUmlichkeiten  beobachtete, 
so  dass  er  zwei  Gattungen  derselben  unterschied.  Die  Krystalle  der 
ersten  Gattung  gleichen  dem  in  Fig.  1   dargestellten. 

Als  zweite  Gattung  bezeichnete  er  dann  Krystalle  mit  mehr  oder 
weniger  gekrümmten  Flächen.  Sie  hatten  die  gleiche  chemische  Zu- 
sammensetzung, wie  die  der  ersten  Gattung. 

V.  V.  Lang,  welcher  später^)  die  Krystalle  des  unterschwefel- 
sauren Baryt  einer  sehr  ausführlichen  Messung  unterwarf,  wurde 
durch  V.  Hauer,  welcher  ihm  die  Krystalle  übergeben  hatte,  auf  eine 
eigenthümliche  Bildung  derselben  aufmerksam  gemacht. 

Während  nämlich  meistens  die  Ausdehnung  nach  der  Ortho- 
diagonale überwiegt,  zeigten  sich  diese  besonderen  Krystalle  in  der 
Richtung  der  Klinodiagonale  mehr  verlängert.  Dagegen  waren  nach 
der  Orthodiagonale  hin  mehr  oder  weniger  ausgedehnte  Fortsätze 
angewachsen.  Einer  Krümmung  der  an  diesen  Krystallen  vorhandenen 
Flächen  gedenkt  v.  Lang  nicht. 

Ausser  den  vorstehend  erwähnten  Krystall  formen  erhielten  wir 
bei  einer  Krystallisation ,  welche  in  einem  unterirdischen  Räume 
(Temperatur  1 0  bis  1 2"  C.)  stattgefunden  hatte,  noch  eine  andere 
Modificalion.     Die   Figuren  2*  und  2^'   stellen    die    beiden   Ansichten 
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eines  solchen  Krysialles,  senkrecht  gegen  die  Flächen  0/^  gesehen, 
dar.  Man  erkennt  zunächst  einen  Krysiall  der  gewöhnlichen  Form, 
an  welchem  die  Flächen  OP  {c  und  c)  und  oo-Poo  {a  und  a)  sowie 
Flächen  eines  vertikalen  Prismas  oo-P^  (die  Flächen  p)  auftreten. 
In  der  Zeichnung  sind  diese  letzteren  Flächen  nur  durch  ihren  Durch- 
schnitt mit  den  Flächen  c  und  c  angegeben.  An  die  Flächen  c  und 
c'  setzen  sich  nun  rechts  und  links  in  der  Richtung  der  Orthodiagonale 
Verlängerungen  an,  welche  durch  gekrümmte  Flächen  klinodiagonaler 
Prismen  q  und  der  Pyramiden  o  gebildet  werden. 

Von  den  gekrümmten  Prismenflächen  q  aus  verbreiten  sich  nun 
die  gekrümmten  Pyramidenflächen  o  vorzugsweise  nach  der  Richtung 
hin,  auf  welcher  auf  derselben  Seite  der  stumpfe  Winkel  zwischen 
0/^  und  ooJ^oo  liegt,  also  nach  der  Kante  von  a  und  c  hin. 

Betrachten  wir  die  Ansicht  des  Krystalles  Fig.  2*  Taf.  1  von 
oben,  so  ziehen  sich  die  beiden  vertikalen  Prismenflächen  p,  p  nach 
abwärts  bis  zur  unteren  Kante,  an  welcher  der  spitze  Winkel  zwi- 
schen c  und  a  liegt.  Der  obere  Theil  dieser  Flächen  p  und  die 
Fläche  a  ragen  also  hervor.  Das  Weiterwachsen  der  gekrümmten 
Pyramidenflächen  wird,  wenn  sie  den  Boden  der  Krystallisirschale 
erreicht  haben,  also  an  der  von  a  und  c  gebildeten  unteren  Kante 
angekommen  sind,  durch  den  Boden  der  Schale  verhindert. 

Auf  der  unteren  Seite,  welche  beim  Wachsthum  auf  dem  Boden 
aufgelegen  hat,  wachsen  nun  gleichfalls  gekrümmte  Pyramidenflächen 
vorzugsweise  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher  der  stumpfe  Winkel 
a  c'  liegt,  und  gehen  ebenso  wie  auf  der  oberen  Seite  über. die 
Prismenflächen  p,  p  nach  aufwärts  (die  Fläche  c  unten  liegend  ge- 
dacht). Da  sich  der  Weiterbildung  der  Pyramidenflächen  in  der  Salz- 
lösung kein  Widerstand  entgegenstellt,  so  wachsen  sie  über  die 
Kanten  von  a  und  c  hinaus.  Auf  diese  Weise  bildet  sich  dann  ein 
Theil,  welcher  über  a  hinaus  bogenförmig  gekrümmt  verläuft.  Diese 
bogenförmige  Verlängerung,  trägt  dann  bei  manchen  Krystallen  am 
äussersten  Rande  wieder  schmale  Flächen  von  oo/^oo. 

Die  auf  den  bei  gewöhnlicher  Temperatur  gebildeten  Krystallen 
erscheinende  Elektricitätsvertheilung  ist  sehr  einfach.  Beim  Erkalten 
tritt  In  der  Mitte  der  grossen  Flächen  OP  positive  Elektricität  auf, 
welche  nach  den  Flächen  oo/^oo  hin  an  Stärke  abnimmt,  ohne  jedoch 
das  Vorzeichen  zu  ändern.    Eine  ebensolche  Abnahme  tritt  nach  den 
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Enden  der  Orihodiagonale  hin  ein,  aber  beim  weiteren  Annähern  an 
die  Enden  der  Orthodiagonaie  geht  die  positive  Polarität  in  negative 
über.  Auf  den  Flächen  oo^^c»  zeigt  die  Mitte  stark  positive  Eiek- 
tricität,  welche  nach  rechts  und  links  hin  an  Stärke  abnimmt,  wäh- 
rend in  der  Nähe  der  von  den  Pyramidenflächen  gebildeten  Kanten 
öfter  bereits  negative  Eiektricität  auftritt. 

Die  Enden  der  Orthodiagonaie  zeigen  negative  Spannung,  welche 
sich  tiber  die  anliegenden  Flächen  der  Pyramiden  und  klinodiagonalen 
Prismen  sowie  über  die  anliegenden  Theile  der  Flächen  OP  ausdehnt. 
Es  liegen  also  an  den  Krystallen  des  unterschwefelsauren  Baryts  beim 
Erkalten  die  positiven  Pole  an  den  Enden  der  vertikalen  Axe  und 
der  Klinodiagonale,  während  die  negativen  sich  an  den  Enden  der 
Orthodiagonaie  finden. 

Mit  der  elektrischen  Vertheilung  auf  den  gewöhnlichen  Krystallen 
stimmt  nun  auch  die  Vertheilung  auf  den  in  den  Figuren  2*  und  2^ 
dargestellten  Krystallen  mit  gekrümmten  Flächen  im  Allgemeinen 
überein.  Eine  Änderung  tritt  nur  bisweilen  an  den  auf  der  oberen 
Seite  bogenförmig  verlaufenden  Forlsätzen,  welche  durch  die  Durch- 
schnitte der  von  unten  kommenden  Pyramidenflächen  mit  der  oberen 
Endfläche  c  gebildet  werden,  insofern  ein,  als  die  negative  Eiektricität 
der  Pyramidenflächen  sich  über  den  ganzen  jenseits  a  verlaufenden 
Rand  des  Bogens  ausdehnt.  Öfter  aber  geht  diese  negative  Eiek- 
tricität nicht  ganz  bis  zur  Mitte  des  Bogens,  welche  dann  wieder 
positiv  erscheint.  Namentlich  ist  dies  der  Fall,  wenn  an  dem  jenseits 
a    gelegenen  Rande  wieder  kleine  Flächen  ooJ^oo  auftreten. 


Unterschwefelsanrer  Strontian. 

Die  Krystalle  des  unterschwefelsauren  Strontians,  welche  4  Atome 
Wasser  enthalten,  gehören  zum  hexagonalen  Systeme.  Das  Yerhältniss 
der  Nebenaxe  zur  Hauptaxe  ist  1:1,5024.  Rammelsberg  führt  in 
seinem  Handbuch  der  krystallographisch- physikalischen  Chemie  nur 
die  bereits  von  Heeren^)  beobachteten  Gestalten  der  Grundpyramide 
P  und  die  beiden  Endflächen  OP  an.  An  den  sehr  zahlreichen  von 
uns  untersuchten  Krystallen  fanden  wir  ausserdem  öfter  die  Flächen 


\)   Heeren ;  Pogg.  Ann.  Bd.  7,  S.  <77. 
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der  nächst  stumpferen  Pyramide  n}P,  sowie  des  vertikalen  Prismas 
ooP  und  eines  trigonalen  Trapezoeders  ^) .  Die  Krystalle  des  unter- 
schwefelsauren  Strontians  drehen  die  Polarisationsebene  des  Lichtes 
und  zwar  kommen  nach  Pape^)  sowohl  rechts-  als  linksdrehende 
Krystalle  vor.  Diese  Drehung  der  Polarisationsebene  weist  ebenso, 
wie  beim  Bergkrystalle  auf  eine  hemiedrische  Bildung  hin,  in 
welcher  sich  eine  Drehung  ausspricht,  also  auf  eine  Hemiedrie 
nach  den  abwechselnden  Flächen  der  zwölfseitigen  Pyramide.  Diese 
HemiSdrie  fuhrt  zur  Bildung  von  hexagonalen  Trapezoedern.  Nun 
weisen  aber  die  von  uns  später  mitgetheilten  Untersuchungen  ttber 
das  elektrische  Verhalten  der  Krystalle  auf  einen  Hemimorphismus 
nach  den  Nebenaxen  hin,  wodurch  das  hexagonale  Trapezoeder  in 
ein  trigonales  übergeht.  Die  Krystallgestalten  sind  also  ähnlich  zu 
deuten,  wie  beim  Bergkrystall  in  Bd.  XX  dieser  Abhandlungen  S.  473 
angegeben  ist. 

Thermoelektricität. 

Die  eben  erwähnte  Analogie  zwischen  den  Krystallformen  des 
unterschwefelsauren  Strontians  und  des  Bergkrystalls  machte  es  wahr- 
scheinlich, dass  auch  die  elektrischen  Verhältnisse  beider  einander 
entsprechen  würden.  Dem  bestimmten  Nachweise  des  elektrischen 
Verhaltens  des  unterschwefelsauren  Strontians  stellten  sich  aber  be- 
trächtliche  Schwierigkeiten  durch  den  Umstand  entgegen,  dass  die 
meisten  Krystalle  dieses  Salzes  Zwillingsverwachsungen  enthielten. 
Dieselben  waren  zum  grossen  Theile  schon  äusserlich  erkennbar, 
bisweilen  aber  war  das  Aussehen  dieser  Krystalle  derartig,  dass  sie 
sich  nicht  von  einfachen  Individuen  unterscheiden  Hessen.  Erst 
durch  Prüfung  einer  grossen  Anzahl  derselben  gelang  es,  einige 
ringsum  ausgebildete  fast  ganz  einfache  Individuen  aufzufinden. 

Die  Krystalle  des  unterschwefelsauren  Strontians  zeigten,  obwohl 
sie  nur  bis  53^  erhitzt  werden  durften,  doch  eine  ziemlich  starke 
elektrische  Erregung,  so  dass  das  Goldblättchen  eines  empfindlichen 
Elektrometers  bisweilen  sogar  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mikroskopes 
hinausgetrieben  wurde. 


\)  Bavmhauer  konnte  durch  Ätzversuche  eine  trapezoedrische  Bildung  nicht 
nachweisen  (Groth,  Zeitschrift  für  Krystallogr.   Bd.  I,  S.  5i). 
2)  Pai»e,   Pogg.  Ann.   Bd.  <39. 
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Bevor  wir  auf  die  speciellen  Beobachtungen  an  einzelnen  Kry- 
stallen  eingehen,  möge  hier  das  thermoelektrische  Verhalten  einfacher 
Krystalle  im  Allgemeinen  dargestellt  werden. 

üas  Auftreten  von  trigonalen  Trapezoedern  weist  auf  eine  Hemi- 
morphie  nach  den  Nebenaxen  hin.  Dieselbe  wird  auch  durch  das 
thermoelektrische  Verhalten  der  Krystalle  bestätigt,  indem  die  beiden 
Enden  einer  jeden  Nebenaxe  entgegengesetzte  Polaritäten  zeigen. 
An  den  sechs  Ecken  der  Basis  wechseln  also  positive  und  negative 
Spannungen  ab.  Die  elektrische  Vertheilung  entspricht  demnach  der 
beim  Bergkrystall  beobachteten.  In  der  Richtung  der  Hauptaxe  war 
keine  Elektricität  wahrzunehmen.  Beim  Bergkrystall  zeigten  die  mit 
trigonalen  Trapezoedern  versehenen  Seitenkanten  bei  der  Abkühlung 
positive  Spannungen ,  dagegen^  erschienen  die  mit  diesen  Gestalten 
versehenen  Ecken  der  Basis  bei  den  Krystallen  des  unterschwefel- 
sauren Strontians  während  der  Abkühlung  negativ. 

Kryslall  Nr.  L 

Die  Länge  der  Nebenaxen  des  Krystalls  Nr.  1  betrug  ungefähr 
1  \  mm.  Die  Dicke  in  der  Mitte,  das  heisst  der  Abstand  der  beiden 
Flächen  OP  von  einander,  erreichte  dagegen  kaum  1,5  mm. 

Von  Krystallflächen  waren  vorhanden  die  Flächen  der  beiden 
Pyramiden  P  und  4-P,  sowie  die  Endflächen  OP. 

Fig.  1  Taf.  II  stellt  die  Basis  dieses  Krystalles  in  dreifacher  Ver- 
grösserung  dar.  Die  durch  den  Durchschnitt  der  Pyramidenflächen 
P  gebildeten  Randkanten  mögen  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen 
1,  2,  ...  bis  6  und  die  von  je  zwei  derselben  gebildeten  Randecken 
(die  Enden  der  Nebenaxen)  mit  den  Zahlen  der  in  ihnen  zusammen- 
stossenden  Randkanten  bezeichnet  werden. 

Bei  der  Untersuchung  der  Ecken  wurde  der  Krystall  so  in 
Kupferfeilicht  eingehüllt,  dass  ausser  der  zu  untersuchenden  Ecke 
noch  kleine  Theile  der  anliegenden  Randkanten  aus  dem  Feilicht 
hervorragten.  Die  Ecken  selbst  zeigten  nun,  wie  schon  oben  an- 
gegeben, der  Reihe  nach  abwechselnd  positive  und  negative  Span- 
nungen (s.  Fig.  1*),  und  zwar  wurden  die  Ecken  (1,  2),  (3,  4)  und 
(5,6)  beim  Erkalten  positiv,  dagegen  die  drei  übrigen  Ecken  (2,3), 
(4,  5)  und  (6,  1)  negativ   elektrisch.     Bei   Prüfung  fiienden 

Theile  der  Randkanten  erschien  auf  beiden  Seiten  -  2) 
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und   (3,  i)  ebenfallti  positive  und  uebea  deo  Ecken  {4,  5)  und  (6,  if 
aegattve  PolariUU;    dagegen  war  ncibcn   der  Ecke  (S,  3]  uur  daa  zu 
2  gehörige  Stück  negativ,  das  zu  3  gehörige  aber  positiv,  und  eut- 
sprechend  an  der  Ecke  (5,  6}  nur  das  zu  5  gehörige  Stuck  negativ,, 
wahrend    das   /u  6  gehörige    positive    Spannung    zeigte.      Uiese    Gl 
»cheinung    weist    darauf  hin,    dass   an  den    belreß'enden   Stellen 
kleines  Zwillingsstilck  liegt,  welches,  da  die  beiden  Ecken  (3,  3]  und 
(5,  6)    einander   diametral    gegenüber    Hegen ,    den   Krystall   ganz    zu 
durchsetzen  scheint.     Die   auf  den    vier   Ecken  (1,  2),  [3,  4),  (4, 
und  (6,  1)  beobachteten  Spannungen    sind    selbstverständlich  grtii 
als  die  neben    ihnen    auf  den    Handkanlen    lieobachlelen.     Wenn   an 
der  Ecke  (1,  2)  eine  geringere  positive  Spannung  beobachtet  wurde, 
als  daneben    auf  den  Itandkanten,    so   erklärt    sich    dies    durch    den 
Umstand,  dass  an  dieser  Ecke  auf  der  einen  Seite  ein  kleiner  frem- 
der Krystall  eingewachsen  war,  von  welchem  gerade  neben  der  Ecke 
(1,  2)  eine  negative  Ecke  hervorragte.     Durch  Annäherung  des  Platit 
drahtes  an  diese  kleine  Ecke  wurde  die  negative  Beschaffenheit  dt 
selben  nachgewiesen.     Durch  den  Einfluss  dieser  negativen  Elektrici) 
niussle  selbstverständlich  die  Verlheilungswirkung  der  positiven  Eli 
iricitat  der  Ecke  {1,  2)   geschwächt  werden.     Halte  der  kleine  Ki 
stall  entfernt  werden    können'),   so  würde   die    Spannung   der  Eck« 
(1,2)  grösser   gewesen    sein,    als    die  der  anliegenden  Itandkanti 
Damit  stimmen  auch  die  späterhin  mitzutheilendeu  Versuche  über  di 
Piezoelektriciiat  Uberein. 

Es  wurden  dann  an  diesem  Krystall  die  Handkanten  noch  specii 
untersucht  (s.  Fig,  V').  Dabei  stand  der  Krystall  so  im  Kupferfeilichl 
dass  nur  eine  Kandkanle  hervurragtc.  Leider  sprang  bei  diesen 
Versuchen  ein  an  der  Randkante  5  gelegenes  Stück  des  Krystalles 
ab.  so  dass  an  Stelle  der  Randkanle  o  nur  der  in  der  h'ig.  1''  durci 
eine  punktirte  Linie  dargestellte  Bruch  untersucht  werden  konnte. 


ad 
zu 


Krydall  Nr.  2. 

Der    Kiystall    Nr.    1    trug    keine    trigunalen     l'rapezoederftachei 
Durch  die  an  ihm  gemachten  Beobachtungen  liess  sich  also  nicht  ( 


<)    Es  schien   unlbuulich    üoii  ktuinen  Kry»lMll    iicrausiiiilir« 
Getahr.  ücu  gauzon  Krystall  zu  zersprengen. 


■heo   wegen 
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iDrttetn,  welche  PolariUit  deo  mit  Trapezoederääcfaeo  verseheoea  Ecken 
angehört.  Za  die:&er  Bestimmung  sollen  nun  die  am  Krystall  Nr.  i 
gemachten  Beobachtungen  dienen.  Der  Krrstall  war  leider,  wie  aus 
der  Fie.  2*  Taf.  I  ersichtlich  ist.  nur  ein  Bnichstück.  erwies  sich  aber 
als  ein  einEKhes  Individaam.  An  der  Ecke  1.2  lag  eine  grössere  and 
an  der  Ecke  3.  4  eine  kleinere  Fläche  des  trigonalen  Trapezoeders. 
Diese  beiden  Ecken  zeigten  nun  beim  Erkalten  negative  Spannung, 
ebenso  die  Ecke,  welche  die  Randkante  5  mit  dem  Bruche  bildete, 
wärend  die  Ecken  i.  i  und  'i.  5  positiv  waren.  Die  neben  den 
Ecken  liegenden  Theilt:  der  Randkanten  zeigten  gleichnamige  EleL- 
thcität  mit  den  Ecken,  selbstverständlich  aber  in  serineerer  Stärke. 
Die  anf  dem  BnKrhe.  welcher  ungefähr  die  Stelle  der  Fläche  6  ver- 
trat,  beobachteten  Spannungen  sind  in  die  Fig.  ä*  eingetragen.  Die 
Trapezoederflächen  tragenden  Enden  d«:fr  Nebena\en  zeigen  also  beim 
■■lerschwefelsauren  Str'jntian.  wie  schon  t>ben  bemerkt,  die  ent- 
gegengesetzte Polarität,  wie  die  beim  Bergkr} stall  mit  denselben 
Flächen  versehenen. 

Krtj3§iaU  3>.  3, 

Der  Krystali  >r.  3.  tiessen  Basis  in  Fig.  3*  laf.  11  in  doppelter 
Grosfle  iJarzeslelit  wird,  ist  ziemUch  reselmässie  aoseebildet.  Er  trui? 
aar  die  Fachen  P  and  OP.  Die  thermoelektrische  Untersuchung 
zeiote.  das^  er  noch  ziemlich  einfach  war.  Die  abwechselnden  Ecken 
l,  it ,  3.  i  and  5.  6  waren  positiv  und  ebenso  ihre  Umgebungen, 
die  Ecke  2.  3  mit  den  anliesenden  Thetlen  der  Randkaoten  war 
negaCiv.  I>»egen  trat  an  der  Ecke  6.  I;  die  negative  Spannung  nur 
anf  der  Ecke  selbst  anti  auf  dem  anfie:zen«Jen  Theile  der  Randkanl^ 
^  hervor,  während  auf  dem  anliesenden  Iheiie  der  Randkante  I 
poi*icive  Elektricität  beoba«Hitet  \%arde.  An  der  Ecke  I,  5  ^ar  tie- 
retts  »iie  EiHu»  und  das  anliegende  Stuck  der  Randkante  i  (Kr^itiv 
vmd  die  negative  EIekln«ntät  kam  nur  auf  dem  anliegeo^Jen  Stu^:k 
4er  Raniifcaafie  5  zur  Geltone. 

Als*  feisfKele  für  die  elektns*:hea  V»ir;Ä»nge  an  Kry-talUrn.  %%<Tl/:be 
iehr  aiann::z£i»:fae  Iwrihimsibilhin^^n   besrtzeo.    rr^>$fen   die    U^tfAfü^tii 
tsmcren  *a  den  dm  foteenden  Krr*ta!!».n  df*rf*eft 
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Krystall  Nr.  4. 

Der  Krystall  Nr.  4  trug  die  Flächen  P,  iP  und  OP.  Seine  Basis 
ist  in  Fig.  4"^  Taf.  II  in  doppelter  Grösse  abgebildet.  Er  scheint,  wie 
aus  den  in  die  Figur  eingetragenen  Beobachtungen  hervorgeht,  nur 
an  der  Ecke  (3,  4)  einfach  zu  sein,  während  an  allen  übrigen  Ecken 
mehr  oder  weniger  Zwillingsbildungen  sich  bemerklich  machen. 

Krystall  Nr.  5. 

Der  Krystall  maass  in  seinen  Nebenaxen  ungefähr  9  mm,  wäh- 
rend seine  Dicke  nahezu  1  mm  betrug.  Von  Krystallflächen  waren 
nur  die  Pyramidenflächen  P  und  die  beiden  Flächen  OP  vorhanden. 
Seine  Basis  ist  in  Fig.  5^  und  5^  in  dreifacher  Vergrösserung  dar- 
gestellt. 

In  Fig.  5*^  sind  die  auf  den  Ecken  und  den  anliegenden  Theilen 
der  Randkanten  gemachten  Beobachtungen  eingetragen.  Betrachtet 
man  nur  die  auf  den  Ecken  selbst  auftretenden  Polaritäten,  so  wech- 
seln auf  den  aufeinanderfolgenden  Ecken  regelmässig  positive  und 
negative  Spannungen  ab,  womit  auch  das  piezoelektrische  Verhalten 
der  Ecken  selbst,  wie  wir  später  sehen  werden,  übereinstimmt.  Da- 
gegen weisen  bereits  die  auf  den  an  den  Ecken  anliegenden  Theiljsn 
der  Randkanten  ausgeführten  Messungen  auf  mehrere  eingeschobene 
Zwillingsslücke  hin;  denn  nur  an  den  Ecken  (3,  4)  und  (5,  6)  zeigten 
die  Stücke  der  beiden  anhegenden  Randkanten  dieselbe  Polarität 
wie  die  Ecken,  wogegen  an  den  übrigen  vier  Ecken  auf  dem  an- 
liegenden Stück  der  einen  Randkante  bereits  entgegengesetzte  EIek- 
Iricität  auftrat.  Der  Krystall  wurde  dann  noch  so  untersucht,  dass 
nur  die  einzelnen  Randkanten  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorragten. 
Dabei  waren  also  die  den  Ecken  selbst  zukommenden  Polaritäten 
mehr  oder  weniger  abgeleitet. 

In  Figur  5^  sind  nun  die  bei  dieser  Einhüllung  auf  den  ver- 
schiedenen Punkten  der  Kanten  beobachteten  Spannungen  eingetragen. 
Es  treten  hierbei  in  Folge  der  veränderten  Ableitung  grosse  Ver- 
schiedenheiten der  Polaritäten  selbst  an  den  an  die  Ecken  angrenzen- 
den Theilen  der  Randkanten  gegen  die  zuvor  bei  Beobachtung  der 
Ecken  an  eben  diesen  Stellen  gefundenen  Polaritäten  hervor.  Bemerkt 
sei  hierbei  noch,   dass  ein  Stück    der   Randkante  4  und   die   ganze 
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Randkanle  5  and  auch  ein  Tlieil  der  Randkanlo  i\  vor  dor  Unlor^ 
suchung  der  Randkanten  abgesprungen  war«  so  dass  an  StoUo  dtM* 
Randkante  5  nur  der  dort  sieh  iindondo  Hruoh  (in  Kig.  l\^'  piinklirl 
gezeichnet)  geprüft  werden  konnte. 

Krtjstall  Nr.  fi 

Der  Krystall  Nr.  6  enthielt,  wi(^  die  (hcM'inoeloktrischr  und  HpltltM' 
auch  die  piezoelektrische  Untersuchung  /oigtn,  noch  xnhlnMrhon« 
Zwillingsbildungen  als  der  vorhergehende.  Seine  HaHiN  IhI  in  Kig.  0" 
Taf.  II  in  doppelter  Vergrösserung  dargestellt  und  on  »iiid  in  dinfinr 
Zeichnung  die  an  den  Ecken  und  den  ihnen  anliegenden  Theilnn  dnr 
Randkanten  beobachteten  Polaritäten  eingetragen.  Alle  Ne(*hH  Keknu 
zeigten  positive  Spannung,  bei  zweien  (4,  5j  und  (ö,  0)  waren  die 
anliegenden  Theile  der  Randkanten  gleichfalln  ponitiv,  bei  den  Übrigen 
vier  Ecken  trat  auf  einer  oder  auf  beiden  Seiten  unmittellitir  neben 
den  Ecken  bereits  negative  Spannung  auf. 

Der  Krvstall  wurde  hierauf  noch  so  unterHucht,  iinnn  nur  die 
Randkanten  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorragti5n.  I)ie  hierbei  Inv 
obachtelen  Polaritäten  sind  in  Fig.  r/'  eingetragen* 

Unmittelbar  neben  den  Ecken  fand  sich  auf  Hdriimtliehen  Hand 
kanleo  positive  Spannung^  die  auf  der  Randkantü;  «>  Mch  i^pffar  idi^^r 
deren  ganze  Länge  erätrerkte,  währ^^nd  auf  iUm  übrigen  Bandkant/Tn 
ein  negatives»   Stück   hervortrat,   da.s,    vvie  aun  fUir  Figur  HrnuMhf^h 
ist.  an  veräcbiedeoeo  Sielkn  geif^en  war. 

Firzoel^rktncit;*'. 

SeiCbia    iiüoc    .^^n;iii     n    v.m^    UbM  %mM\Usk^    Vr 

E<:ii<ML  "»'irt**  uifn  ifi/i:i«*:iw.*;r  tbte  |0  DrtKrV- 
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Randkanten  halbirten  und  die  FldcheD  OP  vertikal  standen.  Dabei 
lag  an  Krystallen  mit  ungleichen  Randkanten  die  auf  dem  unteren 
Metall  stehende  Ecke  nicht  völlig  genau  vertikal  unter  der  oberen 
Ecke.  Bei  einfachen  Krystallen  hatte  eine  geringe  Abweichung  der 
betreffenden  Nebenaxe  von  der  vertikalen  Stellung  höchstens  den 
Einfluss,  dass  die  Stärke  der  in  der  vertikalen  Stellung  beobachteten 
Elektricität  etwas  abnahm,  aber  das  Vorzeichen  sich  nicht  änderte. 

Dagegen  traten  an  zusammengesetzten  Krystallen  schon  bei  sehr 
geringen  Abweichungen  von  der  vertikalen  Stellung  der  Nebenaxe 
sehr  oft  verschiedene  Polaritäten  auf,  so  dass  es  vorkam,  dass  bei 
Wiederholung  der  Prüfung  ein  und  derselben  Ecke,  bei  nach  dem 
Augenschein  möglichst  vertikaler  Stellung,  entgegengesetzte  Elek- 
tricitäten  beobachtet  wurden ;  diese  auffallende  Umkehrung  fand,  wie 
speciell  angestellte  Versuche  mit  Bestimmtheit  nachwiesen,  ihre  Er- 
klärung in  ausserordentlich  geringen  Abweichungen  in  der  Stellung 
der  Nebenaxe  bei  den  betreffenden  Versuchen. 

In  Bezug  auf  ihr  piezoelektrisches  Verhalten  haben  wir  die  Kry- 
stalle  in  zweierlei  Weise  untersucht.  Sie  wurden  zuerst  mit  einer 
ihrer  Nebenaxen  vertikal  gestellt,  wobei  das  untere  Ende  dieser  Axe 
auf  einer  Zinnplatte  stand,  während  auf  das  obere  Ende  derselben 
eine  an  einem  Hebel  isolirt  befestigte  und  mit  dem  Goldblättchen 
des  Elektrometers  verbundene  Zinnplatte  mittelst  eines  Gewichtes 
drückte.  Zweitens  wurden  die  Krystalle  mit  einer  Randkante  auf 
die  untere  Zinnplatte  gestellt,  während  die  verschiedenen  Punkte  der 
oberen  Kante  mittelst  einer  an  dem  Hebel  befestigten  Zinnschneide 
gedrückt  wurden.  Hierbei  erfolgte  der  Druck  also  stets  senkrecht 
gegen  die  betreffenden  Randkanten. 

Krystall  Nr,  L 

Der  Krystall  hat  sich,  wie  wir  früher  (S.  33)  gesehen  haben, 
als  ziemlich  einfach  herausgestellt,  was  auch  durch  die  piezoelektrische 
Untersuchung  bestätigt  wird. 

Wurde  der  Krystall  möglichst  genau  in  der  Richtung  der  Neben- 
axen gedrückt,  so  wechselten  auf  den  aufeinander  folgenden  Ecken 
die  Polaritäten  regelmässig  ab^).    Die  hierbei  beobachteten  Polaritäten 


\)  Selbstverständiicli   waren   die   bei    Nachlassen   des   Druckes    entstehenden 
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sind  in  Fig.  1""  Taf.  II  bei  den  einzelnen  Ecken  an  den  Enden  der 
in  der  Richtung  der  Nebenaxen  nach  aussen  verlaufenden  punktirten 
kurzen  Linien  verzeichnet.  Eine  Vergleichung  der  in  Fig.  1^  und 
Fig.  1^  eingetragenen  Spannungen  ergiebt,  dass  Druck  und  Erkaltung 
gleichnamige  Elektricität  erzeugen. 

Es  wurde  nun  die  Nebenaxe  sehr  wenig  aus  der  vertikalen 
Stellung  herausgedreht,  jedoch  so,  dass  der  Krystall  noch  zwischen 
den  beiden  horizontalen  Zinnplatten  ohne  weitere  Unterstützung  fest- 
gehalten wurde. 

Diese  Drehung  erfolgte  sowohl  in  der  Ebene  der  Basis  als 
auch  in  einer  durch  die  Hauptaxe  und  Nebenaxe  gelegten  Ebene 
nach  beiden  Seiten.  Die  bei  der  Verdrehung  der  Nebenaxe  in  der 
Richtung  der  Basis  beobachteten  Spannungen  sind  in  Fig.  1""  an  den 
rechts  und  links  neben  den  Ecken  befindlichen  punktirten  Linien 
eingetragen^).  Bei  den  vier  Ecken  (1,2),  (3,  4),  (4,  5)  und  (6,1)  gaben 
sSimmtliche  vier  Abweichungen  der  Stellung  der  Nebenaxe  von  der 
vertikalen  Richtung  dieselbe  Polarität  wie  bei  der  vertikalen  Stellung, 
selbstverständlich  aber  in  geringerer  Stärke.  Dagegen  machten  sich 
an  den  Ecken  (2,  3)  und  (5,  6)  die  bereits  durch  die  thermoelek- 
trische  Untersuchung  nachgewiesenen  Zwillingsstucke  bemerkbar,  in 
der  Weise,  dass  bei  den  Ecken  (2,  3)  und  (5,  6)  (s.  Fig.  T)  bei 
ersterer  nach  der  Kante  3  hin  und  bei  letzterer  nach  Kante  6  hin 
entgegengesetzte  Polaritäten,  als  bei  vertikaler  Stellung  beobachtet 
wurden.  Bei  einer  Abweichung  in  der  durch  die  Hauptaxe  und 
Nebenaxe  gelegten  Ebene  waren  dagegen  auch  hier  die  Polaritäten 
dieselben  wie  bei  der  vertikalen  Stellung. 

Die  bei  vertikalem  Druck  auf  die  einzelnen  Punkte  der  Rand- 
kanten beobachteten  elektrischen  Spannungen  sind  in  Fig.  1^  einge- 
tragen. Bei  dieser  Prüfung  machten  sich,  wie  aus  der  Zeichnung 
ersichtlich,  die  vorerwähnten  Zwillingsstücke  nicht  bemerkbar.  Die 
neben  den  Ecken  beiderseitig  gelegenen  Stücke  der  Randkanten  zeig- 
ten dieselbe  Polarität,  wie  die  betreifenden  Ecken  beim  Druck  in 
der  Richtung  der  durch  sie  gehenden  Nebenaxen.     Eine  absichtlich 


Polaritäten  gerade  die  entgegengesetzten.     Es  sind  deshalb  im  Text,  sowie  in  den 
Zeichnungen  stets  nur  die  beim  Druck  erzeugten  Spannungen  angegeben. 

\)  Die  bei  der  Drehung  in  einer  durch  die  Neben-  und  Hauptaxe   gelegten 
Ebene  erzeugten  Polaritäten  Hessen  sich  nicht  gut  in  der  Figur  anbringen. 


40  W.  G.  Hank£l.  —  H.  Lindenberg,  [32 

hervorgebrachte    geringe   Neigung  der  Krystallplatte   in   der  Weise, 

dass  von  den  beiden  Flächen  OP  bald  die  eine,  bald  die  andere  etwas 

nach  oben  gerichtet  war,   erzeugte  keine  Änderung   der  Elektricität 

in  Bezug  auf  das  Vorzeichen,    sondern   nur  eine  geringe   Abnahme 

ihrer  Stäi^ke. 

Krystall  Nr.  2. 

Der  Krystall  Nr.  2,  welcher,  wie  schon  früher  bei  der  Beschrei- 
bung seiner  thermoelektrischen  Eigenschaften  erwähnt,  nur  ein  Bruch- 
stück war,  konnte  aus  diesem  Grunde  nicht  an  sämmtlichen  Ecken 
auf  sein  piezoelektrisches  Verhalten  geprüft  werden.  Soweit  dies 
möglich,  sind  die  Beobachtungen  in  Fig.  2^  Taf.  I  eingetragen.  Die 
mit  Trapezoederflächen  versehenen  Ecken  (1 ,  2)  und  (3,  4)  zeigten 
negative  Spannung,  dagegen  die  Ecken  (2,  3)  und  (4,  5)  positive. 
An  der  Ecke  (3,  4)  erschien,  wenn  die  Randkante  3  etwas  gehoben 
war,  positive  Elektricität,  ein  Anzeichen  eines  hier  liegenden  Zwillings- 
stückes, während  bei  sonstiger  Herausdrehung  der  Nebenaxen  aus 
der  vertikalen  Stellung  dieselbe  Polarität  entstand,  wie  bei  der  verti- 
kalen Stellung. 

Beim  unterschwefelsauren  Strontian  zeigen  also  beim  Druck  die 
mit  Trapezoederflächen  versehenen  Ecken  die  entgegengesetzte  Polarität, 
als  die  mit  den  gleichen  Flächen  versehenen  Kanten  des  Bergkryslalls. 
Während  beim  Bergkrystall  Druck  und  Abkühlung  entgegengesetzte 
Polarität  erzeugten,  sind  die  durch  die  genannten  Vorgänge  beim 
unterschwefelsauren  Strontian  hervorgerufenen  Polaritäten  gleichnamig.  ' 

Krystall  Nr.  3. 
Auch  bei  der  piezoelektrischen  Untersuchung  erwies  sich  der 
Krystall  Nr.  3  ebenso  wie  bei  der  thermoelektrischen  als  noch  ziem- 
lich einfach.  An  den  Ecken  (3,  4)  und  (5,  6)  (siehe  Fig.  3^  Taf.  II) 
trat  sowohl  bei  vertikaler  Stellung  als  bei  geringer  Verdrehung  der 
Nebenaxen  positive  und  an  den  Ecken  (2,  3)  und  (6,  1)  negative 
Elektricität  auf,  während  an  den  beiden  einander  gegenüberliegenden 
Ecken  (1,  2)  und  (4,  5)  sich  Zwillingsbildungen  bemerkbar  machten. 

Krystall  Nr.  4. 
Wie  schon  die  thermoelektrische  Prüfung  nachgewiesen,  enthielt 
der  Krystall  manche  eingewachsene  Zwillingsstücke.    In  Fig.  4^  Taf.  II 
sind  die  beim  Druck   in   der  Richtung  der  Nebenaxe  und   beim  Ab- 
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weichen  derselben  von  der  vertikalen  Stellung  in  der  Ebene  der 
Basis  gemachten  Beobachtungen  eingetragen.  Hiernach  würden  an 
den  Ecken  (3,  4),  (5,  6)  und  (6,  1)  keine  Zwillingsslücke  liegen,  wäh- 
rend solche  sich  an  den  Ecken  (1,  2),  (2,  3)  und  (4,  5)  mehr  oder 
weniger  bemerklich  machen.  Dass  aber  die  Ecken  (3,  4),  (5,  6)  und 
(6,  1)  doch  nicht  frei  von  Zwillingsstücken  waren,  ergab  sich  aus 
Beobachtungen,  bei  welchen  die  Nebenaxe  in  einer  durch  dieselbe 
und  die  Hauptaxe  gelegten  Ebene  aus  der  vertikalen  Stellung  etwas 
herausgedreht  wurde,  indem  dann  bei  der  Verdrehung  nach  der 
einen  Seite  hin  die  entgegengesetzte  Elektricität  auftrat,  als  bei  der 
vertikalen  Stellung. 

Krystall  Nr.  5. 

Wie  bereits  nach  der  thermoelektrischen  Untersuchung  (S.  36) 
zu  erwarten  war,  zeigte  der  Krystall  beim  Druck  in  der  Richtung 
seiner  Nebenaxen  auf  den  Ecken  regelmässig  abwechselnd  positive 
und  negative  Spannung  (s.  Fig.  5*"  Taf.  II).  Dagegen  erschien  an 
sämmllichen  Ecken  bei  Herausdrehung  der  Nebenaxen  in  der  Ebene 
der  Basis  aus  der  vertikalen  Stellung  in  der  einen  Richtung  entgegen- 
gesetzte Elektricität,  als  bei  vertikaler  Stellung. 

Ahnliche  Abweichungen  traten  auch  an  den  Ecken  ein,  wenn 
beim  Druck  auf  dieselben  die  betreffende  Nebenaxe  in  einer  Ebene, 
die  durch  dieselbe  und  die  Hauptaxe  gelegt  wird,  etwas  geneigt  war. 

Der  Krystall  wurde  nun  weiter  in  der  Weise  untersucht,  dass 
eine  Randkante  desselben  auf  einer  horizontalen  Zinnplatte  stand, 
während  auf  die  verschiedenen  Punkte  der  parallelen  oben  liegenden 
Kante  eine  aus  Zinn  gebildete  Schneide  drückte.  Dabei  stand  die 
Ebene  der  Basis  entweder  genau  vertikal  oder  war  etwas  nach  der 
einen  oder  anderen  Seite  geneigt.  Auch  bei  diesen  Versuchen  traten 
an  vielen  Stellen  bei  geneigter  Stellung  andere  Polaritäten  auf  als 
bei  der  vertikalen.  Es  traf  sich  daher  öfter,  dass  bei  scheinbar 
vertikaler  Stellung  bei  einem  Versuche   positive,   bei  einem   anderen 

r 

Versuche  aber  negative  Elektricität  beobachtet  wurde,  eine  Folge 
davon,  dass  bei  diesen  Einstellungen  der  Krystall  doch  noch  zufällig 
eine  unmerkliche  Neigung  bald  nach  der  einen,  bald  nach  der  anderen 
Seite  erhalten  halte. 

In  Fig.  5*  sind  an  den  betreffenden  Stellen  der  Randkanten  die- 
jenigen Beobachtungen  eingetragen,  welche  bei  anscheinend  vertikaler 

Abtaandl.  der  K.  S.  Oeaellacb.  d.  Wisrensch.  XXXV.  4 


42       W.  G.  Hankel.  —  H.  Lindenberg,  Elektrische  Untersuchungen.      [34 

Stellung  der  Basis  stets  dieselbe  Polarität  ergaben.  Dagegen  sind  die- 
jenigen Stellen,  an  welchen  bald  die  eine,  bald  die  andere  Polarität 
auftrat,  ohne  Zahlen  und  Farbe  gelassen. 

Kryslall  Nr.  6. 

Der  Krystall  enthält  sehr  viele  Zwillingsstucke.  Er  war  einer  der 
ersten  Krystalle,  den  wir  auf  sein  elektrisches  Verhalten  untersuchten, 
und  zeigte  beim  Druck  auf  die  Ecken  bei  anscheinend  derselben 
Stellung  oft  entgegengesetzte  Polaritäten,  so  dass  vielfach  wiederholte 
Prüfungen  nöthig  waren,  bei  welchen  der  Krystall  absichtlich  aus 
der  normalen  Stellung  mehr  oder  weniger  herausgedreht  wurde,  um 
die  gefundenen  Widersprüche  zu  verstehen  und  ein  annähernd  rich- 
tiges Bild  von  seiner  Zusammensetzung  zu  gewinnen. 

In  Fig.  6""  (welche  die  Basis  in  doppelter  Grösse  darstellt)  sind 
die  auf  den  Ecken  bei  den  verschiedenen  Stellungen  beobachteten 
Spannungen  eingetragen.  An  der  Ecke  (6,  1)  war  ein  Einschnitt 
deutlich  wahrzunehmen,  welcher  es  augenscheinlich  machte,  dass 
daselbst  ein  Zwillingsstuck  lag.  Die  Beobachtung  ergab  auch  auf 
der  einen  Spitze  positive,  auf  der  anderen  negative  Spannung. 

In  Fig.  6^  sind  schliesslich  die  beim  Druck  mit  der  Schneide 
auf  die  horizontal  gestellten  Randkanten  beobachteten  Spannungen 
eingezeichnet.  Auch  bei  diesen  Versuchen  traten,  wenn  die  Flächen 
OP  aus  der  vertikalen  Richtung  nach  der  einen  oder  anderen  Seite 
nur  sehr  wenig  herausgestellt  wurden,  wiederholt  entgegengesetzte 
Spannungen  auf  als  bei  vertikaler  Stellung. 
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in  dieser  ÄbbandluDg  gebe  ich  eine  systematische  Darstellung 
ausgedehnter  Untersuchungen  über  unendliche  continuirliche  Trans- 
formationsgruppen,  die  ich  in  den  Jahren  1883 — 1886  ausgeführt 
habe. 

Meine  ersten  Untersuchungen  über  continuirliche  Gruppen  bezogen 
sich,  auf  die  Gruppe  derjenigen  Beruh rungstransformationen,  die 
mit  allen  Translationen  vertauschbar  sind,  sowie  auf  die  unendliche 
Gruppe  aller  Berührungstransformationen;  für  diese  letztere  Gruppe 
entwickelte  ich  schon  in  den  Jahren  1872  und  1873  eine  Aequi- 
valenztheorie,  die  für  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung als  vollständig  zu  betrachten  ist.  Gleichzeitig  entwickelte  ich 
eine  vollständige  Äequivalenztheorie  für  gewisse  andere  unendliche 
Gruppen,  meine  sogenannten  Functionengruppen. 

Nachdem  ich  in  den  Jahren  1870 — 1873  eine  allgemeine  Theorie 
der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  begründet  hatte,  versuchte 
ich  wiederholt,  meine  Untersuchungen  auf  beliebige  unendliche 
Gruppen  auszudehnen.  Es  gelang  mir  im  Jahre  1878  für  die  un- 
endliche Gruppe  aller  Punkttransformationen  eine  allgemeine 
Invariantentheorie  zu  begründen;  im  Übrigen  blieben  aber  meine 
Bestrebungen  lange  erfolglos.  Endlich  hatte  ich  im  Anfange  des 
Jahres  1883  die  glückliche  Idee,  unter  allen  Gruppen  diejenigen 
herauszugreifen,  deren  Transformationen  durch  Differential- 
gleichungen definirt  werden  können.  Für  diese  Gruppen,  die 
ich  als  unendliche  continuirliche  Gruppen  bezeichnet  habe,  gelang 
es  eine  allgemeine  Invariantentheorie  zu  begründen. 

Es  ist  wohl  zu  beachten,   dass  es  sehr  viele  Transformations- 
gruppen giebt,   welche  nicht    durch   Differentialgleichungen    definirt 
werden    können.      So    z.  B.    bilden    alle    algebraischen   Punkt- 
transformationen eine  unendliche  Gruppe,  welche  nicb* 
rentialgleichungen  definirt  werden  kann.    Dasselfa 
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aller  bi rationalen  Punkttransformationen  der  Ebene.  Die  beiden 
letztgenannten  Gruppen  besitzen  bekanntlich  eine  hervorragende 
Wichtigkeit.  Man  darf  daher  keineswegs  sagen,  dass  die  durch 
Differentialgleichungen  definirten  Transformationsgruppen  die  einzigen 
continuirlichen  Gruppen  sind,  die  Interesse  darbieten.  Eine  andere 
Sache  ist  es,  dass  es  sehr  viele  triviale  continuirliche  Gruppen 
giebt,  die  sich  nicht  durch  Differentialgleichungen  definiren  lassen. 
So  z.  B.  erzeugen  alle  Transformationen 

die  einen  Punkt  x  =  Xo  invariant  lassen,  eine  Gruppe,  die 
wohl  als  trivial  bezeichnet  werden  darf. 

Im  Jahre  1883  veröffentlichte  ich  in  den  Verhandlungen  der 
Ges.  d.  W.  zu  Christiania  eine  Bestimmung  aller  unendlichen  con- 
tinuirlichen Gruppen  von  Punktiransformationen  der  Ebene.  In  dem- 
selben  Jahre  gelang   es   mir,    alle   partiellen    Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung 

8  =  Flxyzpq), 

die  eine  endliche  oder  unendliche  Gruppe  von  Berührungstransforma- 
tionen gestatten,  auf  kanonische  Formen  zu  bringen.  Ähnliche 
Untersuchungen  über  die  allgemeine  MoNGB-AiiP£RE'scbe  Gleichung 
führten  mich  zu  wichtigen  Resultaten,  unter  denen  bis  jetzt  fast  nur 
diejenigen  veröffentlicht  worden  sind,  die  sich  auf  Laplagb's  lineare 
Differentialgleichungen  beziehen. 

Im  Jahre  1884  skizzirte  ich  in  den  Mathematischen  Annalen 
Bd.  24  eine  allgemeine  Invariantentheorie  der  endlichen 
und  unendlichen  continuirlichen  Gruppen.  Ausführlichere 
Untersuchungen  über  Gruppen  in  zwei  Veränderlichen  hatte  ich  schon 
im  Jahre  1 883  im  norwegischen  Archiv  veröffentlicht.  Weitergehende 
Untersuchungen  über  Differentialinvarianten  ^)    trug  ich  bei  verschie- 


\)  Ampere  bestimmte  alle  Differentialin Varianten  der  Bewegungen  der  Ebene. 
Im  Jahre  1870  entwickelte  der  talentvolle  englische  Mathematiker  Cockle  Ideen 
über  die  Transformation  von  linearen  Differentialgleichungen ,  die  später  durch 
Laguerre*s  und  Ualpuen's  bekannte  Arbeiten  wesentlich  weiter  geführt  worden 
sind.  Dies  vorlUuüg  zur  Completiruog  meiner  älteren  Citate.  Im  Übrigen  will 
ich  schon  heute  notiren,  dass  mein  ehemaliger  Zuhörer,  Herr  Tresse, 
neuerdings  in  den  Acta  math.  meine  Publicationen  und  Mittheilungen 
in  durchaus  uncorrecter  Weise  ausgebeutet  hat. 
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denen  Gelegenheiten  in  meinen  Seminar -Vorlesungen  an  der  Uni- 
versifät  Leipzig  vor. 

In  den  Jahren  1883— *1 886  gelang  es  mir  mehrere  wichtige 
Kategorien  von  unendlichen  Gruppen  zu  bestimmen.  So  z.  B.  be- 
stimmte ich  alle  unendlichen  Gruppen  von  Punkttransformationen  des 
n-fach  ausgedehnten  Raumes,  die  im  Infinitesimalen  die 
grösstmögliche  TransitivitUt  besitzen,  ferner  alle  unendlichen 
Gruppen  des  (2n  -}-  1)-dimensionalen  Raumes  zx\  . .  .x^pi  . ,  ,p^^ 
die  die  Gleichung 

dz  —  p\dx\  —  •    •  —  p„  dx^  =  0 

invariant  lassen  und  im  Infinitesimalen  die  grösstmögliche  Transitivität 
haben,  ferner  alle  Gruppen  von  Berilhrungstransformationen  der 
Ebene,  endlich  alle  primitiven  Gruppen  von  Punkttransformationen 
des  Raumes  mit  drei  oder  vier  Dimensionen.  Ich  zerlegte  anderer- 
seits die  Bestimmung  aller  imprimitiven  Gruppen  des  dreifachen 
Raumes  in  mehrere  Specialprobleme,  deren  Erledigung  keine  Schwierig- 
keit darbietet.  Auch  die  Bestimmung  aller  endlichen  und  unend- 
lichen Berührungstransformationsgruppen  des  dreidimensionalen  Raumes 
ist  es  mir  schon  längst  gelungen  im  Princip  zu  erledigen,  während 
ich  allerdings  noch  nicht  alle  Detailrechnungen  durchgeführt  habe.  — 
In  der  nachstehenden  Abhandlung  gebe  ich  eine  ausführliche  Dar- 
stellung der  einfachsten  unter  den  soeben  besprochenen  Unter- 
suchungen. 

Im  Jahre  1890  veröffentlichte  ich  in  den  Berichten  dieser  Ge- 
sellschaft in  zwei  Abhandlungen  eine  eingehende  Begründung  der 
Fundamentalsätze  meiner  Theorie  der  unendlichen  Gruppen.  Hoffent- 
lich wird  es  mir  bald  möglich  sein,  zu  zeigen,  wie  sich  gewisse 
tiefer  liegende  Begriffe  und  Sätze  meiner  Theorie  der  endlichen 
Gruppen  auf  unendliche  Gruppen  ausdehnen.  Diese  Übertragung  ist 
in  den  meisten  Fällen  einfach,  ja  fast  selbstverständlich,  in  einigen 
Fällen  aber  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden,  die  ich  theil- 
weise  noch  nicht  überwunden  habe. 

Ich  will  diese  letzte  Behauptung  durch  ein  wichtiges  und  interessantes  Bei- 
spiel illustriren.     In  ra'einer  Theorie  der  endlichen  conti nuirlichen  Gruppen  beweise 
ich,  dass  alle  endlichen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  die  in  einer 
gewissen  Umgebung  der    identischen   Transformation    liegen,    von   iofioitesiF» 
Transformationen  der  Gruppe  erzeugt  sind.    Es  liegt  nun  sebr  nahe  r** 
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dass  dieser  fundamentale  Satz  (dessen  Wesen,  Tragweite  und  Wichtigkeit  von 
meinen  Nachfolgern  mehrfach  missverstanden  worden  ist)  sich  auf  unendliche 
Gruppen  ausdehnen  lUsst.  Es  ist  mir  aber  nicht  einmal  gelungen,  dieser  Yer- 
muthung  einen  ganz  pr'äcisen  Ausdruck  zu  geben,  noch  weniger  eine  solche  Aus- 
dehnung zu  realisiren. 

Merkwürdigerweise  findet  sich  im  Abbl*s  Nachlasse  eine  Note,  in  welcher 
mein  grosser  Landsmann,  wenn  auch  anscheinend  unbewusst,  doch  factisch  ver- 
sucht, diese  Idee  für  den  einfachsten  Fall  durchzuführen.  Abel  betrachtet  eine 
ganz  beliebige  Transformation 

y  =  f{x) 

der  eindimensionalen  Mannigfaltigkeit  x  und  versucht  diese  Transformation  auf  die 
Form 

9>{y)  =  9>M  +  < 

zu  bringen,  was  darauf  hinauskommt,  dass  Abel  behauptet,  dass  jede  Trans- 
formation y  ^=  f(x)  einer  gewissen  eingliedrigen  Gruppe 

y  (y)  =9  [x)  4-0  (c  =  Const.) 

angehört  ^] . 

Es  giebt  einen  Fall,  in  dem  das  von  mir  besprochene  allgemeine  Problem  sich 
erledigen  lässt.  Sei  eine  Transformation  des  Raumes  x^  ,  .  .  x^  durch  die  Glei- 
chungen 

Xk  =^  fi(xi  . ,  ,  Xn)  (k=  {  ,  ..  n) 

bestimmt,  und  es  möge  7  das  Symbol  dieser  Transformation  sein.  Verstehen  wir 
nun  unter  m  irgend  eine  bestimmte  ganze  positive  Zahl,  so  ist  es  immer  mög- 
lich, die  Gleichungen  derjenigen  Transformation  hinzuschreiben,  deren  Symbol 

ist.  In  gewissen  Fällen  lässt  sich  die  Form  dieser  Gleichungen  für  unbestimmtes 
m  angeben;  alsdann  bestimmen  die  entsprechenden  Gleichungen 

xt  =  F  (xi  .  .  .  (Tn  m)  , 

sobald  m  als  Parameter  betrachtet  wird,  wenn  auch  nicht  immer,  so  doch  jeden- 
feUs  sehr  oft,  eine  eingliedrige  Gruppe,  zu  welcher  selbstverständlicher  Weise 
die  Transformation  7  gehört. 

Wendet  man  z.  B.  diese  Bemerkung  auf  die  sogenannte  Fusspunkttrans- 
formalion  an,  so  erhält  man  eine  eingliedrige  Gruppe,  die  ich  als  die  Gruppe 
der  Fusspunktransformationen  bezeichne.  Diese  Gruppe  hat  ihre  infinitesi- 
male Transformation,  deren  S^nnbol  für  den  Raum  a^ix^x^  die  Form 


Vxy^    +    X,^    +    X,^    V/h^    +    Pl^    +    P^^ 

besitzt.     An  einer  anderen  Stelle  komme  ich  auf  diese  Bemerkung  zurück. 


r  In  Abels  Untei^uchungen  kommt  schon  der  allgemeine  Gruppenbegriff 
impHoite  vor,  wenn  sich  Abel  auch  im  Allgemeinen  auf  Gruppen  mit  vertausch- 
bar iMi  Operationen  beschränkt.  Es  erscheint  andererseits  unzweifelhaft,  dass  Abel's 
Untersuchungen  über  Function» Igloichungen  bei  seinen  functionentheoretischen 
Entdeckungen  eine  grössere  Rolle  gespielt  haben,  als  aus  seinen  Werken  unmittel- 
bar hervorgeht.     Hierüber  mehr  an  einer  anderen  Stelle. 
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In  allen  meinen  Publicationen  über  continuirliche  Gruppen  habe 
ich  die  Analogie  meiner  Theorie  mit  Galois'  wundervoller  Substitions- 
theorie  hervorgehoben.  Es  erscheint  mir  hochinteressant,  dass  die 
Schlussbemerkungen  in  Galois'  wissenschaftlichem  Testament  es  wahr- 
scheinlich machen,  dass  dieser  grosser  Mathematiker  beabsichtigte, 
auch  eine  Theorie  der  Transformätionsgruppen  zu  entwickeln.  Aller- 
dings liegt  es  nahe  zu  vermuthen,  dass  Galois'  PISine  sich  in  erster 
Linie  auf  discontinuirliche  Transformationsgruppen  bezogen. 

Auch  in  Riemann's  Werken  (vgl.  seine  Untersuchungen  über  die 
Grundlagen  der  Geometrie)  findet  sich  eine  Stelle,  die  die  Ver- 
muthung  nahe  legt,  dass  er  sich  mit  allgemeinen  Untersuchungen 
über  Transformationsgruppen  beschäftigt  hatte. 

Diese  letzten  Bemerkungen  sind  nicht  ohne  Interesse,  wenn 
man  auch  nicht  vergessen  darf,  dass  so  zu  sagen  alle  Mathematiker, 
wenn  auch  implicite  und  unbewusst,  sich  mit  dem  Gruppenbegriff  be- 
schäftigt haben.  Wenn  neuerdings  ein  Mathematiker  der  Berliner 
Schule  versucht,  Gauss  als  Urheber  des  Gruppenbegriffes  hinzustellen, 
so  stelle  ich  demgegenüber  die  Behauptung  auf,  dass  z.  B.  Euclid  oder 
Euler  sich  früher  als  Gauss  mit  Untersuchungen  beschäftigt  haben,  die 
als  gruppentheoretisch  aufgefasst  werden  können.  Bei  allen  kommt  der 
Gruppenbegriff  implicite,  und  soweit  mir  bekannt,  nur  implicite  vor. 


Capitel  I. 

Bestimmung  aller  imprimitiven  unendlichen  Oruppen  von 

Funkttransformationen  einer  Ebene. 

Nach  meinen  allgemeinen  Theorien  enthält  jede  unendliche  (wie 
endliche)  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen 

Xi  =  (p{xy),      y^  =  xp{xy) 

der  Ebene  unendlich  viele  infinitesimale  Transformationen: 

■    '•»  -(«y)-ä^  =  fp  +  ^9' 
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deren  Inbegriff  in  jedem  einzelnen  Falle  die  betreffende  Gruppe  voll- 
ständig charakterisirt.  Das  Problem,  alle  continui Hieben  unendlichen 
Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene  zu  bestimmen,  deckt 
sich  daher  vollständig  mit  dem  formell  ungleich  einfacheren  Probleme, 
alle  Schaaren  von  infinitesimalen  Transformationen  Xf 
=  f  (^j/)p  +  ^  (^y)  ?  ^^  finden,*  welche  in  meinem  Sinne 
des  Wortes  eine  unendliche  Gruppe  erzeugen. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  Xf^z^p-^-tjq  einer  (end- 
lichen oder)  unendlichen  Gruppe  werden  in  jedem  einzelnen  Falle 
durch  ein  System  von  Differentialgleichungen 

(1)  a,f  +  6,i?  +  c,^^+...  =  0 

(fe  =  1,2...) 

bestimmt,  das  wir  einfach  das  System  der  Definitionsglei- 
gleichungen  der  Gruppe  nennen. 

Charakteristisch  fUr  ein  derartiges  System  von  Differential- 
gleichungen ist  einerseits,  dass  es  in  ^  und  ij  linear  und  homogen 
ist,  andererseits  dass,  sobald 

zwei  Lösungssysleme 

fl  ,    T]x        und        ^2,    fj2 

liefern,  dann  der  zugehörige  Klammerausdruck 
ebenfalls  ein  Lösungssystem 

X|  ^2  Xi^\  ,        X,  7^2  ^2^1 

bestimmt.  Für  die  unendlichen  Gruppen  kommt  als  besonderes 
Merkmal  noch  hinzu,  dass  das  allgemeinste  Lösungssystem  ^ij  sich 
nicht  aus  einer  begrenzten  Anzahl  von  Lösungssystemen  : 

durch  Multiplication  mit  Constanlen  und  Addition  ableiten  lässt;  fUr 
die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  dagegen  ist  es  charakteristisch. 
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dass  es  immer  eine  solche  ganze  positive  Zahl  r  giebt,  dass  die  ali- 
gemeinsten Werthe  fi;  sich  folgendermassen  ausdrücken  lassen: 

f  =  c,f,  +  ...  +  c.f.        (,^  =  Const.). 

Wir  nennen   eine   continuirliche  Gruppe  mit  den  infinitesimalen 

Transformationen  Xf  imprimitiv,  wenn  sie  mindestens  eine  Curven- 

schaar 

q>{xy)  =  Const. 

invariant  lässt,  anders  ausgesprochen,  wenn  es  mindestestens  eine 
Function  q>  giebt,  die  zu  der  Gruppe  in  solcher  Beziehung  steht, 
dass  sich  alle  X^  als  Functionen  von  (p  ausdrücken  lassen. 

Dementsprechend  nennen  wir  eine  Gruppe  primitiv,  wenn  es 
bei  ihr  keine  invariante  Curvenschaar  (p  [ooy)  =  a  giebt. 

In  dem  folgenden  Capitel  formuliren  und  erledigen  wir  für  n 
Dimensionen  ein  allgemeines  Problem,  das  für  n  =  2  auf  die  Be- 
stimmung aller  primitiven  continuirlichen  Gruppen  von  Punkttrans- 
formationen der  Ebene  hinauskommt.  Wir  können  uns  daher  in 
diesem  Capitel  darauf  beschränken :  alle  continuirlichen  Gruppen 
von  Punkttransformationen  der  Ebene  zu  bestimmen, 
welche  unendlich  und  imprimitiv  sind. 

Da  wir  ohne  Beschränkung  unsere  Punktcoordinaten  so  wählen 
können,  dass  x  =  Const.  die  invariante  Curvenschaar  ist,  so  können 
wir  uns  auch  so  ausdrücken: 

Wir  bestimmen  in  diesem  Capitel  alle  unendlichen  con- 
tinuirlichen Gruppen,  deren  infinitesimale  Transforma- 
tionen die  Form 

haben. 

Es  ist  nun  von  grösster  Wichtigkeit,  dass  das  soeben  formulirte, 
keineswegs  einfache  Problem  sich  ohne  weiteres  in  mehrere  und  zwar 
in  fünf  verschiedene  Unterprobleme  zerlegt,  unter  denen  jedes  ein- 
zelne sich  noch  weiter  zerlegen  lässt. 

Kennen  wir  in  der  That  eine  unendliche  Gruppe,  deren  infini- 
tesimale TransformatioDeD  die  Form 
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besitzen,  so  zeigen  meine  allgemeinen  Theorien  unmittelbar,  dass  die 
verkürzten  infinitesimalen  Transformationen 

jedesmal  eine  Gruppe  bilden,  welche  nullgliedrig,  eingliedrig,  zwei- 
gliedrig, dreigliedrig  oder  unendlichgliedrig  sein  kann.  Es  zerfällt 
daher  unser  Problem  sogleich  in  die  fünf  folgenden  Probleme: 

I)  Alle  unendlichen  Gruppen  (9)  zu  bestimmen,  deren  infini- 
tesimale Transformationen  die  Form 

besitzen. 

II)  Alle  unendlichen  Gruppen  gi  zu  finden,  deren  infini- 
tesimale Transformationen  die  Form 

cp  -j-  f]\  {xy)  q  [c  =  Const.) 

besi  tzen. 

Man  löst  dieses  zweite  Problem,  indem  man  nach  und  nach 
alle  unendlichen  Gruppen  g  nimmt,  deren  infinitesimale  Transforma- 
tionen die  Form  tj{xy)q  besitzen,  und  in  jedem  Fall  in  allgemeinster 
Weise  eine  infinitesimale  Transformation  j'-H^i(^!/)9  hinzufügt. 

III)  Alle  unendlichen  Gruppen 92  zu  finden,  deren  infini- 
tesimale Transformationen  die  Form 

{cx-\'Ci)p-\'7]2{xy)q 

besitzen,  dabei  vorausgesetzt,  dass  Ci  und  c^  wesentliche 
Constante  bezeichnen. 

Sobald  das  Problem  II  gelöst  ist,  findet  man  alle  Gruppen  (^2, 
indem  man  nach  und  nach  zu  den  infinitesimalen  Transformationen 
cp  -]-  t]i{xy)  q  jeder  Gruppe  gi  in  allgemeinster  Weise  eine  infini- 
tesimale Transformation 

hinzufügt. 

IV)  Alle  unendlichen  Gruppen  g^  zu  finden,  deren 
infinitesimale  Transformationen  die  Form 

{C2X^  +  Cia:  -]-  c)  p  +  iy  [xy)  q 

besitzen,  dabei  vorausgesetzt,  dass  C2,  C\  und  c  arbiträre 
Constante  bezeichnen. 
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Sobald  das  Problem  III  gelöst  ist,  finden  wir  alle  Gruppen  g^^ 
indem  wir  nach  and  nach  zu  den  infinitesimalen  Transformationen 
jeder  einzelnen  Gruppe  92  in  allgemeinster  Weise  eine  infinitesimale 
Transformation 

hinzufügen. 

Y)  Alle  unendlichen  Gruppen  zu  bestimmen,  deren 
infinitesimale  Transformationen  die  Form 

besitzen,   dabei  vorausgesetzt,   dass  f  eine  arbiträre  Func- 
tion von  X  bezeichnet. 

Zur  Lösung  dieses  Problems  nehmen  wir  nach  und  nach  alle 
endlichen  und  unendlichen  Gruppen,  deren  infinitesimale  Tranjs- 
formationen  die  Form  rj[xy)q  besitzen,  und  versuchen  in  jedem 
Falle  dadurch  eine  Gruppe  zu  erzeugen,  dass  wir  zu  den  infinitesi- 
malen Transformationen  der  betreffenden  Gruppe  unendlich  viele 
infinitesimale  Transformationen 

hinzufügen,    deren    f    eine    von    Null    verschiedene    arbiträre 
Function  von  x  bezeichnet. 

Wir  behandeln  jetzt  nach  und  nach  diese  fünf  Probleme,  deren 
jedes  sich  in  einfachere  Probleme  zerlegen  lässt. 


I. 

Bestimmang  aller  intransitiveii  nnendliclieii  Gruppen  von  Pnnkt- 

transformationen  der  Ebene. 

Wir  wollen  zuerst  alle  unendlichen  Gruppen  bestimmen,  deren 
infinitesimale  Transformationen  die  Form  t]  {xy)q  besitzen ;  diese 
Gruppen  lassen  sich  offenbar  auch  dadurch  charakterisiren ,  dass  sie 
intransitiv  und  unendlich  sind. 

Die  hiermit  definirten  Gruppen  zerfallen  in  vier  verschiedene 
Kategorien.  Fassen  wir  nämlich,  wie  wir  können,  die  Grösse  x  als 
Gonstante  auf,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Punkte  jeder  einzelnen  Geraden 
X  =  fl  durch  eine  Gruppe  transformirt  werden,  die  eingliedrig,  zwei- 
gliedrig, dreigliedrig  oder  unendlichgliedrig  ist. 
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Im  ersten  Falle  erhält  unsere  Gruppe  bei  .Einführung  einer  zweck- 
mässigen Function  von  o:,  y  als  neues  y  die  kanonische  Form 


wo  X  eine  arbiträre  Function  von  x  bezeichnet. 

Im  zweiten  Falle  erhalten  alle  tj{xy)  durch  passende  Coordi- 
natenwahl  die  Form  a{x)  +/?(a?)y.  Greifen  wir  nun  zwei  beliebige 
infinitesimale  Transformationen 

(«1  +  ß\y)q    und    («2  +  ßiy)q 

heraus,  so  erhalten  wir  durch  Klammeroperation  die  infinitesimale 
Transformation 

(«1/^2 —  a2ßi)q  , 

die  in  unserer  Gruppe  enthalten  ist  und  im  Allgemeinen  von  Null 
verschieden  sein  muss.  Die  gesuchte  Gruppe  enthält  somit  infinitesi- 
male Transformationen,  die  die  Form 

(o{x)q 

besitzen;  sie  enthält  ferner  die  Transformationen 

((oq,   {a'\rßy)q)  =  ß^q, 

femer  die  Transformationen  ß^taq,  ß^toq  ...,  überhaupt  alle  Trans- 
formationen 

/?"•  CO  g     (m  =  1 ,  2,  3  . . .  oo) . 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  unsere  Gruppe  unter  allen  Umständen  alle 
infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form  (p{x)q  umfasst.  Die 
übrigen  Transformationen  können  daher  auf  die  Form  ß[x)yq  ge- 
bracht werden,  und  dabei  giebt  es  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle,  jenachdem  ß  eine  lineare  Differentialgleichung  erfüllt  oder 
nicht.  Die  gesuchten  Gruppen  können  also  entweder  auf  die  kano- 
nische Form 


Xq     Xx[x)yq 


mit  den  beiden  arbiträren  Functionen  X  und  Xi  von  x  oder  auf  die 
kanonische  Form 


Xq,    ax[x)yq...     (im{p^)yq 


mit  der  einzigen  arbiträren  Function  X{x)  gebracht  werden 
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Im  dritten  Falle  lassen  sich  alle  f]{xy)  auf  die  Form 

bringen.  Indem  wir  nun  wie  bei  der  Bestimmung  aller  endlichen 
Transformationsgruppen  von  dieser  Form  verfahren,  erkennen  wir, 
dass  unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  die  drei  Functionen 
X,  Xi  und  X2  sämmtlich  arbiträr  sind.  Die  gesuchte  Gruppe  kann 
daher  die  kanonische  Form 


X{x)q,     Xi{x)yq,     X2[x)ißq 


erhallen. 

• 

Wir  suchen  sodann  alle  Gruppen  r]{xy)q^  bei  denen  die  Punkte 
jeder  einzelnen  Geraden  x  =  Const.  durch  eine  Gruppe  mit  unendlich 
vielen  Parametern  transformirt  werden.  Um  die  Rechnungen  zu  ver- 
einfachen, denken  wir  uns  die  Veränderlichen  Xy  y  von  vornherein  in 
solcher  Weise  gewählt,  dass  die  betreffende  Gruppe  rj  [xy)q  die  in- 
finitesimale Transformation  q  enthält.  Unter  dieser  Voraussetzung 
müssen  offenbar  in  den  Definitionsgleichungen 

(i^n  +  ^»nx  +  ^^nif  H —  =  o 

die  Coefficienten  a^  sämmtlich  gleich  Null  sein;  da  andererseits  gleich- 
zeitig mit  ^i[xy)q  auch  die  infinitesimale  Transformation 

in  unsrer  Gruppe  vorkommen  muss,   so  können  wir  ohne  Beschrän- 
kung annehmen,  dass  die  Coefficienten  6^,6*^...  nur  von  x  abhängen. 
Findet   sich   unter    den   Definilionsgleichungen   eine    von    erster 
Ordnung 

so  muss  a  von  Null   verschieden  sein,   indem  ?;  nach   unserer  Vor- 
aussetzung nicht  nur  von  x  abhängen  darf.    Es  muss  also  7/  die  Form 

ri  =  Jl{y  ^  X{x)) 

haben,  wo  \[x)  eine  bestimmte  Function  von  x^  Jl  dagegen  eine 
jedenfalls  vorläufig  unbestimmte  Function  des  Argumentes  y  -{-  X  be- 
zeichnet. Führen  wir  hier  y  -}-  X[x)  als  neues  y  ein,  so  erhalten 
alle  infinitesimalen  Transformationen  der  gesuchten  Gruppe  die  Form 
W(y)g,  und  dabei  muss  VV  eine  arbiträre  Function  von  y  sein, 
indem  unsere  Gruppe  sonst  endlich  wäre. 
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Besitzt  daher  eine  unendliche  Gruppe  ri[xy)q  eine  De- 
finitionsgleichung erster  Ordnung,  so  ist  sie  ähnlich  mit  der 
Gruppe 


deren  infinitesimale  Transformationen  die  arbiträre  Func- 
tion Y(y)  von  y  enthalten. 

Wir  wollen  sodann  annehmen,  dass  sich  unter  den  Definitions- 
gleichungen unserer  Gruppe  i}[xy)q  keine  von  erster,  dagegen  min- 
destens eine  von  zweiter  Ordnung 

findet.  Denken  wir  uns  jetzt,  wie  wir  können,  die  ri{xy)  nach  den 
Potenzen  von  x,  y  entwickelt,  so  dürfen  wir  behaupten,  dass  unsere 
Gruppe  zwei  infinitesimale  Transformationen  enthält,  deren  Reihen- 
entwickelungen 

(^H — )?       (yH — )? 

mit  Gliedern  erster  Ordnung  anfangen,  ferner  mindestens  eine,  deren 
Reihenentwickelung 

{ax^  -)-  bxy  -[-  cy^  -|-  •••)}  =  JSC 

mit  Gliedern  zweiter  Ordnung  anfängt.    Nun  aber  ist 

(j;g  -[-  •  •  • ,  Ä)  =  (6a;^+  %cxy  -[-  •  •  •)g  =  Äi, 
[xq  +  •  •  • ,  Äi)  =  2  cx'^q  +  •  •  •  , 

und  also  muss  c  gleich  Null  sein,  denn  sonst  hätten  wir  drei  in- 
finitesimale Transformationen  von  der  Form 

x^q  -|-  .  .  .  j     xyq  -|-  •  •  •  ,     y'^q  -|-  •  •  • 

und  das  steht  im  Widerspruch  mit  dem  Vorhandensein  einer  De- 
finitionsgleichung zweiter  Ordnung. 

Also  haben  alle  infinitesimalen  Transformationen  zweiter  Ordnung 
die  Form 

[ax^  4"  ^^y  +  •••)? 

und  dementsprechend  giebt  es  eine  Definitionsgleichung,  welche  die 
Form 

besitzt.    Sind  nun 

riq     und     ^q 
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zwei  beliebige  infinitesimale  Transformationen  unserer  Gruppe,  so 
muss  auch  der  Ausdruck 

unsere  Definitionsgleichungen,  insbesondere  die  oben  stehende  er- 
füllen.   Wir  erhalten  in  dieser  Weise  die  Relation 

V^yytf  —  SVyyy  +  VySyy  —  SyVyy  +  ^ivSyy  —  SVyy) 

+  ^^iVxSy—SxVy+^lS^y  —  SVxy)  =  0 

oder  nach  Elimination  der  Grössen  Syyy  ?  Vy^' 

VySyy  —  SyVyy  +  -^i fe ?y  —  SxVy)  =  0  , 

oder  endlich  nach  Elimination  der  Grössen  fjyy^.Syy: 

Wäre  nun  Xi  verschieden  von  Null,  so  ergäbe  sich  durch  Particulari- 
sirung  von  ^,  dass  tj  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung erfüllte.  Also  ist  Xi  =  0 ,  und  alle  tj  erfüllen  eine  Gleichung 
von  der  Form 

%y  +  ^Vy  =  0  , 

woraus  wieder  folgt,  dass  drei  infinitesimale  Transformationen  fjiq^ 
^2  9)  ^/39  immer  eine  lineare  Relation  erfüllen,  deren  Coefficienten 
nur  von  x  abhängen.  Dies  steht  aber  mit  unseren  Voraussetzungen 
in  directem  Widerspruch,  und  daher  giebt  es  jedenfalls  keine  De- 
finitionsgleichung zweiter  Ordnung. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  sich  unter  den  Definitionsgleichungen 
mindestens  eine  von  dritter  Ordnung  findet.  Indem  wir  fast  ganz 
wie  in  dem  vorangehenden  Falle  verfahren,  erkennen  wir,  dass  unsere 
Gruppe  keine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form 

enthalten  kann.  Daher  giebt  es  eine  Definitionsgleichung,  welche  die 
Grösse  tj^^^  als  Function  der  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung bestimmt.    Führen  wir  nun  die  Abkürzungen 

^—ir     ^—  TT 

by  ~  ^   '      hx~  ^' 
ein,  so  erhält  die  besprochene  Definitionsgleichung  die  Form 
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Sind  r^  und  ,  zwei  beliebige  pailicobfe  Lösmigeii,  so  ist,  wissen  wir, 
der  Ausdruck 

ebenfalls  eine  Lösung,  und  es  besieht  daher  die  Gleichaiig: 


's  r"  4-  ^r  -  r/»';  -  29V  4-  X«  H-  isr  -  9';— r, 


die  durch  Elimination  der  Grössen  ^  und  j;^^'  die  Form: 

annimmt.  Berücksichtigen  wir  hier  noch  einmal,  dass  r^  und  ^  unsere 
Definitionsgleichung  erfüllen,  so  erhallen  wir  die  Relation: 

—  lifer  -  r/o  +  X,{,,r  -  jy'C  —  2r/£'  +  ^^^r,!) 

+  A',(2ij,C'  4-  Sij.f  -  3,';.  —  2jy/i)  +  2X4(5:' ij,  —  r/ i)  =  0  , 

die  identisch  bestehen  muss,  indem  weder  r^  noch  f  eine  Gleichung 
von  zweiter  oder  erster  Ordnung  erfüllt.  In  dieser  Weise  erkennen 
wir,  dass  die  Coefficienlen  X|,  X29  ^i  ^"^^  ^  gleich  Null  sind  und 
dass  daher  unsere  Definitionsgleichung  die  Form 

ff  +  Xi^'  =  0 

besitzen  muss;  dies  ist  indess  von  vornherein  ausgeschlossen,  indem 
vier  beliebig  gewählte  particuläre  Lösungen  1;;,,  r^^^  1^3,  r^^  keine 
lineare  homogene  Relation  erfüllen  dürfen,  deren  Coefficienten  nur 
von  X  abhängen. 

Cbrig  bleibt  daher  nur  noch  die  Annahme,  dass  die  Ordnung 
aller  Definitionsgleichungen  grösser  als  drei  ist.  Dann  aber  kämen 
u.  a.  zwei  infinitesimale  Transformationen  vor,  deren  Reihenentwicke- 
lungen die  Form  besässen 

y^9  H —  >    y'?  H — 

und  dann  fänden  wir  durch  Klammeroperation  die  Transformationen 

(y^9  H — »  y'9  H — )  =  y*9  H — 
(y^9  H —  9  y"?  H — )  =  2y^9  H — 

und  überhaupt  für  jedes  m  eine  Transformation 
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durch   fortgesetzte  Klammeroperation   fönden  wir  sodann   die  Trans- 
formationen 


{xq-\- 
{xq  "{'  '  ' 


xif^-^q  -I )  zz=  (m— Ijx^y"'"^}  + 

u.  s.  w., 


sodass  unsere  Gruppe,  welches  auch  die  ganzen  Zahlen  m  und  n  sind, 
immer  eine  infinitesimale  Transformation  enthält,  deren  Reihenent- 
wickelung die  Form 

besitzt. 

Wir  finden  also  nur  noch  eine  Gruppe,  nämlich  diejenige,  deren 
infinitesimale  Transformationen  die  allgemeine  Form 

besitzen.    Es  gilt  daher  der  Satz: 

Satz.  Eine  intransitive  unendliche  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen der  ^y-Ebene  kann  durch  passende  Go- 
ordinatenwahl  auf  eine  unter  den  folgenden  Formen  ge- 
bracht werden: 


X[x)q,  Xi{x)yq 


X{x)q,     ai{x)yq,     a2{x)yq  ...  cc^{x)yq 


X{x)q,    Xi{x)yq,    Xi[x)y'^q 


In  diesem  Schema  bezeichnen  X^[x)  ^  Y(y)  \x\xAfi{xy)  arbiträre 
Functionen  der  betrefienden  Argumente;  dagegen  sollen  die  a.(d?)  für 
jede  einzelne  Gruppe  bestimmte  Functionen  von  x  bedeuten,  welche 
aber  in  den  verschiedenen  Gruppen  ganz  verschiedene  For- 
men haben  können. 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  aller  intransitiven  unendlichen 
Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene  vollständig  durchge- 
führt. Um  die  Übersicht  zu  erleichtern,  zerlegten  wir  im  Voran- 
gehenden dieses  allgemeine  Problem  in  vier  getrennte  Probleme.  Es 
wird  aber  der  Aufmerksamkeit  des  gewissenhaften  Lesers  nicht  ent- 
gehen,   dass   unsere  Zerlegung   unter    theoretischem    Gesichtspunkte 
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unvollkommeD  ist,  wenn  sie  auch  praktisch  bequem  ist.  Factisch 
umfasst  nämlich  unsere  Behandlung  des  vierten  Falles,  wenn  auch 
nicht  in  der  Form,  so  doch  in  der  Realität,  alle  vier  Fälle.  Bei  der 
Behandlung  des  vierten  Falles  wurden  wir  nämlich  nach  und  nach 
zur  Betrachtung  von  Definilionsgleichungen  geführt,  die  die  Form 

7y  =  0  ,      1?«  =  0  , 

besassen.  Wären  nun  unsere  drei  ersten  Fälle  nicht  schon  von  vorn- 
herein erledigt  worden,  so  hätten  wir  alle  diese  Definitionsgleichungen 
discutiren  müssen  und  würden  dann  unmittelbar  alle  intransitiven 
Gruppen  gefunden  haben. 

Es  erscheint  nicht  möglich,  die  vorhergehenden  Rechnungen  ohne 
principielle  methodische  Änderungen  wesentlich  abzukürzen.  Jeden- 
falls sind  meine  Bestrebungen  in  dieser  Richtung  erfolglos  geblieben. 

Wir  heben  ausdrücklich  hervor,  dass  alle  soeben  gefundenen 
intransitiven  unendlichen  Gruppen  durch  Differ'entialgleichungen  de- 
finirt  werden  können.  Die  Definitionsgleichungen  unserer  sechs 
Gruppen  sind,  wie  man  leicht  erkennt,  die  folgenden: 

A)  I  =  0  ,     1?^  =  0  , 

B)  f  =  0  ,  iy^  =  0  , 

C)  f  =  0  ,  9]„  =  0   W  +  /?.-! (x)(iy,)r^  +  .-.  +  ß{x)fi,  =  0  , 

D)  f  =  0  ,      ly.  =  0  , 

E)  f  =  0,  i?^y=0. 


F)   f  =  0. 


II. 


Jetzt  bestimmen  wir  alle  imprimitiven  unendlichen  Gruppen,  bei 
denen  die  Curven  der  invarianten  Schaar  9)  =  a  durch  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  transformirt  werden;  anders  ausgesprochen:  wir 
bestimmen  alle  unendlichen  Gruppen,  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen die  Form: 

besitzen.    Jede  derartige  Gruppe  enthält  eine  unendliche  invariante 
Untergruppe,   welche  die  Form  y{xy)q  hat.     Wir  finden  Wii^t 
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gesucbteD  Gruppen,  indem  wir  nach  und  nach  alle  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Gruppen  vornehmen  und  zu  den  Transformationen 
t]{xy)q  jeder  derartigen  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  eine  infini- 
tesimale Transformation 

hinzufügen. 

Wir   nehmen  zuerst   die  unendliche  Gruppe  X{x)q   und  stellen 
die  Forderung,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 

Xq     und     p  +  ^i(^y)3 

eine  unendliche  Gruppe  erzeugen  sollen.  Hierzu  ist,  wie  wir  durch 
Klammeroperation  erkennen,  nothwendig  und  hinreichend,  dass  r^ 
die  Form 

f]i  =  ci{x)y  +  ß{x) 

besitzt;  dabei  leuchtet  ein,  dass  wir  ß{x)  ohne  weiteres  gleich  Null 
setzen  können.    Wir  sehen  somit,  dass  die  gesuchte  Gruppe  die  Form 

^  Xq,     p-^Xtyq 

erhalten  kann ;  wir  wollen  zeigen,  dass  wir  sogar  ohne  Beschränkung 
Xi  =  0  setzen  können.  Führen  wir  nämlich  neue  Veränderliche 
durch  die  Substitution 

Xi  =  x         yiz=zyB{x) 

ein,  so  behalt  die  Untergruppe  Xq  ihre  Form,  während  die  neue 
Transformation  f  -^  Xiyq  die  Gestalt 

annimmt.  Unsere  Gruppe  erhält  daher  durch  passende  Coordioaten- 
wahl  die  kanonische  Form 


Sodann  nehmen  wir  die  Gruppe  Xq^  X^yq  und  versuchen  in 
allgemeinster  Weise  eine  solche  Function  rii{xy)  zu  finden,  dass  die 
infinitesimalen  Transformationen 

Xq,     X,yq,     p  +  t3{xy)q 

eine  Gruppe  erzeugen.    Durch  Bildung  der  Relationen 

[Xq,  p  +  fi9)  =9{^)q  +  9i{^)y9^ 
lJ.yq,  p^tjq)=  y,{x)q  +  tlJi{x)yq 
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erkennen  wir,  dass  tj  in  y  linear  sein  muss  und  sogar  ohne  Be- 
schränkung gleich  Null  gesetzt  werden  kann.  Unsere  Gruppe  erhalt 
in  dieser  Weise  die  kanonische  Form 


Xq,    Xiyq,   p 


Suchen  wir  jetzt  alle  unendlichen  Gruppen,  deren  infinitesimale 
Transformationen  die  Form 

X{x)q,     ai{x)yq  .  .  ,  a^{x)yq,     p  +  riq 

besitzen.  Durch  Klammeroperation  erkennen  wir,  dass  wir  ohne  Be- 
schränkung 

p  +  v9  =  p  +  v{^)yq 

setzen  können.    Führen  wir  sodann 

als  neues  y  ein,  so  erhalten  unsere  infinitesimalen  Transformationen 

die  Form: 

Xq,     axyq  .  .  .  a^yq    p  , 

m 

und  dabei  erfüllen  die  a^  Relationen  von  der  Form 

die  zeigen,  dass  die  a^  ein  System  Lösungen  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung mit  Constanten  Goefßcienten  bilden.  Unsere  Gruppe 
kann  somit  auf  die  kanonische  Form  gebracht  werden: 


e'-'^yq , 

xe''*''yq  .  .  .       3f»e''*'yq 

X{x)q, 

p         (x=1,2...) 

Besitzen  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  unendlichen 
Gruppe  die  Form 

y(y)9.     P  +  rj{xy)q, 
so  muss  t]  für  jedes  7  eine  Gleichung  von  der  Form 

erfüllen ;  folglich  ist  tj  eine  Function  von  y  und  kann  ohne  Beschrän- 
kung der  Allgemeinheit  gleich  Null  gesetzt  werden.  Die  gesuchte 
Gruppe  hat  daher  die  kanonische  Form: 

y(y)9.  p 
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Besitzen   die  infinitesimalen  Transformationen  einer  unendlichen 
Gruppe  die  Form 

X{x)q,     Xi{x)yq,     X'i[x)y^q,     p  +  rj{xy)q, 

so  ergiebt  sich  durch  Klammeroperation,  dass  tj  eine  ganze  Function 
zweiten  Grades  von  y  sein  muss,  die  ohne  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit gleich  Null  gesetzt  werden  kann.  Also  besitzt  die  be- 
treffende Gruppe  die  kanonische  Form 


X[x)q,     Xx{x)yq,     X2{x)y^q    p 


Erzeugen  endlich  die  infinitesimalen  Transformationen 

<3p(^y)9.  p  +  v{^y)9 

eine  unendliche  Gruppe,  so  kann  rj  ohne  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit gleich  Null  gesetzt  werden,  so  dass  die  kanonische  Form 
der  Gruppe  wird 


(p  [xy)  q     p 


Wir  fassen  unsere  Resultate  in  dem  folgenden  Satze  zusammen: 
Satz.  Wenn  bei  einer  imprimitiven  unendlichen  Gruppe 
von  Punkttransformationen  der  a:y-Ebene  die  Curven  einer 
invarianten  Curvenschaar  F{xy)  =  a  eingliedrig  trans- 
formirt  werden,  so  kann  die  Gruppe  durch  passende 
Goordinaten wähl  auf  eine  unter  den  folgenden  kanoni- 
schen Formen  gebracht  werden: 


Xq,      Xtyq,      p 


^    y  9  9    ^''^  y  9  •  •  •  ^   ^    y  9 

Xq,     p  (x=1,2...) 


Xq,      Xiyq,      X<iy'^q,      p 


n  i^y)  9  '    P 


Wir  fügen  hinzu,  dass  eine  jede  unter  diesen  sechs  Gruppen 
durch  Differentialgleichungen  definirt  werden  kann.  Wir 
Btellen  die  DefinitionBg^eichangen  der  infinitesimalen  Transformationen 
dieBor  bbcIi«  ^ema  zusammen: 
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A)  I,  =  0  ,         I,  =  0  ,  »?,  =  0  , 

B)  f»  =  0,         f,  =  0,         »/„  =  0, 

C)  ^,  =  0  ,         f.  =  0  ,         i?„  =  0  , 

W  +  c,-.  (a*""  +  c^2  ('?»)r'  +  •  •  •  +  c.  17,  =  0 , 

(C^  =  Const.) 

D)  £,  =  0  ,         f ,  =  0  ,        ^^  =  0  , 

E)  fy  =  0  ,         f ,  =  0  ,  1?,  =  0  , 

F)  f  ^  =  0  ,         f ,  =  0  . 


III. 

Jetzt  müssen  wir  alle  imprimitiven  uneodlicheD  Gruppen  be- 
stimmen, deren  Transformationen  die  Curven  der  invarianten  Schaar 
(p {x y)  =  Consi.  durch  eine  zweigliedrige  Gruppe  transformiren ; 
anders  ausgesprochen,  wir  suchen  alle  Untergruppen  der  unendlichen 
Gruppe 

bei  denen  x  zweigliedrig  transformirt  wird. 

Wir  wissen,  dass  wir  alle  diese  Gruppen  finden,  wenn  wir  zu 
einer  jeden  unter  den  soeben  bestimmten  sechs  Gruppen  in  allge- 
meinster Weise  eine  infinitesimale  Transformation  hinzufügen,  welche 

die  Form 

xp  +  Ti{xy)q 
besitzt. 

A)  Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

Xq,     p,     xp'\'fi{xy)q 

eine    unendliche  Gruppe,   so   kann   tj    ohne   Beschränkung   der  All- 
gemeinheit gleich  cy  gesetzt  werden,  und  es  ist  daher 


Xq,     p,     xp-i-cyq 


eine  kanonische  Form  der  Gruppe. 


Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

Jg,     Xiyq,     p,     xp-^f]q 
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eine  Gruppe,   so  kann  tj  ohne  weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden, 
und  es  ist  daher 


Xq,     Xiyq,     p,     xp 


eine  kanonische  Form  der  gesuchten  Gruppe. 

Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

{k=  1,2...) 

eine  unendliche  Gruppe,  so  besitzt  f]{xy)  die  Form 

t]  =  ß{x)y'jry{x)  , 

wobei   y    ohne    weiteres    gleich    Null    gesetzt    werden    kann.      Nun 
aber  ist 

[x^^e'^-'yq  ,     xp  +  ßyq)  =  —  x-^[x^-e^-')yx 

und  also  ist 

«1  z=  «2  =  •  •  •  =  0  ; 

es  besteht  andererseits  eine  Gleichung  von  der  Form 

(p,     xp  -[-ßyq)  =p+  (co  +  CiJ?-| h^m^'")y</  + 9(^)9 

oder 

/*'  =  Co  +  cia:c  + \-  c^x"" , 

sodass  wir 

ß{x)  =  kx'^'^^ 

setzen  können.     Unsere  unendliche  Gruppe  besitzt  somit  die  Form 

^q,    yq^    ^yq-'^f'^yq,   p,    xp  +  fca^^+^yg. 

Führen  wir  hier  als  neues  y  die  Grösse 

*      xw  +  l 


ye    "•  +  ! 

ein,  so  erkennen  wir,  dass  wir  der  Constante  k  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  den  Werth  k  =  0  ertheilen  können,  und  es  ist  daher 


-X9,     yq,     xyq.^oTyq,     p,     xp 


eine  kanonische  Form  unserer  Gruppe. 

Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

Xq,     Xiyq,     X^y'^q,     p,     xp-^-fjq 
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eine  uaendlicbe  Gruppe,  so  ist  tj  eine  ganze  Function  zweiten  Grades 
von  y  und  kann  daher  ohne  weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden;  es 
ist  daher 


Xq,     Xiyq,     X^y^^q,    p,     xp 


eine  kanonische  Form  der  Gruppe. 

Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

eine  Gruppe,   so   ist   tj  eine  Function   von  y  allein  und  kann  daher 
gleich  Null  gesetzt  werden.     Es  ist  also 


eine  kanonische  Form  der  Gruppe. 

Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

n{^y)n^     P^     xp'{'a{xt/)q 
eine  Gruppe,  so  kann  a  gleich  Null  gesetzt  werden,  und  es  ist  also 


v{^y)9^   P^    ^P 


eine  kanonische  Form  der  Gruppe. 

Wir  fassen  unsere  Resultate  in  dem  folgenden  Satze  zusammen : 

Satz.  Transformirt  eine  unendliche  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen der  j;y-Ebene  die  Curven  der  invarianten 
Schaar  (p{xy)z=a  zweigliedrig,  so  kann  sie  durch  passende 
Coordinatenwahl  auf  eine  unter  den  folgenden  kanoni- 
schen Formen  gebracht  werden: 


Xq,     p,     xp-jrcyq 


Xq,     Xiyq,    p,     xp 


^q,     yq-,     xyq...aryq,     p,     xp 

Xq,     Xiyq,      Xiy^q,     p,     xp 

y{y)q,   P,    ^P 


n{^y)q->  p->   ^p 


Diese  sechs  Gruppen  könaen  sämmtlich  durch  Differential- 
gleichungen definirl  werden.  Wir  stellen  die  sechs  Systeme  von 
Definilionsgleichungen  in  dem  folgenden  Schema  zusammen: 
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«,  —  c|,  =  0  , 


l«=0, 


A) 

f»-o, 

1«       0, 

Vn       0, 

B) 

Vn       0, 

f,       0, 

£«-0, 

C) 

^w        0, 

(,^)(«+.)_0, 

i»  =  o, 

D) 

^j(^       0 , 

h     0. 

1«.       0, 

E) 

i?.  =  0, 

£,       0, 

£«.-0, 

F) 

1»       0, 

l«,  =  0. 

IV. 

Jetzt  bestimmen  wir  alle  unendlichen  Gruppen  von  Punkttrans- 
formationen der  a;y- Ebene,  deren  Transformationen  die  Form 

(Const.  +  Const.  x  +  Const.  a?^  p  +  ^  (a?y)  g 

besitzen;  dabei  setzen  wir  voraus,  dass  die  drei  in  f  eingehenden 
Gonstanten  von  einander  unabhängig  sind.  Wir  wir  wissen,  finden 
wir  alle  diese  Gruppen,  indem  wir  nach  und  nach  die  sechs  soeben 
gefundenen  Gruppen  vornehmen  und  jedesmal  zu  den  Transforma- 
tionen der  betreffenden  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  eine  infini- 
tesimale Transformation  von  der  Form 

hinzufügen. 

Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

Xq,    p,     xp-{'cyq,     x^p  +  f]{xy)q 

eine  Gruppe,  so  kann  tj  ohne  weiteres  gleich  %civy  gesetzt  werden, 
und  es  ist  daher 


Xq,     p,     xp  +  cyq,     x^p-^i^cxyq 


eine  kanonische  Form  der  Gruppe. 

Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

Xq,     Xiyq,     p  ,     xp  ,     x^p -f  ^{xy)  q 

eine    unendliche  Gruppe,    so   kann  ij  ohne   Beschränkung  der  All- 
gemeinheit gleich  Null  gesetzt  werden,  und  es  ist  daher 


Xq,     Xtyq,     p,     xp ,     x'^p 


Form  der  Gruppe. 
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Erzeugen  die  iofinitesimalen  Traosformationeo 

Xq,     yq,     xyq  ...  (xTyq, 
f,     xp,     d?»p  +  jj  (xy)  q 

eioe   unendliche  Gruppe,    so  muss  m  gleich  Null  und  r^  gleich  cxy 
sein;  die  kanonische  Form  der  Gruppe  ist  dementsprechend 


Xq,     yq,     p,     xp,     x^p  +  cxyq 


Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

Xq,     Xiyq,     Xiy^q,     p,     xp ,     ^^p  +  ^? 

eine  unendliche  Gruppe,  so  ist  n  eine  ganze  Function  zweiten  Grades 
von  y  und  kann  daher  ohne  weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden. 
Die  kanonische  Form  der  Gruppe  ist  daher 


Xq,     Xxyq,     X^y'^q,     p,     xp ,  x^p 


Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

%)?^    P^  ^P^    ^p  +  ^iq 

eine  unendliche  Gruppe,   so  hSingt  tj  nur  von  y  ab  und   kann  somit 
gleich  Null  gesetzt  werden.     Es  ist  daher 


y(y)?»    P»    ^fi    ^P 


die  kanonische  Form  der  Gruppe. 

Erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen 

ni^y)9^  p^   ^f»   ^^p  +  v{^y)q 

eine  unendliche  Gruppe,  so  kann  9  gleich  Null  gesetzt  werden,  und 
dementsprechend  ist 


v{^y)9^  p^  ^p^  ^^p 


die  kanonische  Form  der  Gruppe. 

Unsere  Resultate  fassen  wir  in  den  folgenden  Satz  zusammen: 
SatZi     Transformirt  eine  unendliche  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen   der   o^y-Ebene    die    Curven    einer   inva- 
rianten Schaar  (p{xy)  =a  dreigliedrig,  so  kann  die  GropfH' 


"] 
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durch   passende  Goordinatenwahl   auf  eine  unter  den  fol- 
genden kanonischen  Formen  gebracht  werden: 


Xq,     p,     xp  +  cyq,     x'^p  +  icxyq 


^q^     yq,    P,     ^P^     x^p'\-cxyq 


Xq,  Xiyq,  X^y'^q,     p,     xp ,     x^p 


^{y)q^  p^   ^p^   ^^p 


v{^y)q^  p»   ^p^   ^^p 


V. 

Wir  suchen  jetzt  alle  unendlichen  Gruppen,  deren  Transforma- 
tionen die  Geradenschaar  x  =  Const.  invariant  lassen  und  dabei  die 
Veränderliche  x  durch  eine  unendliche  Gruppe  transformiren. 

Indem  wir  dieses  Problem  in  Angriff  nehmen,  beschränken  wir 
uns  zunächst  auf  den  Fall,  dass  die  gesuchte  Gruppe: 

H^)p  +  vi^y)q 

gar  keine  Transformation  enthält ,  die  alle  Geraden  x  =  Const.  in- 
variant lässt;  anders  ausgesprochen,  wir  nehmen  zunächst  an,  dass 
sobald  £  gleich  Null  wird,  dann  auch  tj  verschwindet.  Alle  der- 
artigen Gruppen  enthalten  sicher  drei  infinitesimale  Transformationen, 
welche  die  Form 

p  +  v{^y)q 
^p  +  Vi{^y)q 

3^p  +  r]2{xy)q 

besitzen  und  Überdies  eine  dreigliedrige  Untergruppe  erzeugen.  Wir 
wissen  überdies,  dass  diese  dreigliedrige  Untergruppe  auf  eine  unter 
den  folgenden  Formen 

p ,     xp , 

P^     ^P  +  yq^     x'^p  +  ixyq 

p  +  9i   ^p  +  yq^   ^^p  +  y^ 


x^p 
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Im   ersleo   Falle   eothäll    die   gesocble   uDeiidliche   Gruppe   die 
iofinitesiiDaleQ  Transfoniiatioiien : 

Es  besitzt  daher  F,/  die  Form 

and  somit  finden  wir  durch  Klammeroperation  die  Transformationen 

[x^p ,     x*p  +  Tq)  =  x^p  , 

i^P  .     ^P  =  ^^P 
a.  s.  w.     Unsere  Annahmen  führen  daher  auf  die  Gruppe 


Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  gesachte  anendliche  Gruppe  die 
dreigliedrige  Untei^nippe 

^if=P  »     ^if=  ^P  +  yq^     V=  J^P  +  2 J3f9 
enthält.     Alsdann   ist  es  leicht,   eine   vierte  Transformation   V4/  zu 
bestimmen,  die  die  Form 

^P  +  r/\xy)q 
besitzt.     Die  Relationen 

(p,     a^p^f]q)  =  3x'p  +  ^q, 

{^P  +  yq.     ^P  +  r,q)  =  ij^p  +  [xfi,  +  y/;^  —  jj)  9 

zeigen  nämlich,  dass 

ly  =  Za^y  -\-  cy^  [c  =  Const.) 

und 

^P  +  riq  =  J^p  +  (3x»y  +  cy^)?  =  VJ 
ist. 

Die     bis     jetzt     gefundenen     infinitesimalen     Transformationen 
^lA  ^jA   ^3/^'   ^if  besitzen  die  gemeinsame  Form 

a(a?)|)+  {ay  +  na'fjq. 
Nun  aber  besteht  die  Formel: 

(«f  +  («' y  +  ^<"f) q,  ßp+iß'y  +  "i^f)'])  = 

und  also  erkennen  wir,  indem  wir  zur  Abkürzung 
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setzen,  dass  die  Transformationen 


V,VJ-V„V,f={m-i)Y„^J 

welches  auch  die  ganze  Zahl  m  ist,  sämmllich  unserer  Gruppe  an- 
gehören. In  Folge  dessen  gehört  auch  jede  Transformation,  welche 
die  Form 

CiVi  +  ^2^2-1 [-  c^V^  -\ (Ci  =  Const.) 

besitzt,  der  Gruppe  an,  und  es  ist 


£(^)p  +  Uy  +  ^£Y)? 


das  allgemeine  Symbol  der  infinitesimalen  Transformationen  unserer 
Gruppe. 

Wir  wollen  jetzt  alle  weiteren  Gruppen 

bestimmen,  welche  keine  Untergruppe  enthalten,  deren  Transforma- 
tionen die  Form 

(0  {xy)  q 

besitzen.  Nach  meinen  Untersuchungen  über  endliche  continuir- 
liehe  Gruppen  können  wir  annehmen,  dass  die  gesuchte  unendliche 
Gruppe  eine  dreigliedrige  Untergruppe  enthSilt,  deren  Transformationen 
die  Form 

yof  =  p^    yif=  ^p  +  yq, 

V,f=a^p^{2xy  +  f)q 

haben.  Unsere  unendliche  Gruppe  enthSilt  tlberdies,  welches  auch  die 
ganze  Zahl  m  sein  mag,  immer  eine  Transformation  Y^/*,  welche 
die  Form 

besitzt. 

Durch  Bildung  der  Klammerausdrucke 
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erkennen  wir,  dass   V^f  die  Form 

V,f=a^p  +  {Sx'y  +  Sxy'  +  ef)q 

(c  =  Const.) 

besitzt.     Indem  wir  nun  nach  und  nach  die  Klammerausdrücke 

y,y,f-yj,f. 

bilden,  erkennen  wir,  dass  die  Incremente  Cm  homogene  ganze  Func- 
tionen m^  Grades  in  x  und  y: 

sind.     Wir  erhalten  überdies   für  die  CoefBcienten  a^o  ^^^  Werthe 

Bilden  wir  andererseits  den  Ausdruck 

y^j-y^y^f. 

so  erhalten  wir  für  a«  o  den  Werth 

«6.0  =  c' 
und  es  ist  daher 

c  =z  (^  , 

sodass  c  entweder  gleich  Null  oder  1   sein  muss. 
Ist  c  =  0 ,  so  haben   V,/*  und   V^f  die  Form : 

und  ich  behaupte,  dass  V^f  die  Form 

besitzt.     Zum  Beweis  setzen  wir 

Uf  =  a{x)p  -\-\ay  +  g-  a'y*)g , 

und  bilden  sodann  den  Klammerausdruck 

VWf  -  WUf  =  {aß!  -  aß)p  +  [{aß  -  a'ß)'y  +  -i"  («/S'  -  a'ß)'y']q  . 
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Setzen   wir  in  dieser   allgemeinen  Formel  a{x)  =  x^  und  ß  {x)  nach 
und  nach  gleich  j?^  x^^  of  .  .  .,  so  sehen  wir,   dass  unsere  Formel 

yj  =  x-p  +  ((x")'y  +  1  (^")'y)g 

für  m  =  3,  4,  5  u.  s.  w.  immer  richtig  ist. 
Da  nun  andererseits  jede  Transformation 

CiFj  -{-  CjFj  +  . . .  -{-  cj^^  +  •  •  • 

unserer  Gruppe  angehört,  so  erkennen  wir,  dass  die  allgemeine  infini- 
tesimale Transformation  unserer  Gruppe  die  Form 


f(^)i'  +  (f'y  +  |fV)9 


besitzt. 

Ist  c  =  i ,  so  besitzen  Y^f  und   V^f  die  Form 

y,f=x'iy^[^xy  +  f)q, 

V,f  =  x'p  +  (3^y  +  3xy^  +  f/)  q  . 

Führen  wir  hier  ^  +  y  als  neues  y  ein,  so  erhalten  Vj/*  und  V^f  die 

einfachere  Form 

V^f  =  x^p  +  y^q  , 

V^f  =  ar^/)  +  fq 
und  also  kommt  durch  Klammeroperation 

und  überhaupt 

Vfnf  =  ^"^P  +  r?  . 

In  dieser  Weise  finden  wir  die  Gruppe 

q>{x)p+(p{y)q, 

die  indess  nicht  in  Betracht  kommt,  da  sie  nicht  durch  Diffe- 
rentialgleichungen definirt  werden  kann. 

Wir  müssen  jetzt  alle  unendlichen  Gruppen 

Hx)p  +  ri{xy)q 

bestimmen,  die  eine  invariante  Untergruppe  enthalten,  deren  Trans- 
formationen die  Form  7^{xy)q  besitzen;  dabei  nehmen  wir  wie  früher 
an,  dass  £  {x)  eine  arbiträre  Function  von  x  darstellt.  Die  besprochene 
invariante  Untergruppe  rj{xy)q  kann  endlich  oder  unendlich  sein.    Ist 


I 
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§ie  endlich,  so  köDoen  wir  ohne  weiteres  annehmen,  dass  sie  ent- 
weder die  Form 

J,(x,...     I..^],  >>0; 

oder  die  Form 

oder  aber  die  Form 

besitzt    Ist  die  Uotei^nippe  r^{xy)q  dagegen  anendlich,  so  besitzt  si< 
eine  unter  den  Formen 

X{x)q;         Xq,     X,yq; 

Xq,     X^yq,     X^fq\        ^^sS)H'^       ^('f)*- 
Wir  wollen  diese  nenn  Falle  d»  Reihe  nach  behandeln. 
Besitzt  die  Untei^;nippe  r^{xy)q  die  Form  Xiq  . . .  X^q ,  so  ent 

hält  die  gesachte  anendliche  Gruppe  drei  infinitesimale  Transforma 

tionen 

die,  mit  den  m  Transformationen  X^q  ...  X^q  vereinigt,  eine  [m  -{-  3} 
gliedrige  Groppe  erzeugen,  die  die  kanonische  Form 

q,    xq^.,.   af-'q.p,    ixp  +  {r  —  ^)yq  ,    x^p^{r—\)xyq 

erhalten  kann.    Die  gewünschte  unendliche  Gruppe  enthält  eine  Trans 

Formation 

H^  =  s^P'Jrn{xy)q, 

deren  tj  Relationen  von  der  Form 

h  =  3{r—i)xy  +  d,  +  d,x+''+d^,jf'' 

erftiilt.    Es  besitzt  daher  JT,  die  Form 

H,  =  x'p  +  [j{r—\)x'y  +  djf+  ey]q  ; 
nun  aber  ist 

und  also  muss  r  =  1  sein. 
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Die  früher  besprochene  Untergruppe  hat  daher  die  Form 

q,     p,     xp ,     c^p 
und  die  Relation 

{^xp  ,   ci?p  -|-  [dx  -{-  ey)(j)  =  ia?p  -{■  dxq 

zeigt,  dass  d  =  ^  =  0  und 

H^  =  3i?p 

ist.    Jetzt  finden  wir  nach  und  nach  die  Transformationen 

{ai^p  ,    3?p)  =  x^p 
•  {x^p^    x*p)  =  iix^p 

u.  s.  w. 
und  es  ist  daher 


die  kanonische  Form  unserer  Gruppe. 

Wir  bestimmen  jetzt  alle  unendlichen  Gruppen,  deren  infinitesi- 
male Transformationen  sich  aus  den  folgenden 

yq,   p,    xp,    x^p-\-xyq 

H^  =  x*'*p  +  ti„,{xy)q  (m  =  3,  4  . . .  oo) 

linear  ableiten  lassen. 

Das  Increment  7j^  muss  die  Gleichungen 

^ä'  =  ^^^ + ^y 

erfüllen  und  besitzt  daher  die  Form 

3  4 

wobei  wir  /  ohne  Beschränkung  gleich  Null  setzen  können,   sodass 
A3  die  Form 

H^  =  x'p  +  (y  ^y  +  kxy^q 

annimmt.    Nun  aber  ist 

{a^p  +  xyq  ,  A3)  =  x^p  +  (2ar^y  +  ka^y)q  =  H, 

and 

[p  ,  H,)  =  ix'p  +  {^x'^y  +  Uxy)q  , 

i.  K.  S.  Oetellicb.  d.  WiiMDich.    XXXV.  7 
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woraus  hervorgeht,  dass  k  ^=:  0  und 


^3  =  ^P  +  j^^yq 


m 


und  überhaupt 

ist.     Unsere  unendh'che  Gruppe  besitzt  daher  die  kanonische  Gestalt 


I 


»?»    £(^)p  +  ö-f'y9 


Wir  bestimmen  jetzt  alle  unendlichen  Gruppen,  deren  infinitesi- 
male Transformationen  sich  aus  den  folgenden 

q,    xq..,    x"^q,    yq,    p,    xp ,    c^p -]- [r  —  \)xyq 

H,n  =  x'^V  +  V^nq  (m  =  3,  4  .  .  .  oo) 

linear  ableiten  lassen. 

Hier  muss  7/3  die  Relationen 

-^  =  Co  +  Ci»  H \-  c,_^3f-'  +  %cy 

^  =  do  +  d,a:  +  •••  +  d,_,af-'  ■\- dy  ^  Z{r -\)xy 


hx 


«  jj  =  Co  +  e,a;  H f-  c,_,a;'-'  +  ey  +  2jy, 


» 


öy 


1^  r=  «»0  +  TOio;  +  •  *  •  + 1»,-!«*'"'  +  »»y 


erfüllen  und  daher  ist 


ni  —  -s{^  —  ^)'^y 


und 


Dabei  zeigt  die  Gleichung 

(ar-»g,  //3)  =  n:zia^+«,, 

dass  r  =  1   sein  muss.    Es  wird  daher 

Ä,  =  or^p  ,     H^  =  ir*p ,  i . .  ff ^  =  ir*"p 
und  es  ist  dementsprechend 


q^  yq^  fWp 


die  kanonische  Form  unserer  Gruppe. 
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Lassen  sich   alle   infinitesiiualen  Transformationen  einer   unend- 
lichen Gruppe  aus  Transformationen  linear  ableiten,  die  die  Form 

q,    yq,    fq,    H^  =  oTp -{- f]{xy)q 
(m=  1,2,  3  ..  .  oo) 

besitzen,   so  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Klammeroperation,   dass 
dll^  Vm  gleich  Null  gesetzt  werden  können. 
Es  ist  daher 


?.  yq^  y'q^  f(^)p 


die  kanonische  Form  der  betreffenden  Gruppe. 

Jetzt  suchen  wir  alle  unendlichen  Gruppen  f  (^)p  +  i;/(^J/)9  mit 
einer  arbiträren  Function  i[x)^  die  eine  invariante  unendliche 
Untergruppe  von  der  Form  ii[xy)q  enthält. 

Enthält  die  unendliche  Gruppe  i[x)p  -f*  ^/9  ^^^  unendliche  Unter- 
gruppe X[x)q^  so  muss  ^  in  y  linear  sein,  und  wir  können  daher 
ohne  Weiteres 

t^  =  y^a{x) 

setzen.    Dabei  ist  klar,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 

für  sich  allein  eine  unendliche  Gruppe  erzeugen.    Setzen  wir  nun 

so  können  wir  offenbar 

Ho  =  p,     H^  =  xp-{'Cyq 

fr^=  x^p  -j-  ^cxyq  ,     7/3  =  x^p  -j-  Scxyq 

und  überhaupt 

H^  =  x'^p  -|-  tfn^*"""^j/g 

setzen.    Unsere  Gruppe  kann  daher  die  kanonische  Form: 


X{x)q,     t{x)P'j-ci'yq 


erhalten.  Wir  bemerken  ausdrücklich,  dass  die  Constante  c  wesent- 
lich ist  und  nicht  durch  Änderung  der  Veränderlichen  particularisirt 
werden  kann. 
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Enthalt  eine  unendliche  Gruppe:  £(^)p-h?9  ^^^  ^^r  arbiträren 
Function  f  (^)  die  unendHche  Gruppe  Xq^  X^yq^  so  muss  ^  die  Form 

^  =  a(a?)y  +  /?(a?) 

haben  und   kann  daher  gleich   Null   gesetzt  werden.     Die  gesuchte 
unendliche  Gruppe  kann  daher  die  kanonische  Form 


X{x)q,    X^{x)yq,    i{x)p 


erhalten. 


Enthalt  eine  unendliche  Gruppe  £(^)P'j'^9  ^'^  ^^^  arbiträren 
Function  |(^)  die  unendliche  Untergruppe  Xq,  X^yq^  ^%y^^i  so  kann 
ij  gleich  Null  gesetzt  werden,  so  dass  die  Gruppe  die  kanonische 
Form 


erhalt. 


Xq,  X^yq,   X^y^q,   f(a?)p 


Enthalt  eine  unendliche  Gruppe  £(^)p--h^9  ^^^  unendliche 
Untergruppe  ^(j/)?,  so  kann  ^  gleich  Null  gesetzt  werden;  gleich- 
zeitig erhalt  die  gesuqhte  Gruppe  die  kanonische  Gestalt 


%)g.  ^{^)p 


Enthalt  eine  unendliche  Gruppe  h{x)p  -{-  C{xy)q  die  unendliche 
Untergruppe  ri[xy)q^  so  ist 


ri{xy)q,    i{x)p 


die  kanonische  Form  der  Gruppe. 

Endlich  müssen  wir  alle  unendlichen  Gruppen    l(^)p  4"  ?(^y)9 
bestimmen,  die  eine  unendliche  Untergruppe 

Xq,     a^{x)yq...     cc^{x)yq 

enthalten.     Die  Transformationen  dieser  Untergruppe  zusammen   mit 
den  drei  Transformationen 

p  +  rjq,     xp^Tj.q,     a^p  +  tj^q 

bilden  eine  grössere  Untergruppe,  die  nach  unseren  früheren  Ergeb- 
nissen die  kanonische  Form 

Xq,   yq,  p,   xp,   oi?p'{'Cxyq 


37] 
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erhalten  kann.     Die  gesuchte  unendliche  Gruppe  enthalt  eine  Trans- 
formation 

die  durch  Combination  mit  H2  die  Transformation 

H4  =  x^p  +  iiCai^yq 

liefert.    In  dieser  Weise  erkennen  wir,   dass  unsere  Gruppe  die  ka- 
nonische Form 


Xq^  yq,  S{^)p  +  ks'yq 


erhalten  kann. 

Indem  wir  jetzt  unsere  Resultate  zusammenfassen,  heben  wir 
zunächst  hervor,  dass  die  gefundenen  imprimitiven  Gruppen  sich 
naturgemäss  in  zwei  Kategorien  anordnen  lassen,  jenachdem  die  Trans- 
formationen der  betreffenden  Gruppe  nur  eine  Curvenschaar  oder 
aber  zwei  Gurvenschaaren  invariant  lassen. 

Wir  stellen  zunächst  diejenigen  unendlichen  Gruppen  zusammen, 
bei  denen  zwei  Gurvenschaaren  invariant  bleiben;  wir  wählen  x  =z 
Gonst.  und  y  =  Gonst.  als  Gleichungen  der  invarianten  Gurvenschaaren. 


Unendliche    Grupen    von    Punkttransformationen,    bei 
denen  zwei  Gurvenschaaren  invariant  bleiben^). 


X{x)p    =     Y(j,)q 

q>  ^{x)v   =    y(y)g,  p 

'/.  y«.  ^p 


Yq,    p,    xp 


?,  yq,  fq,  ^p 


Yq,    p,   xp,    s'p 


X{x)p     Y{y)q 


1)  Wir  bemerken,  dass  die  Bestimmung  aller  unendlichen  Gruppen,   deren 
infinitesimale  Transformationen  die  Form 

S{x)p  +  ri{y)q 

besitzen,    im    Grunde    unmittelbar    aus   meiner   alten    Bestimmung  aller  endlichen 
Gruppen  in  einer  Veränderlichen  hervorgeht. 
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Unendliche  Gruppen  von  Punkttransrormationen,   bei 
denen  nur  eine  Curvenschaar  x=:Const.  invariant  bleibt. 


I. 


Xq,    Xiyq  J,g,    X,yg,    X^y^q 


Xq,    ai{x)yq  ...  a„{x)yq 


n. 


Xq,    X^yq,   p  Xq  ,    Xiyq  ,    X^y^q  ,   p 


nipyh^  p 


m. 


Xq,  p,  xp-{-cyq       Xq,  Xiyq,  p,  xp       Xq,  J,yg,  X^y^q,  p,  xp 


^q,  yq,  xyq...  aryq,  p,  xp  v{^y)q^  P'  '^P 


IV. 


Xq,  p,  xp-^cyq,  x^p-\-icxyq        Xq,  X,yg,  p,  xp,  a^p\ 


fi{xy)q,   p,    xp,    x'p 


V. 


Xp  +  {X'y  +  kXY)q  Xp  +  {X'y  +  UV), 


yq,Xp-{-iX'yq         X^q,  Xp -^  cX'yq         X,q,  yq,  Xp -{- kX'yq 


^q,  Xtyq,  i{x)P         Xq,Xiyq,Xiy^q,i{x)p         Tj{xy)q,  i{x)p 
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Capitel  n. 

Alle  unendlichen  Gruppen  von  Funkttransformationen, 
die  im  Infinitesimalen  die  grösstmögliche 

Transitivität  besitzen. 

Wir  suchen  hier  alle  unendlichen  continuirlichen  Gruppen  des 
Raumes  von  n  Dimensionen,  bei  denen  die  oo**^^  Linienelemente  durch 
jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  all- 
gemeiner Weise  also  {nn  —  1)-gliedrig  transformirt  werden.  Wir 
werden  finden,  dass  auch  diese  Gruppen  auf  sehr  einfache  Normal- 
formen gebracht  werden  können.  Besonders  merkwürdig  ist  es,  dass 
die  Bestimmung  dieser  unendlichen  continuirlichen  Gruppen  in  der 
Ebene  zu  dem  Begriffe  Flächeninhalt  und  in  höheren  RSiumen  zu 
dem  Begriffe  Rauminhalt  führt,  während  die  Bestimmung  der  ent- 
sprechenden endlichen  continuirlichen  Gruppen  zur  projectiven-  Geo- 
metrie führt  (vgl.  Th.  d.  TrfsgV.'l,  Kap.  29). 

Es  sei  der  Goordinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
und  x[  ...  x^  seien  die  homogenen  Coordinaten  der  hindurchgehenden 
Linienelemente.  Soll  eine  continuirliche  Gruppe  G  so  beschaffen  sein, 
dass  diese  Linienelemente  bei  Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  in 
möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt  werden,  so  sind,  wie  a.  a.  0. 
gezeigt  ist,  nur.. zwei  Fälle  möglich:  entweder  enthält  die  lineare 
homogene.  Gruppe  ®  in  den  x\  die  angiebt,  wie  die  bewussten 
Linienelemenle  transformirt  werden,  überhaupt  alle  nn  infinitesimalen 
Transformationen:  x[p[^  oder  sie  enthält  nur  nn — 1  unabhängige 
von  der  Forna: 

^iPk,         ^iPi—^kPk  (*     +    *)• 

In  beiden  Fällen  ist  überdies  sicher,  dass  die  Gruppe  G  transitiv  ist, 
dass  sie  also  in  der  Umgebung  des  Coordinatenanfangs  n  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen : 

von  nulller  Ordnung  in  den  x  enthält.  Unter  den  Definitionsgleichungen 
für  die  infinitesimalen  Transformationen  von  G  giebt  es  daher  jeden- 
falls keine  von  null ter  •  Ordnung, 
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Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  jedem  dieser  beiden  Fälle  un- 
endlich viele  unendliche  continuirliche  Gruppen  entsprechen,  die  auf 
eine  gemeinsame  äusserst  einfache  kanonische  Form  gebracht  werden 
können.  Dabei  nehmen  wir  n  ^  1  an,  da  der  Fall  n  =  1  gar  keine 
Schwierigkeilen  bietet. 

§<• 

Enthält  die  lineare  homogene  Gruppe  ®  alle  nn  infinitesimalen 
Transformationen  a^'^p^ ,  so  giebt  es  (s.  Th.  d.  Trfsgr.  I,  Kap.  11)  unter 
den  Definitionsgleichungen   für   die   infinitesimalen   Transformationen: 

n 

^  Si{Xi . . .  x^) Pi 

1 

der  Gruppe  G  sicher  keine  von  erster  Ordnung.  Wäre  nun  unter 
diesen  Definitionsgleichungen  auch  keine  von  zweiter  Ordnung  vor- 
handen, so  enthielte  also  G  in  der  Umgebung  des  Coordinalenanfangs 
nicht  blos  nn  infinitesimale  Transformalionen  erster  Ordnung  von  der 

Form: 

^iPk+  •••  (i,  &=  1  ...n), 

M  72  (n  —l^  1  \ 

sondern  auch  — r^     Transformationen  zweiter  Ordnung  von  der 

Form: 

^i^kPj"] (t,  Ä,i  =  1  ...n)  . 

Sehen  wir  zu,  was  sich  hieraus  für  weitere  Transformationen  ergeben. 
Da  n^l   angenommen  ist,   so  bekommen  wir  zunächst   durch 

Combinalion  der  beiden  Transformationen:  x^Xj^p^-]-  •••  und  a;?/)*-} 

(i  4=  fc)  eine  Transformalion  dritter  Ordnung  von  der  Form: 

ferner  durch  Combinalion  von  ir?/)jk  +  •••  und  xlj)^-\-  •••  eine  Trans- 
formation : 

Unsere  Gruppe  enthält  also  auch  eine  Transformation  von  der  Ge- 
stalt: Jc^iPi-^'-'t  woraus  sich  durch  wiederholte  Combinalion  mit 
xjpi  +  •  •  für  jede  ganze  Zahl  m  >  1  das  Vorhandensein  einer  Trans- 
formation: '\ 

xTpi+  ••• 

ergiebt.  Combinirt  man  aber  diese  Transformation  der  Reihe  nach 
«i-mal  mit  iPi/>, -{-  •••  ,  (X2'tna\  mit  iCaj*,  +  •••,  und  so  weiter,   und 
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wählt  man  die  ganzen  Zahlen  a^ ,  «2  . .  .  a^  auf  alle  möglichen  Weisen 
so,  dass 

«i  +  ^iH [-««  =  •'* 

ist,  so  erkennt  man,  dass  unsere  Gruppe  überhaupt  jede  Transfor- 
mation von  der  Form: 

a^'a^  .  .  .  x^^^fi  +  •  •  •  (i  =  1  . . »  n) 

enthält,  in  der  die  Summe  der  Exponenten  a^  ...a^  gleich  m  ist. 
Da  aber  m  jede  positive  ganze  Zahl  >1  sein  kann,  so  ist  hiermit 
bewiesen,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  unserer  Gruppe 
G  überhaupt  keine  Definitionsgleichung  erfüllen,  mit  andern  Worten : 
G  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  unendliche  Gruppe 
aller  Punkttransformationen. 

Wir  erhalten  somit  als  erstes  wichtiges  Ergebniss  den 

Satz  L  Unter  den  Definitionsgleichungen  einer  con- 
tinuirlichen  Gruppe,  die  nicht  mit  der  unendlichen 
Gruppe  aller  Punkttransformationen  zusammenfällt, 
giebt  es  stets  mindestens  eine  Gleichung  von  nullter 
oder  von  erster  oder  von  zweiter  Ordnung. 

§2. 

Wir  können  voii  jetzt  ab  annehmen,  dass  unsere  Gruppe  G  nicht 
mit  der  unendlichen  Gruppe  aller  Punkttransformationen  zusammen- 
milt.  Unter  ihren  Definitionsgleichungen  kommt  dann  sicher  mindestens 
eine  von  zweiter  Ordnung  vor,   G  kann  also  in  der  Umgebung  des 

Coordinatenanfangs  nicht  -^nn[n'\-\)  infinitesimale  Transformationen 

zweiter  Ordnung  von  der  Form: 

(A)  XiX^pj  H (i,  fe,  j  =  1  . . .  n) 

enthalten.  Dagegen  steht  nach  dem  Früheren  fest,  dass  G  n  Trans- 
formationen nullter  Ordnung: 

(B)  pi  +  •••         (i  =  1  . ..  n) 

und  mindestens  nn  —  1  Transformationen  erster  Ordnung  von  der 
Form: 

(C)  a?<Pik+  •••  ,     XiPi  —  Xt.pt,'] (i,  fe,  =  1  ...n;  i^k) 
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enthalt.  Ist  die  oben  erwähnte  lineare  homogene  Gruppe  @  {nn —  1)- 
gliedrig,  so  sind  damit  alle  Transformationen  erster  Ordnung  von  [G 
erschöpft,  ist  aber  ®  nn- gliederig;  so  kommt  noch  eine  Transfor- 
mation erster  Ordnung  von  der  Form: 

hinzu. 

Es  gilt  nun  fesizustellen,  was  für  infinitesimale  Transformationen 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  unserer  Gruppe  G  vorkommen.  Zum 
Glück  brauclien  wir  bei  dieser  Untersuchung  vorläufig  noch  nicht  zu 
berücksichtigen,  ob  G  eine  Transformation  von  der  Form  (D)  ent- 
hält oder  nicht»  Wir  brauchen  zunächst  blos  zu  untersuchen,  was 
für  infinitesimale  Transformationen  zweiter  und  höherer  Ordnung  eine 
unendliche  conlinuirliche  Giiippe  G  enthalten  kann,  von  der  nur  be- 
kannt ist,  dass  sie  n  Transformationen  nullter  Ordnung  (B)  und 
nn  —  1   Transformationen  erster  Ordnung  (C)    enthält,   dass  sie   da- 

gegen  nicht  •ö-nn(n -j-l)  Transformationen  zweiter  Ordnung  von  der 

Form  (A)  enthält. 

Da  G  unendlich  sein  soll,  so  muss  es  infinitesimale  Transforma- 
tionen von  jeder  beliebig  hohen  Ordnung  enthalten.    Es  sei  also: 

1 

eine  infinitesimale  Transformation  von  m**'  Ordnung,  vyo  m  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  >  1  bedeutet  und  wo  die  g^i"^  ganze  homogene 
Functionen  iw**'  Ordnung  sind,  während  die  weggelassenen  Glieder 
von  höherer  als  m*^  Ordnung  sind, 

Wir  können  hier  immer  annehmen,  dass  g^^^  4^  0  ist,  wäre  näm- 
lich g^^  =  0,  aber  etwa  jf^*"^  4^.Pv  so  wäre: 

(H  y  n  ^    im) 

eine  unserer  Gruppe  angehörige  infinitesimale  Transformation  m**'  Ord- 
nung, bei  der  unsere  Annahme  erfüllt  ist.  Wir  setzen  also  gii"*^  als 
von  Null  verschieden  voraus  und  combiniren  Xf  nach  einander  mit 
^iPk  "!"•••  (fe  =  2  . . .  n)  und  zwar  mit  jeder  dieser  Transformationen 
gerade  so  oft,  dass  das  betrefi^ende  Xj^  aus  den  Gliedern  m^'  Ordnung 


in  dem  Factor  von  ji,  we^IlL  Auf  diese  Weise  erballen  wir  $chlie:>^ 
Kch  eine  Transformation  m^  Ordnung  von  der  Form: 

Diese  Transformation  combiniren  wir  wieder  mit  allen  x,  jf|^^  x,/>»  -( — 
^r  =  2 ...  ff]  und  erkennen  so,  genau  wie  auf  S.  6:i:i  t  von  Trfsgr«  1 
das  Vorhandensein  einer  Transformation: 


durch  deren  Combination  mit  x,p^-f-  •-  ;itl>  1^  sich  noch  die  Trans- 
formation : 

ergiebl. 

Nehmen  wir  zunächst  an,   es  seien  fUr  ein  gewisses  m  >  i  alle 

Unsere  Transformation  Yf  besSsse  dann  die  Form: 

•  •  * 

es  käme  also  durch  Combination  mit  x^pi  -f-  * "   (^  ^  ^ ) 

(m  —  1)d;r"*«»(«ri/»i  H h  -p./»»)  H 

und  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  schliesslich: 

•  •  •  •  •  • 

Durch  Combination  mit  Pj-\-  •■•   {j  4=  k)  ergäbe  sich  weiter : 

•  .   ■  •      •  •  •  * 

wo  k  und  j  zwei  ganz   beliebige  von   einander  verschiedene  unter 
den  Zahlen  1  . . .  n  sind. 

Aus  ^f  könnten  wir  ferner  durch  mehrmalige  Combination  mit 
Pj  -f-  •  •  *  nach  und  nach  die  Transformalionen : 

fna^^p^  +  (w  —  ^)^^{^2P2  + h  ^nPn)  + 

W^~Vl  +  (^  —  2)  a?7-^  {iX^P2  H h  ^nPn)   + 


t  •  • 


•  •  • 


•  •  • 


mxipi     +  ^*i  {ihpi  H 1-  dp„p„)  + 

ableiten.    Von  diesen  ergäbe  die  letzte  mit  a;i  j»»  -j-  •  •  •  (ft  >  1 )  com- 

binir: 

(2  — m)a;?pt  + 


•  •  • 
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so  dass,  da  m  >  2  sein  sollte,  die  Transformation : 


•  •  • 


vorkäme. 

Nun  aber  ist:- 

also  erhielten  wir  durch  Addition  die  Transformation: 

—  {n  —  i)xlp^-Jr^^i{^2P'i^ b^nPH)+'" 

und  wenn  diese  von  der  Transformation: 

W^/>1  +  ^^l{^2P2  H H  ^nPn)  H 

abgezogen  wUrde,  die  nachstehende: 

(n  +  w — 1)ir?piH ^ 

also  auch  die  Transformation: 

^/>iH — » 

und  da  die  Zahl  1  in  den  vorstehenden  Ueberlegungen  nichts  aus- 
gezeichnetes hat,  überhaupt  n  Transformationen  von  der  Form: 

^P*H (&=1...n). 

Für  i^  k  ergäbe  sich  nunmehr . 

{^iPk^ — 9    ^PkH — )  =  ^^i^kPk+  ••• 
(^./>*H — 5  ^i^kPk'\ — )  =  ^p*H — 

und  endlich ,  wenn  n  >>  2  ist  und  j  eine  von  t  und  k  verschiedene 
Zahl  bedeutet: 

{^jPk  H —  ?  ^i^ikPik  H — )  =  ^*^>p*  H —  . 

Unsere  Gruppe  G  enthielte  demnach  unter  der  gemachten  Voraus- 
Setzung  gerade  -^^^(^H^^)  infinitesimale  Transformationen   zweiter 

Ordnung  von  der  Form  (A),  was  mit  dem  zu  Anfang  des  Paragraphen 
Gesagten  in  Widerspruch  stände.  Folglich  ist  die  Annahme,  dass  für 
ein  gewisses  m  >  2  in  der  Transformation  Yf  alle  A}*"^  =  1  seien, 
unzulässig.  . 

Da  io  der  Transformation: 

Yf = x7pt  +2!^A^r^xr'x,p,  +  - . 

2 

für  m  >  2  niemals   alle  -4^*"^  =  i   sein  können ,   so   dürfen   wir   an- 
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nehmen,  dass  elwa  Ai^^  4=  I   isl,  und  sind  daher  nach  S.  85  sicher, 
dass  eine  Transformation: 

vorkommt.    Nun  ist: 
femer: 

(^iPiH — .  ^/>i  — »»^"^^iPiH — ) 

und  diese  beiden  Fonneln  sind  offenbar  besondere  Falle   der  allge- 
meinen Formel: 

also   enthält   unsere   Gruppe  G  zugleich   mit  xpp^  4*  *  -  -   auch   noch 
m  4*  1   Transformationen  von  der  Gestalt: 

(/i  +  i)^-'*^Pi  -  (m  -  /i)xr-'*-'^+>2  +  ••• 

(/i  =  0 ,   I  . . .  m) , 
also  insbesondere  eine  Transformation: 

Ist  n>2,  so  bilden  wir  für  t>2 

(^ftH — 5  ^p*H — )  =^/>.H — » 
(^PiH — >  ^iP.H — )  =^2Pi+  --i 

schliessen  daraus  in  der  eben  geschilderten  Weise  auf  das  Vorhanden- 
sein von  Transformationen  von  der  Form: 

^PiH .  ^P2+  •••       (»>2) 

und  finden  endlich  wegen  der  Gleichung: 

i^TPi-i — »  ^iP*H — )=^Pk'\ —      (&4=.l,t), 

dass  unsere  Gruppe  n{n  —  1)  Transformationen  von  der  Form: 

^Pk  +  •••       (i,  fc  =  4  ...  n;  »  #=  &) 
enthält. 

Ich  habe  hier  die  Rechnung  so  eingerichtet,  dass  der  Fall  n  =  t  mit 
berücksichtigt  wird^  obwohl  das  nicht  nöthig  gewesen  wUre,  da  ich  diesen  Fall 
schon  1884  (Ges.  d.  Wiss.  zu  Christiania)  erledigt  habe.  Beschränkt  man  sich  auf 
den  Fall  n^S,  so  kommt  man  schneller  zum  Ziel.     Es  ist  nämlich  für  A*^2: 

(x7p2  H f      0C2Pk  H )  =  ^Tpk  H , 
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andererseits  aber: 

[XjcPx  +  '  •  •  ,      xTp2  H )  =  mxT^  XkP2  +  •  *'  , 

i^kPi  M ,    xT''^XkP2'^ )  =.(m—  4)  xT'~^xlp2  H , 

also   bekommen  wir  schliesslich:    XkP2'\-'"y   endlich  Wird,    wenn  i,  k  und  t 
drei  verschiedene  Zahlen  sind  i    . 

(XkP2  +  •  •  •  ,     ^iPi  -\ )  =  ^kPi  +  •  •  •  . 

und  so  weiter. 

•  Aus  den  TraDsformationen :  af^Pk--\-  •••  (i  =t=  k)  ergeben  sich,  da 
m>2  ist,  durch  Combinalion  mit  p,+  -  •  die  n{n — I)  Transfor- 
mationen zweiter  Ordnung: 

^P*+"*        (i,  fc  =  1  . ..  n;  f  4=  fc); 
ferner  finden  wir 

4 

und  endlich,   wenn  n>2  ist  und  i,  fc,  j   drei    verschiedene  Zahlen 
bedeuten:  • 

(^>P.H — 5  ^?P*H — )  =  2^>^./>*H —  . 

Folglich  sind  in  unserer  Gruppe  G  jedenfalls  die  nachstehenden  Trans- 
formationen zweiter  Ordnung.^» 

.gx  I^Pk H —  ?  ^iPi  —  ^^i^kPk  +  •••  1  oi^j^iPk  H — 

1         (t,  fe,;  =  1  ...n;  t  4=fc,  *•#=;,  J  4=  t) 

enthalten. 

Es  fragt  sich  jetzt,  ob  ausser  diesen  noch  andere  Transforma- 
tionen zweiter  Ordnung  auftreten  können. 

Vermöge  der  Transformationen  (E)  können  wir  aus  jeder  etwa 
noch  hinzukommenden  Transformation  zweiter  Ordnung  alle  Glieder 
zweiter  Ordnung  wegschaffen,  die  eine  der  Formen:  XjXiPjf,  x^x^p^^ 
x]p^  besitzen,  unter  i^k^j  <lrei  verschiedene 'ZaWen  verslanden. 
Folglich  können  wir  annehmen,  dass  die  hinzukommende  Transfor- 
mation zweiter  Ordnung  so  lautet: 

Wäre  hier  etwa  a^  #=  0,  so  combinirten  wir  mit:  x^p,,  +    •*    {^  ^  k) 
und  fänden  die  Transformation: 

^(^kXkX^Pk  —  ^v^lpk  +  •;• » 
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so  (lass  unsere  Gruppe  die  n —  1   Transformal ionen: 

enthielte.  Wegen  (E)  enthielte  sie  aber  dann  zugleich  die  n  —  \  Trans- 
forniationen : 

und,  da  a^^  von  Null  verschieden  sein  sollte,  offenbar  auch  noch: 

^*P*H — ^ 

hieraus  aber  würde   folgen,   dass  sie   o-''^(^+'')  Transformationen 

zweiter  Ordnung  von  der  Form  (A)  enthielte,  was  nach  S.  83  aus- 
geschlossen ist.  Folglich  können  zu  den  schon  bekannten  Transfor- 
mationen zweiter  Ordnung  (E)  keine  neuen  hinzutreten. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  nur  den  Umstand  benutzt,  dbss  G 
nn  —  1   Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form : 

^iPk  H .    ^iPi  —  ^kPk  H 

enthält;  ob  die  Transformalion:  2Xj^y  ~h  '  '*  auftritt  oder  nicht,  das 
kam  nicht  in  Betracht,  denn  wir  haben  bei  allen  Klammeroperationeu 
nur  Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form  (C)  angewendet. 
Es   wäre    nun   noch   denkbar,    dass   sich   aus   den  Transformationen 

zweiter  Ordnung  (E)  durch  Combination  mit:  Pi  +  •  •  • ,  "- y  J)n-\ 

eine  Transformation  von  der  Form:  ^x^p^  _[-...  ergübe.  Man  über- 
zeugt sich  aber  leicht,  dass  das  nicht  der  Fall  ist  und  dass  man 
durch  diese  Operationen  nur  Transformationen  erster  Ordnung  von 
der  Form  (C)  bekommt.     Demnach  können  wir  sagen: 

Jede  junendliche  continuirliche  Gruppe  C  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit,  die  nicht  mit  der  unendlichen 
Gruppe   aller   Punkttransformationen   zusammenfällt,    ent- 

hält  -^n(n  —  1)  (n-[-  2)  infinitesimale  Transformationen  zwei- 
ter Ordnung  von  der  Form  (E),  und  in  jeder  anderen 
Transformation  zweiter  Ordnung,  die  der  Gruppe  angehört, 
lassen  sich  die  Glieder  zweiter  Ordnung  aus  den  Gliedern 
zweiter  Ordnung  der  Transformationen  (E)  linear  ableiten. 
Dabei  ist  es  ganz  gleichgültig,  ob  die  Gruppe  eine  infini- 
tesimale Transformation  erster  Ordnung  von  der  Form: 
^^tPf  +  •  •  •  enthält  oder  nicht. 
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§3, 

Was  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Goordinatenanfang 
bewiesen  haben,  das  übertragt  sich  natürlich  auf  jeden  beliebigen 
anderen  Punkt:  x^i...xl  von  allgemeiner  Lage.  Unsere  Gruppe  G 
enthält  daher  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  n  infinitesimale 
Transformationen  von  nullter  Ordnung  in  den  Xi,  —  a?J ,  ferner  ent- 
weder nn  —  1   oder  nn  infinitesimale  Transformationen   erster   und 

ausserdem  in  jedem  Falle  '^n{n  —  1)(n  +  2)  von   zweiter  Ordnung. 

Die  Anfangsglieder  in  den  Reihenentwickelungen  dieser  infinitesimalen 
Transformationen  erhalt  man  aus  den  Reihenentwickelungen  in  der 
Umgebung  des  Goordinatenanfangs,  wenn  man  für  x^  ...x^  der  Reihe 
nach:  x^  —  a?J,  . .  . ,  x^  —  xl  einsetzt. 

Da  wir  die  Anfangsglieder  der  infinitesimalen  Transformationen 
erster  und  zweiter  Ordnung  kennen,  die  in  der  Umgebung  eines  beliebigen 
Punktes  von  allgemeiner  Lage  auftreten,  so  sind  wir  im  Stande,  etwas 
darüber  auszusagen,  welche  Form  die  Definitionsgleichungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  unserer  Gruppe  G  besitzen. 

Enthalt  G  in  der  Umgebung  von  Xy...  a^  blos  nn —  1  infinitesi- 
male Transformationen  erster  Ordnung,  aus  denen  sich  keine  von 
höherer  Ordnung  linear  ableiten  lasst,  so  giebt  es  unter  den  Defini- 
tionsgleichungen von  G  eine  und  nur  eine  von  erster  Ordnung.  Nun 
hat  in  diesem  Falle  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  erster 
Ordnung  von  G  die  Form: 

^^t.p,  =  '^a,,{^,-  x',)p,^^b,,\{x,-x^)p,-  {x,-xl)p,\  4-  ... , 

wo  die  a^y  und  die  b^,  ganz  willkürlich  sind;  bildet  man  daher  die 
Ausdrücke: 

SO  sieht  man  sofort,  dass  zwischen  diesen  eine  und  nur  eine  Relation 
besteht,  nämlich  diese: 

«  i--  [HL = « • 

die  von  dem  Punkte  x^^ ...  aP,,  ganz  unabhängig  sind.  Demnach  muss 
die  Definitionsgteichung  erster  Ordnung  unserer  Gruppe  so  beschaffen 


0 
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sein,  dass  sie,  sobald  fi...fn  für  Xi=^x^  verschwinden,  bei  der 
Substitution:  a;j  =  a??,  ...,  a?^  =  xj  in  die  Gleichung  (F)  übergeht. 
Das  aber  ist  offenbar  nur  niögh'ch,  wenn  sie  die  Form: 

besitzt,  wo  «1...«^  gewisse  Functionen  sind,  die  sich  in  der  Um- 
gebung von  xj . . .  ,rj  regulär  verhalten. 

Unter  den  Definitionsgleichungen  zweiter  Ordnung  von  G  müssen 
jedenralls  die  n  vorkommen,  die  aus  (K)  durch  Differentiation  nach 
Xi ...  Xg,  entstehen : 

es  ist  aber  leicht  zu  zeigen,  dass  ausser  diesen  n  keine  weiteren 
Definitionsgleichungen   zweiter   Ordnung  auftreten   können.      In   der 

Thal,  in  n  Veränderlichen  giebt  es  überhaupt  '^nn{n  -\-  i)  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  zweiter  Ordnung,  aus  denen 
sich  keine  von  dritter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt 
Unsere  Gruppe  G  enthält  aber  solcher  Transformationen  gerade: 

y  n(n  —  1)  (n -j- 2)  =  Y  nn  (ii -f-  i)  —  n , 

also  muss  die  Zahl  ihrer  Definitionsgleichungen  zweiter  Ordnung 
gerade  gleich  n  sein,  worin  offenbar  liegt,  dass  die  Gleichungen  (K) 
die  einzigen  Definitionsgleichungen  zweiter  Ordnung  sind. 

Enthält  andererseits  G  in  der  Umgebung  von  xP^,  ..xl  gerade  nn 
infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung ,  aus  denen  sich  keine 
von  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt,  so  giebt  es  unter  den 
Definitionsgleichungen  von  G  sicher  keine  von  erster  Ordnung,  da- 
gegen muss  es  gerade  n  unabhängige  Definitionsgleichungen  zweiter 
Ordnung  geben,  denn  die  Anfangsglieder  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen zweiter  Ordnung  von  G  sind  genau  dieselben  wie  im 
vorigen  Falle  und  der  vorhin  gemachte  Schluss  über  die  Zahl  der 
Definitionsgleichungen  zweiter  Ordnung  bleibt  auch  jetzt  in  Kraft. 
Überdies  ergiebt  sich  leicht,  dass  diese  Definitionsgleichungen  zweiter 
Ordnung  die  Form: 

Abkandl.  d.  K.  S.  Oeaellscb.  d.  Wisaenach.  XXXV.  8 
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(N  !..•••      \    t  l...tt  X    t  1»».» 

l  (i=1...n) 

besitzen,  wo  die  «.^^  und  /?,.,  gewisse  Functionen  von  Xi .  . .  x^  sind. 
Denkt  man  sich  nämlich  li .  .  .  In  so  gewählt,  dass  sie  mit  Gliedern 
zweiter  Ordnung  in  den  x^  —  x^  anfangen,  setzt  man  diese  Werthe 
von  li  .  .  .  In  i^  di^  Definitionsgleichungen  zweiter  Ordnung  von  G 
ein,  und  macht  man  dann  noch  die  Substitution:  x^^zx^,  so  muss 
dasselbe  herauskommen,  als  hätte  man  die  eben  beschriebenen  Ope- 
rationen auf  die  Definitionsgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  im 
vorigen  Fall  auftraten,  ausgeführt.  Das  aber  ist  offenbar  nur  n)ög- 
lieh,  wenn  die  Definitionsgleichungen  zweiter  Ordnung  von  G  die 
Form  (M)  besitzen. 

§  4. 

Wir  kennen  jetzt  alle  Definitionsgleichungen  erster  und  zweiter 
Ordnung,  die  bei  unseren  Gruppen  auftreten;  wir  müssen  noch 
untersuchen,  ob  zu  den  aus  ihnen  durch  Differentiation  ableitbaren 
Gleichungen  noch  andere  Definitionsgleichungen  dritter  und  höherer 
Ordnung  hinzukommen  können. 

Oben  sahen  wir,  dass  unsere  Gruppe  G  für  jedes  in  >  1  unter 
allen  Umständen  n{n  —  1 )  infinitesimale  Transformationen  m**'  Ord- 
nung von  der  Form: 

xTPk  +  •  •  •  (i,  fe  =  1  .  .  .  n ;  i  =t=  &) 

enthält.  Ist  n>>1,  so  können  wir  hieraus  durch  Combination  mit 
Xjp4'\-'*'^  wo  j  von  t  und  k  verschieden  ist,  m — 1  Trans- 
formationen von  der  Form: 

afr''^Pk+'-  (^=1  ...m) 

ableiten,  und  wenn  wir  dieses  Verfahren  fortsetzen,  erkennen  wir, 
dass  G  überhaupt  jede  Transformation  von  der  Form: 

(«)  ^2^2 . . .  ^i:Pu  H —  (^2  H H  ^n  =  w) 

enthält,  unter  tj . . .  i^  irgend  eine  Reihenfolge  der  Zahlen  1,  2  ...  n 
verstanden.  Die  Zahl  dieser  infinitesimalen  Transformationen,  die 
offenbar  von  einander  unabhängig  sind,    ist  gleich  n  multiplicirt  mit 
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der  Zahl  der  Parameter  einer  ganzen  homogenen  Function  m**"  Grades 
von  n  —  1   Veränderlichen,  sie  hat  also  den  Werth : 

(n  —  1 )  n  (n  +  1 )  •  •  •  [n  +  m  —  2) 

W  •  ; • 

ml 

Zu  diesen  Transformationen  kommen  nun  noch  gewisse  andere 
von  m**'  Ordnung  hinzu.  Es  treten  nSmlich  zugleich  mit:  a?ri^*  +  "• 
(t  4=  k)  auch  noch  die  m  Transformationen: 

{/i+  ])oi^t'xipi—  {fn  —  fi)xTf'-^x^'^'pj,'] (/i  =  0,  1...m— 1) 

auf,  die  wir  symmetrischer  so  schreiben  können: 

unter  /f  und  v  irgend  zwei  solche  Zahlen  der  Reihe:  0, 1,  2  ...  m — 1 
verstanden,  die  zur  Summe  m — 1  geben.  Ist  nun  n>2  und  j 
von  i  und  k  verschieden,  so  ergiebt  sich  durch  Gombination  der 
letzten  Transformation  mit:  Xjp^-^  •••  die  Transformation: 

Wiederholen  wir  diese  Operation  und  combiniren  wir  auch  noch  mit 
XjPf^  -j-    •  • ,    so  erhalten  wir  überhaupt  jede  Transformation  von  der 

Form: 

xitxlx]{{v-jr  1)a:,.;,._(^t+  1)<rkp^}H , 

unter  /i,  v^  p  irgend  drei  solche  Zahlen  der  Reihe:  0,  1  .  . .  m —  1 
verstanden,  die  zur  Summe  m — 1  haben.  Ist  n>3,  so  combiniren 
wir  diese  Transformation  noch  mit  allen:  Xf^pj-{---^  in  denen  h 
von  i,  k  und  j  verschieden  ist  und  gelangen  so  zu  allen  Trans- 
formationen von  der  Form: 

(N)         <«<•  ...x^  {{fi,  +  1)  ^,|),  —  {/ti,  +  1)  x,,p^}  +  ...  , 

wo  f\  .  . .  t„  irgend  eine  Reihenfolge  der  Zahlen  1 ,  2  . .  .  n  bedeuten, 
während  //j  .../*„  solche  Zahlen  der  Reihe  0,  1  .  . .  m  —  1  sind, 
dass  //j  +  .  •  -f-  //„  =  1»  —  1   ist. 

Die  in6nitesimalen  Transformationen  (N)  sind  offenbar  von  den 
früher  gefundenen  [a)  unabhängig,  aber  sie  sind  nicht  alle  von 
einander  unabhängig,  man  erhält  jedoch  augenscheinlich  lauter  von 
einander  unabhängige ,  wenn  man  etwa  f\  ==  1  setzt ,  ferner  t's  die 
Werthe  2,  3  . .  .  n  ertheilt  und  ausserdem  13...  t,^  und  ^1  . .  .  //„ 
noch  auf  alle  möglichen  Weisen  wählt.  Die  Anzahl  der  von  einander 
unabhängigen  unter  den  Transformationen  (N)  ist  daher  gleich  n  —  1 

8* 
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multiplicirt  mit  der  Anzahl  der  Parameter  einer  ganzen  homogenen 
Function  (m — 1)*®°  Grades  in  n  Veränderlichen,  das  heisst  sie  hat 
den  Werth: 

fn  —  1)  .  n(n+1).->(n  +  m  — 2) 

^  '  [m  —  4)1 

Wir  kennen  nunmehr  in  unserer  Gruppe: 

(n  —  \)n**'[n  +  m  —  2)    ,     ,  .v     n(n  +  4)  •  •  •  (n  +  w  —  i) 

wi !  '     ^  '  (m  —  1)1 

=  (n  —  1 )  (n  +  m)  •  — \ — 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  m^''  Ordnung,  aus  denen 
sich  keine  von  (m  4*  ^)**'  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt. 
Andererseits  ist  klar,  dass  es  in  n  Veränderlichen  überhaupt  nur 

n  (n  4-  4 )  •  •  •  (n  +  m  —  1 ) 

•  «  • 

derartige  infinitesimale  Transformationen  m^'  Ordnung  giebt,  folglich 
kann  die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  Definitionsgleichungen 
m^  Ordnung  bei  unserer  Gruppe  jedenfalls  nicht  grösser  sein  als  die 
Differenz  der  beiden  eben  hingeschriebenen  Zahlen,  sie  kann  also 
nicht  grösser  sein  als: 

— \n(n'jr^—  1)  —  («— i)(w  +  iw)}  = 

n(n-\-  h)  .  • .  [n  +  m  —  2) 

—  (m  — 1)! 

Nun  aber  ergeben  sich  aus  den  uns  bekannten  Definitionsgleichungen 
zweiter  Ordnung  durch  Differentiation  genau  so  viele  unabhängige 
Definitionsgleichungen  m^'  Ordnung,  als  eine  ganze  homogene  Func- 
tion (m — l)**""  Grades  von  n  Veränderlichen  Coefficienten  hat,  mit- 
hin ist  die  Zahl  der  so  entstehenden  von  einander  unabhängigen 
Definitionsgleichungen  m^  Ordnung  genau  gleich: 

n(n'\-  i)  > "  (n  +  m  —  2) 
(m  — 4)1  ' 

und  da  nach  dem  vorhin  Gesagten  feststeht,  dass  eine  grössere  An- 
zahl unabhängiger  Definitionsgleichungen  m^'  Ordnung  nicht  auftreten 
kann,  so  ist  hiermit  bewiesen,  dass  sich  alle  Definitionsgleichungen 
dritter  und  höherer  Ordnung  unserer  Gruppe  aus  den  Definitions- 
gleichungen   zweiter  Ordnung   durch   blosse   Differentiation   ergeben. 
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Zugleich  ist  klar,  dass  die  Formeln  (a)  und  (N),  überhaupt  alle 
Formen  von  infinitesimalen  Transformationen  m^'  Ordnung  (m>1), 
die  in  unserer  Gruppe  auftreten  können,  liefern. 

Wir  haben  somit  den 

Satz  2.  Ist  eine  unendliche  continuirliche  Gruppe  von 
Punkttransformationen  des  R^  (^^1)  so  beschaffen,  dass 
die  oo**"^  Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  in  allgemeinster  Weise,  das  heisst 
(»n — 1)-gliedrig  transformirt  werden,  so  sind  nur  drei 
Fälle  möglich:  erstens^  die  Definitionsgleichungen  der 
Gruppe  reduciren  sich  auf:  0  =  0,  die  Gruppe  ist  also  die 
unendliche  Gruppe  aller  Punkttransformationen;  zweitens^ 
unter  den  Definitionsgleichungen  der  Gruppe  giebt  es 
keine  von  nullter  und  eine  und    nur  eine  von  erster  Ord- 

« 

nung  von  der  Form: 

(^)  ^'^;=^'«.(«'.---^-)^. 

aus  der  sich  alle  Definitionsgleichungen  zweiter  und 
höherer  Ordnung  durch  Differentiation  ergeben;  drittens^ 
unter  den  Definitionsgleichungen  der  Gruppe  giebt  es 
keine  von  nullter  oder  erster  Ordnung,  dafür  aber 
gerade  n  von  zweiter  Ordnung  von  der  Form: 

aus  denen  sich  alle  Definitionsgleichungen  dritter  und 
höherer  Ordnung  durch  Differentiation  ergeben. 


§5. 

Wir  suchen  jelzt  alle  unendlichen  continuirlichen  Gruppen,  die 
durch  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  der  Form  (K) 
detinirt  sind. 

Sind:  d^x^^  . . . ,  d^x^  {v  =  i  ...n)n  verschiedene  Systeme  von 
Differentialen,  so  stellt  der  Ausdruck: 

^  =    -i'  +  ^1^1   •  •  •  ^n^H 

bei  Benutzung  rechtwinkliger  Coordinaten  bekanntlich  den  Rauminhalt 
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eines   von   ebenen   Mannigfalligkeiten   begrenzten    unendlich   kleinen 
RaumsUicks  dar  und  es  besteht  filr  jede  infinitesimale  Transformation : 


die  Gleichung: 


Gehört  daher  Xf  der   durch    (K)    definirten  unendlichen  Gruppe  an, 
so  wird: 

(P)  ^xj=2ra^s. 

und  umgekehrt  ist  das  Bestehen   der   Gleichung  (P)   für  die   infini- 
tesimalen  TransformationeQ   der  bewussten  Gruppe   charakteristisch. 
Ist  jetzt: 

eine  zweite  infinitesimale  Transformation  jener  Gruppe,  so  ist: 

es  wird  also: 

Anderseits  ist  aber: 


1  UV  ^        f*  ^' 


( j Y)  =  XYf  -  YXf  =2r  (^v.  -  y^,) 


hx^ 


unter    den    gemachten    Voraussetzungen    wieder    eine    infinitesimale 
Transformation  der  Gruppe,  so  dass  auch  die  Gleichung: 

-i  {XYJ  -  YXJ)  =^.  a,  [Xfi,  -  YO 
^  1 

besteht,  folglich  muss  für  je  zwei  infinitesimale  Transformationen  Xf 
und  Yf  der  Gruppe 

^  ^f^'I^W^       öxj  .  ...".1  .ii^i 

identisch  verschwinden.    Denken  wir  uns  nntf 
infinitesimale  Transformation  der  Gruppe 
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BedioguDg  eine  Gleichung  oullter  Ordnung,  die  von  allen  infinitesi- 
malen Transformationen  Xf  der  Gruppe  erfüllt  werden  muss.  Das 
geht  nicht,  also  müssen  für  jede  infinitesimale  Transformation  Yf  der 
Gruppe  die  Gleichungen: 

bestehen,  woraus  auf  dieselbe  Weise  folgt: 

r-^  —  r--^  =  0     (it,  V  =  i  . . .  n)  . 

Demnach  giebt  es  eine  Function  u  von  den  a?,  deren  Dififerential- 
quotienten  beziehungsweise  gleich  a^ . . .  a„  sind ;  unsere  Definitions- 
gleichung (K)  erhält  somit  die  Gestalt: 


M      V  >•  n 


und    die  Gleichung  (P),    die   für  jede   infinitesimale   Transformation 
unserer  ^Gruppe  gilt,  bekommt  die  Form: 

-^  XJ  =  Jti, 

wofür  wir  ofifenbar  auch: 

(Q)  X[e''-J)  =  0 

schreiben  können. 

Jetzt  ist  es  leicht  die  Gleichungen  (K")  und  (Q)  noch  weiter 
zu  vereinfachen.  Führen  wir  nämlich  neue  Veränderliche  x^' .  .  .  x^ 
ein  und  setzen  wir: 

so  wird  bekanntlich: 

Bestimmen  wir  daher  die  neuen  Veränderlichen  derart,  dass 

jjpM,   80    bekommt    unsere   Gruppe    in    den    neuen   Veränderlichen 
eine  solche  Form,  dass  für  jede  ihrer  infinitesimalen  Trans- 


2'--fe  =  » 
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Xf  =^^  ^r  {^i    •  •  •  ^n) 

1 

die  Gleichung:  X^  =  0  besteht.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  die 
DefinitioDSgleichuDg  uuserer  Gruppe  in  den  neuen  Veränderlichen  die 
Form: 

annimmt. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jede  der  hier  gesuchten  Gruppen  durch 
eine  Punkttransformation  de^  A„  mit  der  unendlichen  Gruppe  ähnlich 
ist,  deren  Transformationen  alle  Raumelemente  des  R^  invariant 
lassen.  Mit  einem  der  Hydrodynamik  entlehnten  Bilde  können  wir 
diese  letztere  Gruppe  auch  als  die  Gruppe  aller  Bewegungen  einer 
incompressibeln  Flüssigkeit  bezeichnen. 


§6. 

Jetzt  zur  Bestimmung  aller  unendlichen  continuirlichen  Gruppen, 
unter  deren  Definitionsgleichungen  es  gerade  n  von  zweiter  Ordnung 
giebt,  die  die  Form 

(M)  ^\  -'  f.r 

(t  =  1  .  .  .  n) 

besitzen,  während  Definitionsgleichungen  nullter  und  erster  Ordnung 
gar  nicht  auftreten  und  alle  Definitionsgleichungen  dritter  und  höherer 
Ordnung  aus  (M)  durch  Differentiation  erhalten  werden. 

Ist  Xf  eine  beliebige  infinitesimale  Transformation  der  durch 
(M)  definirten  Gruppe  und  hat  J  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin, 
so  ist  augenscheinlich: 

V       «  j  »  l>.«n  jk  jj  i...n 

Für  eine  beliebige  zweite  infinitesimale  Transformation  Yf  der  Gruppe 
ist  ebenso: 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nun  aber  auch 


V  1...II    V   !•  l...fl  V   Ij 

ö^  -^  b^  =  ^  «<*♦»  j^  +  -^  /^/'  ^' 


*7] 
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eine  infinitesimale  Transformation  unserer  Gruppe,  es  muss  also  auch 
werden : 


x^  \ 


\YJ  —  Y\J 


}  =  2- »...  sl;  2- (^.  fe  -  ,4^)  + 


1...M 


+  |'A,(l.|^-..||). 


eine  Gleichung,  die  durch  Benutzung  von  (R)   und  (S)  die  Form: 


(— { 


(T) 


XYJ  —  YSJ\ 


}=|'i«'si.(3M-"ss£5;(7Ml+ 


l...n 


-2 

ifiv 

1...M 


hx, 


annimmt.     Andererseits  ergiebt  sich  direct: 

und  wenn  man  das  nach  x^  differentürt  und  mit  (T)  vergleicht,   so 
erhalt  man  bei  Benutzung  von  (R)  und  (S)  die  Gleichung: 


(ü) 


i...n 


j^"^'*''\daj,  ö(r,         hx,  hxj 


1...M 


da« 


--ä^     bXf   V*bx^         ^^bxj 


l...n 


Die  Gleichung  (U)  muss  bestehen,  welche  Lösungensysteme  der 
Definitionsgleichungen  (M)  man   auch  fttr  £i . .  •  &  und   171  • . .  ijn  ^in- 
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setzen  mag.  Hieraus  folgt,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  dass  die 
Gleichung  (U)  an  und  für  sich  eine  Identität  sein  muss,  das  heisst» 
dass  sie  für  alle  Werthe  der  f,-,  ?/,  und  ihrer  Differentialquolienten 
identisch  besteht.  Wir  müssen  jetzt  zusehen,  was  sich  daraus  für 
Eigenschaften  der  a.^^  und  /?,^  ergeben. 

Setzen  wir  auf  der  linken  Seite  von  (U)  den  Coefficienten   von 
hVf*  gleich  Null,  so  finden  wir  die  Bedingungen: 

(V)  Ml^  _  ^-  =  0        (f ,  T,  ^=  1  . ..  n) . 

In  dem  übrig  bleibenden  Ausdruck  setzen  wir  den  Coefficienten  von 
I,-  gleich  Null;  das  giebt: 


-jf     bx,    hx,  —^Pt^'hx, 


eine  Gleichung,  die  sich  sofort  in  die  folgenden  zerlegt: 
(W)  ^'  =  ^»/^M        ii,r,fi,v=:\...n), 

WO  €y^  die  übliche  Bedeutung  hat. 

Den  Rest  der  Gleichung  (U)  schreiben  wir  nun  folgendermassen : 

jj£  ^^«.M^^5a?,  hx„         hx,  bxj  —f£  ''*^"*>Mö.T^  hx,         hx^  hxj 
und  erhalten  schliesslich  noch  die  Bedingungen: 

die  für  alle  Werthe  der  Zahlen  i,  fi,  v^  tt,  t  erfüllt  sein  müssen. 

Ist  V  weder  =  [a  noch  =  r  und  setzt  man  tt  =  t ,   so  ergiebt 
sich  aus: 

oder,  da  man  i  z=  v  wählen  kann  und  e^^  verschwindet:  «^^^  =  0. 
Es  sind  also  alle  a^^^  =  0 ,  in  denen  r,  ^,  v  drei  verschiedene  Zahlen 
sind,  und  ebenso  alle  a^^^  =  0 ,  in  denen  v  ^  r. 

Ist  ferner  r  ^  v ^  aber  fi  =  v,  so  folgt  aus  (J2) : 

für  alle  Werthe  von  i  und  n .  Setzt  man  daher  n  z=:  r,  i  =z  v^  so 
kommt: 

a*tt  =  CC^rf  (^  +  '^)  » 
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setzt  man  andererseits  tt  =  r  =  i,  so  findet  man: 

also,  da  «^^^  =  a^^^  ist: 

«*ry  =  0  [t  ^  V)  . 

Demnach  ist  allgemein: 

(a)  a^^^  =  e^^a^^^       [r,  ^,  v  =  \  . ..  n) 

und  wirklich  werden  die  Gleichungen  [Jl)  bei  Einsetzung  dieser  Werthe 
der  Uij^^  zu  lauter  Identitäten.  Für  /9^^  ergiebt  sich  schliesslich  noch 
aus  (W)  der  Werth: 

(b)  '*M'  =  *-|g^       (^,i  =  1...n), 

der  offenbar  auch  die  Gleichungen   (Y)  befriedigt. 

Nunmehr  erhalten  die  Gleichungen  (M)  die  Form: 


^    /1   V  v\ ^er  ..         ^?M     I    VT  ^^ 


(ix^)=i',„ 


^      I    V'..  ^^f^f^t* 


^-^^L. 


woraus  durch  Integration  sofort  folgt: 


1  ** 


1 

unter  A  eine  Constante  verstanden.    Ebenso  wird  natürlich: 


und: 

1...M 


Andererseits  aber  wird  auch: 

n  M 

1  1 

und   demnach   muss   für  je  zwei   infinitesimale  Transformationen  Xf 
und  Yf  unserer  Gruppe  eine  Gleichung  von  der  Form: 

bestehen.    Differenliirl  man  die  nach  x^,  so  fällt  C  weg  und  die  ent- 


•   •- 


-•      ••    • 
•     •      •• 


•  •     • 

•  »      • 
•     •  •  • 

•  •       •    • 
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•  •     • " 
•     .  •  •    • 

.    •      •  • 


^ .;  ^ii^bende  Gleichung  muss  für  alle  Werthe  der  f, ,  rj^  und  ihrer  DiflFe- 
•*•  *•  •* 
.^  **:\*renlialquotienten  identisch  bestehen,  hieraus  ergiebt  sich: 

SO  dass  die  cr^^^  einfach  die  ersten  DitTerentialquotienten  einer  ge- 
wissen Function  u  sein  müssen. 

Durch  die  vorstehenden   Enlwickelungen   ist  gezeigt,   dass  die 
Definitionsgleichungen  (M)   unserer  Gruppe  die  Form: 

besitzen.  Um  schliesslich  noch  diese  Gleichungen  auf  eine  einfachere 
Form  zu  bringen,  bemerken  wir,  dass  für  jede  infinitesimale  Trans- 
formation Xf  unserer  Gruppe  eine  Gleichung  von  der  Form: 

besteht,  wo  der  Werth  der  Constanten  von  der  besonderen  Be- 
schaffenheit von  Xf  abhängt.    Diese  Gleichung  Ittsst  sich  nun  in  der 

Form: 

4 


e-^J 


X{e'^J)  =  A 


schreiben;  führt  man  daher  neue  Veränderliche  w[...xl^  ein,  die  so 
gewählt  sind,  dass 

wird,  so  nimmt  sie  die  Form: 

^XJ'=A 

an,  wo  z/'  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  auf  S.  97.  Demnach  kann 
man  die  Veränderlichen  x^ ...  x^  immer  so  wählen,  dass  die  Defini- 
tionsgleichungen unserer  Gruppe  die  einfache  Form: 

annehmen. 

Die  durch  (M')  definirte  Gruppe  ist  dadurch  charakterisirt,  dass 
sich  bei  jeder  ihrer  Transformationen  alle  Raumelemente  der  R^  in 
constantem  Verhältniss  ändern. 
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Hiermit  ist  die  Aufgabe,  die  wir  uns  gestellt  hatten,  vollständig 
erledigt  und  wir  können  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  dem  Satze 
zusammenfassen : 

Theorems  Ist  eine  unendliche  continuirliche  Gruppe  des 
R^  (n>1)  80  beschaffen^  dass  bei  Feslhaltung  eines  Punktes 
von  allgemeiner  Lage  die  oo"^'^  Linienelemente  durch  diesen 
Punkt  stets  in  allgemeinster  Weise^  also  [nn — i)-gliedrig 
transformirt  werden,  so  sind  nur  drei  Fälle  möglich: 
Erstens:  die  Gruppe  ist  durch  eine  Punkttransformation  des 
Rn  ähnlich  mit  der  unendlichen  Gruppe,  die  alle  Raum- 
demente  des  R^  invariant  lässt.  Zweitens:  sie  ist  ähnlich 
mit  der  unendlichen  Gruppe,  deren  Transformationen  alle 
Raumelemente  in  constantem  Verhältnisse  ändern.  Drittens: 
sie  ist  die  unendliche  Gruppe  aller  Punkttransformationen 
des  /?„. 

Die  Analogie  mit  dem  entsprecbendeil  Satze  für  endliche  con- 
tinuirliche Gruppen  liegt  auf  der  Hand. 


Capitel  m, 

Bestimmung  aller  (irredueibeln)   unendlichen  Gruppen 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene. 

Wir  benatzen  hier  dieselben  Bezeichnungen  wie  in  Gap.  23  des 
Abschn.  U  der  Transformationsgruppen.  Es  sind  also  z,  x,  y  die  Go- 
ordinaten  der  Linienelemente  der  Ebene  und:  dz  —  ydx=:0  ist  die 
Bedingung  dafür,  dass  zwei  unendlich  benachbarte  Linienelemente 
der  Ebene  vereinigt  liegen.  Ausserdem  aber  bedienen  wir  uns  der 
in  Gap.  26  a.  a.  0.  dargestellten  Rechnung  mit  den  Reihenentwicke- 
lungen der  charakteristischen  Functionen.  Wir  denken  uns  also  die 
charakteristische  Function  jeder  infinitesimalen  Beruh rungstransforma- 
tion  der  Ebene  nach  Potenzen  von  z,  x,  y  entwickelt  —  unter 
z  =  X  =  y  =z  0  ein  We'rthsystem  von  allgemeiner  Lage  verstanden 
—  aber  so,    dass  wir  in   der  Reilienentwickelung  nicht  die  GK 
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von  gleicher  Ordnung  zusammenfassen,  sondem  die  von  gleicher 
Stufe  (a.  a.  0.  S.  526).  Dabei  schreiben  wir  in  diesen  Reihenent- 
wickelungen immer  nur  die  Glieder  niedrigster  Stufe  hin  und  erinnern 
ein  für  alle  Mal  daran,  dass  die  weggelassenen  Glieder  einer 
Reihenentwickelung  stets  in  z,  x^  y  von  höherer  Stufe  sind  als 
die  geschriebenen. 

Genau  wie  bei  den  endlichen  irreducibeln  Berührungstrans- 
formationsgruppen  der  Ebene  finden  wir  auch  bei  den  unendlichen, 
dass  nur  drei  verschiedene  Fälle  denkbar  sind.  Ist  nämlich  G  eine 
unendliche  irreducibele  Berührungstransformations- 
gruppe  der  Ebene,  so  giebt  es  nur  die  folgenden  drei  Möglich- 
keiten: 

Erstens,  G  enthält  charakteristische  Functionen  von  der  Form: 

H  ^ ,      x-] ,      y  H 


H — ,    ^yH — ,    r-f 


•  •  • 


4 

während   keine  von   der   Form:    z  —  0"^!/+'"   auftritt   und    noch 
weniger  eine  von  der  Form: 

z(aj:  +  6t/)  +  Ä3(a?,y)H , 

wo  die  Constanten  a  und  b  nicht  beide   verschwinden   und   wo  //3 

eine  ganze  homogene  Function  dritten  Grades  von  x  und  y  bedeutet. 

Zweitens.    G  enthält  charakteristische  Functionen  von  der  Form: 


(") 


ar^+  •••  ,     xy  -}-    ••  ,     y^  +    • 


1         , 


dagegen  keine  von  der  Form: 

z{ax-\-  by)  +  h^ix,  y)  +  ••• 

wo  a  und  b  nicht  beide  verschwinden. 

Drittens.    G  enthält  charakteristische  Functionen  von  der  Form 


(III) 


•  •  • 


2 

zx  +  g3{x,y)  H ,  zy  +  lh{3;,y)  + 


63]  Untersuchungen  über  unendliche  continuirliche  Gruppen.         105 

Wir  wissen  also  in  jedem  dieser  drei  Fälle,  was  für  charakte- 
ristische Functionen  von  nullter,  erster  und  zweiter  Stufe  auftreten; 
festzustellen  bleibt  nur,  was  für  Functionen  dritter  und  höherer  Stufe 
vorkommen  können. 


§  2- 

Vorerst  lassen  sich  unsere  drei  Fälle  noch  gemeinsam  behandeln. 
Aus  dem  Umstände  nämlich,  dass  die  Gruppe  G  in  jedem  der  drei 
Fälle  die  charakterischen  Functionen: 

x^  +  •••  ,     xy  +  •••  ,     y^  +  ••• 

enthält,  lassen  sich  gewisse  Schlüsse  Über  die  charakteristischen  Func- 
tionen dritter  und  höherer  Stufe  ziehen,  die  offenbar  flkr  alle  drei 
Fälle  gültig  bleiben. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  unsere  Gruppe  G  eine  charakteri- 
stische Function  m*"  Stufe  (m  >  2)   von  der  Form: 

hm{x,y)  +  ••• 

enthält,  unter  h^  eine  ganze  homogene  Function  m**°  Grades  von  j 
und  y  allein  verstanden.  Ausführlicher  geschrieben  wird  diese 
charakteristische  Function  so  lauten: 

(1)  a^x"-  +  a,x--'y  +  •••  +  a^^.xy^^'  +  a^y*»  +  ...  , 

wo  ao ,  Ol  . . .  a„,  nicht  sämmtlich  verschwinden  und  wo  die  weg- 
gelassenen Glieder  von  (m  +  1)**"  und  höherer  Stufe  in  z,  Xj  y  sind. 

Sind  dl  ...  a^  alle  null ,  so  haben  wir  schon  eine  charakteri- 
stische Function  von  der  Form :  a:^  -f-  •  •  • ,  im  entgegensetzten  Falle 
combiniren  wir  die  Function  (1)  eine  genügende  Anzahl  von  Malen 
mit:  x^  +  ...  und  gelangen  so  schliesslich  auch  zu  einer  charakte- 
ristischen Function  von  der  Form: 

die  unserer  Gruppe  G  angehört.  Combiniren  wir  jetzt:  a?"*  +  *** 
wiederholt  mit:  j/^+  •••,  so  linden  wir  der  Reihe  nach  die  Func- 
tionen : 
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die  unter  der  gemachten  Voraussetzung  alle  unserer  Gruppe  an- 
gehören. Ist  nun  fw>3,  so  erhalten  wir,  indem  wir  a:*"+  ••• 
(m  —  1 )  -  mal  mit  y  +  '  * '  combiniren,  die  Function :  j?^  -}■'*•  -  Dem- 
nach ist  klar,  dass  unsere  Gruppe,  wie  auch  m  sonst  beschaffen  sein 
mag,  stets  die  Functionen: 

enthalt.     Endlich  finden  wir  noch: 

{x^y  -}-  •••  9  ^  +  •••}  =  3rr*  +  ••• , 
{x^y  -}-  •••  9  ä:*  +  •••}  =  4ar*  +  "*  ? 

was  beliebig  weit  fortgesetzt  werden  kann.  Demnach  enthält  unsere 
Gruppe  überhaupt  für  jeden  Werth  n  >  2  eine  charakteristische 
Function  von  der  Form :  o;'*  -f~  ' "  ^^^  ^^^^  ^^^  Obigen  zugleich 
noch  n  von  der  Form: 

Also: 

Enthalt      eine      Berührungstransformationsgruppe      die 
charakteristischen  Functionen: 

a?*'  -}■  *  *  • »  ^y  4"  "  *  >  y*  H~  " ' 

und  enthält  sie  ausserdem  auch  nur  eine  charakteristische 
Function  iw*"  Stufe  (m  >  2)  von  der  Form: 

Am(^.  y)  +  ••'. 

so  ist  sie  unendlich  und  enthalt,  wie  man  auch  die  posi- 
tiven ganzen  Zahlen  i  und  k  wählen  mag,  stets  eine 
charakteristische  Function  von  der  Form: 

a?'y*  +  •"  • 


§3- 
Nunmehr  schliessen  wir  den  dritten  Fall   aus  und  beschränken 
tms  auf  die  Betrachtung  der  beiden  ersten  Fälle.     Diese  haben  näm- 
lich das  Gemeinsame,   dass  bei  keinem  von  beiden  eine  charakteri- 
stische Function  dritter  Stufe: 
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auftreten  kann,  in  der  a  und  b  nicht  beide  verschwinden,  deren 
Glieder  dritter  Stufe  also  z  wirklich  enthalten.  Wir  werden  zeigen, 
dass  ebensowenig  eine  charakteristische  Function  n^  Stufe  {n  >  3) 
vorkommen  kann,  deren  Glieder  n^  Stufe  z  wirklich  enthalten. 

G  sei  eine  unendliche  Gruppe,  die  unter  einen  der  beiden 
ersten  Fälle  gehört  und  enthalte  'eine  charakteristische  Function 
w*"  Stufe  (n  >  3),  in  deren  Gliedern  n**"  Stufe  z  wirklich  vorkommt. 
Dann  hat  diese  charakteristische  Function  nothwendig  die  Form: 

IM 

U  =^^  z^ h„_^  {X,  y)  +  •••, 

0 

WO  m<  ^(ä")'  unter  EI-^\  die  grösste  in  -^  enthaltene  ganze  Zahl 

verstanden,  wo  ferner  ä„_2^  eine  ganze  homogene  Function  (n — 2^)***^ 
Grades  von  x  und  y  ist  und  wo  die  weggelassenen  Glieder  von 
(n  -j-  1)*®'  und  höherer  Stufe  in  z,  j?,  y  sind.  Da  überdies  die 
Glieder  n**'  Stufe  von  U  die  Veränderliche  z  wirklich  enthalten 
sollen,  so  können  wir  voraussetzen,  dass  m  >  0  und  h^^2m  4=  0  ist. 

Es  sind  jetzt  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder  nämlich 
enthält  Ä„_2m  eine  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y  wirklich  oder 
es  ist  eine  blosse,  natürlich  von  Null  verschiedene  Constante. 

Im  ersten  Falle  kommen  wir  sehr  leicht  auf  einen  Widerspruch. 
Ist  nämlich  m  >  1  ,  so  combiniren  wir  ü  (m  —  1 )  -  mal  mit  der 
charakteristischen  Function:  1  -|-  •••  und  finden  so,  dass  unsere 
Gruppe  jedenfalls  eine  charakteristische  Function  von  der  Form: 

enthält,  wo  ö'n-2m+2  eine  ganze  homogene  Function  (n  —  2m 4-2)**'' 
Grades  bedeutet.  Ist  nun  n  —  2  m  =  i  ,  so  liegt  der  Widerspruch 
auf  der  Hand,  denn  V  ist  eine  unserer  Gruppe  angehörige  charak- 
teristische Function  dritter  Stufe,  deren  Glieder  dritter  Stufe  z  wirk- 
lich enthalten,  und  eine  solche  Function  darf  ja  unter  den  gemachten- 
Voraussetzungen  in  G  nicht  vorkommen.  Ist  aber  n  —  2m  >1,  so 
bilden  wir: 

(I  +  ..  ,   VI  =  - '-4l^  _  x*..^  -  .  *-*^  +  - 

Abhandl.  d.  K.  8.  Geäellsuh.  d.  WUsensch.  XXXV. 


108  SOPBUS    LlE,  [66 

da  nun  die  Differentialquotieatea  von  Ä^_2m  nicht  beide  verschwindea 
können ,  so  enthalten  die  GHeder  niedrigster  Stufe  in  •  einer  dieser 
beiden  charakteristischen  Functionen  z  wirklich,  wir  stossen  daher 
durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  schhesslich  auf  eine  charakteri- 
stische Function  dritter  Stufe,  deren  Glieder  dritter  Stufe  nicht  von 
z  frei  sind,  und  damit  auf  einen  Widerspruch. 

Der  erste  Fall  ist  also  ausgeschlossen.  Im  zweiten  ist  offenbar 
n  =  2m  und  da  w>3  sein  sollte,  so  ist  iw>2.  Ist  insbesondere 
m  >  2,  so  combiniren  wir  V  [n  —  2)-mal  nach  einander  mit:  i  -|~  *' 
und  finden  daher,  dass  unsere  Gruppe  sicher  eine  charakteristische 
Function  vierter  Stufe  von  der  Form: 

w=  z^  +  ^j/2(^.y)  +  j/il^.y)  +  ••• 

enthalt,  wo  g^  und  g^  ganze  homogene  Functionen  zweiten  und 
vierten  Grades  von  x  und  y  allein  sind.     Jetzt  ergiebt  sich  aber: 


hx     '    öx 


^9i        ^9i 


{x  +  ...,  W}  =r  -  2zx  _  z  "^  -  "^  —xg,  +    - 


und  da  die  Ausdrücke: 


nicht  beide  verschwinden  können,  so  ist  hiermit  wieder  eine  charak- 
teristische Function  dritter  Stufe  gefunden,  deren  Glieder  dritter  Stufe 
z  enthalten,  also  kommen  wir  auch  hier  auf  einen  Widerspruch. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  im  ersten  und  zweiten  Falle  nur 
solche  charakteristische  Functionen  dritter  und  höherer  Stufe  auf- 
treten können,  deren  Glieder  niedrigster  Stufe  von  z  frei  sind.  Da 
nun  unsere  Gruppe  G  unendlich  ist  und  also  sicher  charakteristische 
Functionen  von  höherer  als  der  zweiten  Stufe  enthält,  so  können 
wir  aus  dem  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  schliessen,  dass 
G  für  jedes  Paar  von  positiven  ganzen  Zahlen  i  und  ^,  das  der  Be- 
dingung: t-{-fc>2  genügt,  eine  charakteristische  Function  von  der 
Form:  xU/  -[-  •  •  enthält,  aber  sonst  keine  weiteren  charakteristischen 
Functionen  dritter  und  höherer  Stufe. 

Damit  sind  nun  im  ersten  und  zweiten  Falle  die  Anfangsglieder 
aller  auftretenden  charakteristischen  Functionen  bestimmt,  wir  können 
daher  sagen: 
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Gehört    G    unter    den    ersten    Fall,    so    enthält    es    die 
charakteristischen  Functionen: 

(n  afy'+  •••  (t,fc  =  0,1,2...), 

gehört  es  unter  den  zweiten  Fall,  so  enthält  es  die  charak- 
teristischen Functionen: 

(ir)  z-jxy+'-,     ^•y  +  ---      (t,A=  0,1,2.-.), 

dagegen  enthält  G  in  keinem  von  beiden  Fällen  eine 
charakteristische  Function,  deren  Glieder  niedrigster  Stufe 
sich  nicht  aus  den  Gliedern  niedrigster  Stufe  der  angege- 
benen charakteristischen  Functionen  linear  ableiten  lassen. 
Wir  wollen  noch  erwähnen,  dass  hierdurch  zugleich  die  charak- 
teristischen Functionen  dritter  und  höherer  Stufe  aller  endlichen 
Berührungstransforraationsgruppen  gefunden  sind,  die  unter  den  ersten 
oder  den  zweiten  Fall  gehören.  Diese  Gruppen  können  nämlich 
überhaupt  keine  charakteristische  Function  dritter  oder  höherer  Stufe 
enthalten,  denn  enthielten  sie  eine,  so  wäre  sie  offenbar  nicht  endlich. 

§4- 
Wir  kommen  jetzt  zu  dem  dritten  Falle  und  betrachten  also  die 
unendlichen  Gruppen  von  Berührungstransformationen,  die  ausser  den 
charakteristischen  Functionen: 

1  -(-..•,    j?-|-".,    y-f-"* 

1  , 

^  —  j^y  +  "' 

jedenfalls  noch  zwei  Functionen  dritter  Stufe  von  der  Form: 

(/=  zx  +  g^{x,y)  +  •••  ,      V=  zy  +  AßC^,!/)  +  •'• 

enthalten. 

Die  Function  g^  hat  die  Form: 

j3  =  ax^  +  ßx^y  +  r^y^  +  dy^ , 
also  wirdc 

\xy+  --vf^'!  =  ^^  +  ^^-  y^  +  ••• 

=  xz  -]-  Saxr^  -|-  ßa^y  —  yxy^  —  Zd^  +  "^ 
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das  heisst,    von  den  Gliedern    niedrigster  Stufe   von  U  werden   bei 

der  Combination   mit  xy  -^  •••  nur  zwei,  nämlich  xz  und  ßa^y  mit 

demselben  Factor  reproducirt.     Demnach  (Trfsgr.  I,  S.  622,  Satz  1) 

können  wir  schliessen,   dass   unsere  Gruppe  G  die  charakteristische 

Function : 

U'  =  xz  -\-  ßx^y  -]-••• 
enthält. 

Nunmehr  ergiebt  sich: 

{a^+  ••.,  IJ'\  =  —  (2/?+  1)ar»+  •••  . 

Ist  daher  iß  -{-  \  4=  0,  so  enthält  G  eine  charakteristische  Function: 
a?^  +  •••  ui^d  damit  nach  §  2  überhaupt  für  jedes  beliebige  Werthe- 
paar  %  und  k  eine  von  der  Form: 

^Y  +  •••  • 

Ausserdem  enthält  G  noch  die  beiden  Functionen  dritter  Stufe: 
xz -{-  •••,  yz -{-  •••,  also  auch: 

mithin  überhaupt:  3fy''z-{'  für  beliebige  ^,  i/  =  0, 1,  2  •• .  Ferner 
wird: 

[xf^yz  +  ••• ,  j?i&  -f"  •••}  =  vafy^'^z^  +  (^  —  \)x^'^^y^z  +  ••• , 

so  dass  auch  alle  charakteristischen  Functionen  von  der  Form: 
^y^^^H-*"  auftreten,  und  indem  man  so  fortfährt,  erkennt  man 
schliesslich,  dass  bei  beliebiger  Wahl  der  positiven  ganzen  Zahlen 
t,  /?,  j  stets  eine  charakteristische  Function  von  der  Form: 

dfff^z^  +  ••• 
auftritt. 

AI1q3  das  gilt,  wenn  2/9+1  4=  0  ist.     Ist  aber  2/?  +  1  =  0  , 

und  enthielte  G  ftir  iw  >  2  eine  charakteristische  Function  w**'  Stufe, 

deren  Glieder   niedrigster  Stufe  von  z  frei  sind,   so  Hessen  sich  die 

eben    durchgeführten   Schlüsse   wieder   anwenden    und   wir   kämen 

auf  den  vorigen  Fall   zurück.     Demnach   bleibt   nur   noch    der   Fall 

zu   erledigen,   dass  2^:?  +  1  =  0    ist  und  dass  für  m>2  in  G  nur 

solche  charakteristische  Functionen  m**'  Stufe  auftreten,  deren  Glieder 

m^  Stufe  z  wirklich  enthalten.     Dieser  Fall  kann  aber  hier  gar  nicht 

eintreten,  wenn  G  unendlich  sein  soll. 
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In   der   Tfaat,    unter   den   eben   beschriebenen  Voraussetzungen 
enthielte  G  die  beiden  charakteristischen  Functionen  dritter  Stufe: 

xz  —  Y^y  "^ 
[y^  +    ••,   ^z  —  g-a^yH }=  2  (yz  —  -^  a?y^j^ , 

sonst  aber  offenbar  keine  von  dritter  Stufe.     Ferner  enthielte  es  die 
charakteristische  Function  vierter  Stufe: 

{y^  —  ji^y^  +  •••,   ^^  —  y^^yH — }  =  (^  —  jä>y^  H — . 

Wäre  nun  G  unendlich,  so  enthielte  es  auch  für  n  >  4  noch  charak- 
teristische Functionen  n**'  Stufe,  also  etwa  die  Function: 


m 


ü=^^zn„_^{x,y)-i-  ■■■, 

0 

wo  m  <  £  1^1  ist  und  wo  wir  annehmen  können,  dass  m  >  0  und 

An- 2m  4=  0  ist,  denn  die  Glieder  niedrigster  Stufe  von  U  dürfen  nicht 
von  z  frei  sein. 

Wir  dürfen  hier  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  annehmen, 
dass  A^_2«  von  x  frei  ist.     Es  wird  nämlich: 

tu  VI  m 


wenn  daher  h^^^  noch  nicht  frei  von  x  ist,  können  wir  durch  ge- 
nügend oft  wiederholte  Combination  mit  y^  -{-  -"  stets  eine  charak* 
teristische  Function  von  der  Form  U  ableiten,  in  der  A^«2m  von  x 
frei  und  überdies  von  Null  verschieden  ist.  Demnach  dürfen  wir 
von  vornherein  h^^^m  =  y**~^  setzen.  Unter  dieser  Voraussetzung 
ergiebt  sich,  wenn  wir  jedesmal  unter  den  Gliedern  n^  Stufe  nur 
die  mit  z*""^  und  mit  z"*  berücksichtigen: 

CA)   !l!^+-'^}  =  -  +  ^"""^yi^  ^%|^'  +  mf-''-'") 

Liesse  sich  nun  aus  diesen  drei  Functionen  stets  eine  Function 
n**'  Stufe  linear  ableiten,  deren  Glieder  n*"  Stufe  von  z"*  frei  wären 
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aber  i^^^  wirklich  enthielten,  so  könnten  wir  die  Zahl  m  von  vorn- 
herein um  eine  Einheit  kleiner  annehmen  als  vorhin,  könnten  dann 
das  eben  angewendete  Verfahren  noch  (m — 1)-mal  wiederholen 
und  würden  schliesslich  zu  einer  charakteristischen  Function  n**''  Stufe 
von  z  gelangen,  deren  Glieder  n*®'  Stufe  von  z  frei  wären.  Eine 
solche  Function  ist  aber  ausgeschlossen,  also  müssen  wir  bei  dieser 
Verkleinerung  von  m  einmal,  ohne  dass  m  null  wird,  zu  einer  Function: 

gelangen,  die  so  beschaffen  ist,  dass  sich  aus  den  drei  Functionen 
(A)  keine  Function  linear  ableiten  lässt,  deren  Glieder  n*"  Stufe 
zwar  von  z"*,  nicht  aber  von  z*""^  frei  sind.  Die  ganze  homogene 
Function  A^_2m+2  genügt  daher  dann  den  Gleichungen: 


X 


^An--2m  +  2  ..  ^^n  — 


und  hat  somit  die  Form: 


—  y ät: =  —  (n  —  2m)  A^_2^+2 


^  ^,,n-2m  +  l 


An-2m  +  2  Q  ^^ 

SO  dass  U  selbst  in  der  Form: 


m— 2 

m 


t«r 


ü 

erscheint. 

Nunmehr  bilden   wir  die   charakteristische  *  Function    (fi-j-1) 
Stufe: 

Da  «>.4  war  und  m  <^(y)'  so  ist  w  —  m>2,  das  Glied  mit  z* 

verschwindet  also  nicht.  Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  die  Function 
V  von  vornherein  so  annehmen  können,  dass  n  um  Eins  grösser  ist 
als  ursprünglich,  während  m  dasselbe  bleibt.  Das  ganze  Verfahren 
können  wir  nun  offenbar  so  oft  wiederholen,  wie  wir  wollen,  und 
wir  linden  daher  schliesslich  eine  unserer  Gruppe  angehörige  cha- 
rakteristische Function: 


m 


l/-=^.z"A,_j,(^,y)  + 


(I 
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bei  der  m>0,  A^__2m  +  0  und  n  —  2m  beliebig  gross,  also  ins- 
besondere >  2  ist.  Combiniren  wir  aber  jetzt  U  m-mal  hinter  ein- 
ander mit  1  +  •  • ,  so  erhalten  wir  eine  charakteristische  Function 
von  der  Form: 

die  mindestens  von  dritter  Stufe  ist  und  deren  Glieder  niedrigster 
Stufe  von  z  frei  sind.  Damit  sind  wir  auf  einen  Widerspruch  ge- 
stossen  und  haben  also  bewiesen,  dass  der  oben  angenommene  Fall 
gar  nicht  eintreten  kann. 

Gehört  also  eine  unendliche  BerUhrungstransformationsgruppe  G 
zu  der  dritten  der  drei  von  uns  unterschiedenen  Klassen,  und  sind 
t,  fc,  j  irgend  drei  positive  ganze  Zahlen  mit  Einschluss  der  Null,  so 
enthält  G  stets  eine  charakteristische  Function  (i  +  ft  +  2j)**'  Stufe 

von  der  Form: 

x*y^z^  -f-  •  •  •  . 

Ist  daher  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  >0,  so  enthalt  G  stets  die 
grösste  überhaupt  mögliche  Zahl  von  solchen  charakteristischen  Func- 
tionen n*®'  Stufe,  aus  denen  sich  keine  Function  (n-j-1)**''  oder 
höherer  Stufe  linear  ableiten  lässt. 

Hieraus  folgt  endlich,  dass  die  charakteristischen  Functionen  W 
unserer  Gruppe  G  gar  keiner  Definitionsgleichung  genügen  können. 

In  der  That,  die  etwa  vorhandenen  Definitionsgleichungen  sind 
nothwendig  linear  und  homogen  in  W  und  seinen  DilTerentialquotienten. 
Wir  wollen  nun  jeden  DilTerenlialquotienlen  von  der  Form: 

^i  +  k+J  VF 

als  einen  Difi'erentialquotienten  (i  +  fc  +  2j)**'  Stufe  bezeichnen  und 
uns  die  Definitionsgleichungen  auf  eine  gewisse  Normalform  gebracht 
denken:  Zunächst^)  schafi'en  wir  alle  Differentialquotienten  zweiter 
und  höherer  Stufe  fort  und  lösen  die  übrig  bleibenden  Gleichungen 
nach  so  vielen  Differentialquotienten  erster  Stufe  auf  als  möglich,  dann 
schaffen  wir  alle  Differentialquotienten  dritter  und  höherer  Stufe  fort 
und  lösen  die  übrig  bleibenden  Gleichungen  zweiter  Stufe  nach  so 
vielen  Differentialquotienten  zweiter  Stufe  auf  wie  möglich.     In  dieser 


\)   Das  Auftreten    einer  Gleichung   nullter  Stufe    ist   ausgeschlossen,    da    die 
nur  die  Form:    W=0  haben  könnte. 
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fabreo  wir  fort,  dann  wird  jede  DefinilionsgleichQng  Ton  der 
Scofe  •  -4-  i  -p  2 j  die  Form: 

besitzen«  wo  ii,  r,  :r  der  Bedingung  /i  +  r  +  2;r  <  i  -f-  i  -f"  ^J  S®" 
nOgen  und  wo  die  x  gewöbniicbe  PoCenzreiben  yon  x,  y,  x  sind. 

Gäbe  es  nun  bei  der  oben  betrachlelen  Gruppe  G  eine  De- 
finitionsgleichung von  (t  -|-  i  4~  ^i;^  Stufe,  so  wären  offenbar  die 
CoefBcienten  der  Glieder  niedrigster  Stufe  in  jeder  charakteristischen 
Function  (i  4~  '^  4~  ^j)^  Stufe  von  G  durch  eine  lineare  homogene 
Relation  verknüpft,  was  nach  dem  Obigen  unmöglich  ist.  Demnach 
haben  die  Definitionsgleichungen  von  G  die  Form  0  =  0  und  G  ist 
die  unendliche  Gruppe  aller  Berührungstransformationen  der  Ebene. 

Wir  haben  somit  den 

Satz  L  Enthält  eine  unendliche  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  charakteristische  Functionen 
von  der  Form: 

^-\ — ,  ^y  +  -•  ,   j^H — 

und  ausserdem  noch  zwei  dritter  Stufe  von  der  Form: 

zx  +  y3(x,y)H — ,    -y  +  *3('r,y)H — , 

so  ist  sie  die  unendliche  Gruppe  aller  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene. 

Wir  kehren  jetzt  zu  den  beiden  ersten  Klassen  von  Gruppen 
zurück  und  zeigen,  auf  welche  Normalformen  sie  gebracht  werden 
können. 

§3- 

Jede  der  ersten  Klasse  angehörige  Gruppe  enthielt  die  charak- 
teristischen Functionen: 

xV+.--        (f\*  =  0,  1,2...), 

aber  keine  charakteristische  Function,  in  deren  Gliedern  niedrigster 
Stufe  z  vorkommt.  Die  allgemeinste  charakterislische  Function  W  der 
Gruppe  wird  daher  bis  auf  die  Glieder  zweiter  Stufe  genau  die  Form: 
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W=      ci(1  +aa?  +  /?y  +  y2J  +  dar^  +  «a;y  +  ^y^+  •••) 

+  ^(^  +  7^  +  ^  ^  +  *'^y  +  ^'^  +  •*') 

+  C4(ar^H )  +  C5(icy-| )  +  C6(y^H )H 

besitzen,  wo  c^ ,  C2 ,  .  . .  Cg  willkürliche  Gonstanten,  «,/?,...,;'',... 
aber  bestimmte  Zahlen  sind. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  die  Substitution :  o?  1=  y  =  z  =  0  durch 
den  Index  0  andeuten: 

(-dr)o=  "'^  +  '^^  +  "'^ 

(^0=  2c.d+  2M'  +  203*"+  2c, 

und  so  weiter.  Aus  den  drei  ersten  dieser  Gleichungen  lassen  sich 
^1)  ^9  ^z  nicht  wegschaffen,  also  giebt  es  jedenfalls  keine  Definitions- 
gleichung erster  Stufe;  dagegen  kann  man  c^..,c^  aus  den  sechs 
ersten  wegschaffen,  es  wird  nämlich: 

Da  nun  a?  =  t/  =  z  =  0  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  ist, 
so  können  wir  hieraus  schliessen,  dass  unsere  Gruppe  eine  Defini- 
tionsgleichung zweiter  Stufe  von  der  Form: 

besitzt. 

Ausser  der  Definitionsgleichung  (a)  treten  natürlich  auch  noch 
alle  die  auf,  die  durch  Differentiation  nach  x^  y,  z  aus  ihr  entstehen, 
aber  auch  keine  weiteren.  In  der  That,  die  allgemeinste  Definitions- 
gleichung n**'  Stufe  (w>2),  die  aus  (a)  durch  Differentialion  entsteht, 
hat  die  Form: 

WO  f,  Ä,  j  alle  Werlhe  annehmen  können,  für  die  i  -f-  fc  -|-  2 j  +  2  =  n 
ist  und  wo  /i,  ^,  77  der  Bedingung 
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genügen.  Diese  Definitionsgleichungen  sagen  aber  aus,  dass  in  jeder 
charakteristischen  Function  n***  Stufe,  die  ihnen  genügt,  die  Glieder 
n**'  Stufe  von  %  frei  sind.  Da  nun  unsere  Gruppe  G  für  jedes  n  die 
grösste  mögliche  Zahl  solcher  charakteristischer  Functionen  n**'  Stufe 
enthält,  die  Glieder  n^  Stufe  von  %  frei  sind  und  aus  denen  sich 
keine  Function  (n  +  ^  )**'  oder  höherer  Stufe  linear  ableiten  lässt,  so 
ist  klar,  dass  ausser  den  Definitionsgleichungen  (a)  keine  weiteren 
von  n*"  Stufe  auftreten  können.  Also  ergeben  sich  alle  Definitions- 
gleichungen von  G  aus  (a)  durch  Difi*erentiation. 

Um  die  Form  der  Definitionsgleichung  (a)    näher  zu  bestimmen, 
führen  wir  an  Stelle  von  x^  y^  z  durch  die  Substitution 

x  =  x^,    z  =  x^,    t/=— g 

die  neuen  Veränderlichen  a?i,  a?2,  Pi,  Pa  ein  und  verwandeln  also  die 
infinitesimalen  Transformationen  unserer  Gruppe  in  homogene  in- 
finitesimale Berührungstransformationen.  An. Stelle  der  charakteristi- 
schen Function   W  tritt  dann  die  Function: 

die  in  p^ ,  p^  homogen  von  erster  Ordnung  ist  (Trfsgr.  II,  273)  und 
zwar  genügt  H  entsprechend  der  Differentialgleichung  (a)  einer  Glei- 
chung von  der  Form: 

wo  die  A,  /i,  y  gewisse  Functionen  von  x^^  x^,  p^  P2  sind,  und  ausser- 
dem noch  der  Homogenitätsbedingung: 

genügen,  so  dass  also  in  den  neuen  Veränderlichen  die  allgemeinste 
charakteristische  Function  unserer  Gruppe  durch  die  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen 


(c) 


definirt  wird. 


75]  Untersuchungen  über  unendliche  continuirliche  Gruppen.         117 

Sind  ^1 ,  J92 ,  1/3  drei  von  einander  unabhängige  Lösungen  der 
Differentialgleichungen  (c) ,  so  lässt  sich  die  allgemeinste  Lösung 
dieser  Gleichungen,  also  mit  andern  Worten  die  allgemeinste  cha- 
rakteristische Function  unserer  Gruppe  in  der  Form: 


"'Ah  t) 


darstellen,  wo  Jl  eine  willkürliche  Function  seiner  Argumente  ist. 
Da  nun  überdies  zugleich  mit  fl,  und  H^,  stets  auch  (//,//t)  die  Diffe- 
rentialgleichungen (c)  befriedigt,  so  ergiebt  sich,  dass  alle  charakte- 
ristischen Functionen  unserer  Berührungstransformationsgruppe  G  einer 
gewissen  dreigliedrigen  homogenen  Functionengruppe  angehören,  sie 
bilden  nämlich  den  Inbegriff  aller  Functionen  erster  Ordnung  dieser 
Functionengruppe. 

Denken  wir  uns  jetzt  diese  dreigliedrige  homogene  Functionen- 
gmppe  auf  ihre  kanonische  Form  gebracht,  so  sind  nur  zwei  Fälle 
denkbar:  entweder  hat  die  kanonische  Form  die  Gestalt:  Xj,  X,,  P^ 
oder  die  Gestalt:  X^,  P^,  ^2-  Von  diesen  beiden  Fällen  ist  aber  der 
erste  ausgeschlossen,  denn  sonst  könnte  man  durch  eine  homogene 
Berührungstransformation : 

a?,  =  Xj ,     X'i  =  Ä2 ,     px  =  Pi  ^     P2  =  P^ 
erreichen,  dass  alle  charakteristischen  Functionen  von  G  in  der  Form: 

p[Ji{x[,  x:^) 

enthalten  wären,  dass  also  G  aus  lauter  Punkttransformationen  be- 
stände, während  es  doch  irreducibel  sein  soll. 

Unsere   Functionengruppe    besitzt   somit    die    kanonische   Form: 
X| ,  Pi ,  P2 ,  die  charakteristischen  Functionen  von  G  lassen  sich  somit 
■  in  der  Form : 

darstellen  oder  nach  Ausführung  einer  geeigneten  Berührungstrans- 
formation : 

Pi  =  Pi ,     P2  =  P2 ,     a?j  =  Aj ,     a?2  =  A2 
in  der  Form: 

worin  schon  liegt,  dass  die  hier  betrachteten  Gruppen  alle  durch 
Berührungstransformationen  mit  einander  ähnlieh  sind. 
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Wir  wollen  uns  gleich  hier  noch  einmal  ausdrücklich  davon 
überzeugen,  dass  unsere  Gruppe  G  irreducibel  ist. 

Wäre  sie  reducibel,  so  mttsste  es  zwei  von  einander  unabhängige 
Functionen 

geben,  die  in  Involution  lägen: 

und  die  für  jedes  H  Gleichungen  von  der  Form: 

erfüllten.    Dann  aber  wäre: 


(f'^^)=f!t-l^=-(^^'^«) 


und  da  N^  und  N2  nicht  beide  von  x[  und  a^  frei  sein  können,   so 
käme: 


g  =  »W,iV,), 


wir  könnten  also 

iv,  =  4 

setzen.    Ferner  mttsste  sein: 

also  könnten  wir  N^  =  x[  setzen,  dann  aber  würde  folgen : 

also  gleich  einem  nicht  identisch  verschwindenden  Ausdruck,  womit 
wir  auf  einen  Widerspruch  gestossen  sind.  Unsere  Gruppe  G  ist  also 
wirklich  irreducibel. 

Kehren  wir  jetzt  zu  den  nicht  homogenen  Veränderlichen  z,  x^  y 
zurück,  so  sehen  wir,  dass  die  allgemeinste  charakteristische  Function 
unserer  Gruppe  G  jetzt  die  Form: 

W=J2{x,y) 

besitzt,  wo  Jl  eine  willküriicbe  Function  bezeichnet.    Also: 
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Satz  2.  Enthalt  eine  unendliche  Gruppe  vod  BerUhrungg- 
transforoiationen  der  Ebene  die  folgenden  cbaraklerisli- 
schen  Functioneo  von  oullter,  erster  und  zweiter  Stufe  iu 
den  z,  X,  y: 

1  +-,       x^---,      •/+-• 
x^-\ — ,    xy -{-•■■ ,    y*+  ■■■t 

dagegen  keine  charakteristische  Function  zweiter  Stufe  von 
der  Form: 

so  ist  die  Gruppe  irreducibel  und  kann  durch  eine  BerUh- 
rungstransformation  der  Ebene  auf  eine  solche  Form  ge- 
bracht werden,  dass  ihre  allgemeinste  charakteristische 
Function  die  Form: 

W=Jl{x,y) 
besitzt,  unter  Jl  eine  willkürliche  Function  verstanden. 


§6- 
Nunmehr  bleiben  uns  nur  noch  alle  die  Gruppen  zu  bestimmen, 
deren  charakteristische  Functionen  die  Form: 


('1) 


K+- 


f  +  - 


I  x'y+-     (i,*  =  0,1,2...,i  +  *>3) 

besitzen,  während  charakteristische  Functionen  dritter  oder  höherer 
Stufe,  in  deren  Gliedern  niedrigster  Stufe  z  wirklich  vorkommt,  nicht 
auftreten. 

Combiniren  wir  irgend  zwei  charakteristische  Functionen  (d) 
unserer  Gruppe,  etwa  die  beiden  U  und  V  von  bezüglich  m*"  und 
n*"  Stufe,  so  erhalten  wir  eine  der  Gruppe  angehörige  charakte- 
ristische Function  |l/Vj,  deren  Glieder  niedrigster  Stufe  sieb  aus  den 
Gliedern  niedrigster  Stufe  gewisser  unter  den  Functionen  (d)  linear 
ableiten  lassen.  Enthalt  nun  die  Enlwickelung  von  |rVj  wirklich 
Glieder  (m  -j-  n —  2)*"  Stufe,  so  kommt  unter  diesen  Gliedern  augen- 
scheinlich niemals  eins  von  der  Form:  z  — -ä^y  vor.     Diesen  Um- 
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stand  können  wir  benutzen,  qdq  eine  wichtige  Eigenschaft  unserer 
Gruppe  zu  beweisen. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

(    JV=1  +  ---,    X  =  a?+-",     Y  =  y  -\-    " 
(e)  ^   X^=x^+  -',    XY  =  xy+  -^,     72  =  1/4-... 

[  X'Y'  =  x'y'+    ••        (i  +  Ä>2), 

wo  zum  Beispiel  XY  nicht  als  ein  Producü,  sondern  nur  als  ein 
Symbol  aufzufassen  ist;  ausserdem  setzen  wir: 

/==  z  —  jxy-^ . 

Ferner  wollen  wir  unter  f4,  V^  ...  immer  solche  charakteristische 
Functionen  unserer  Gruppe  verstehen,  deren  Reihenentwickelungen 
mindestens   mit   Gliedern   k^  Stufe   beginnen.     Endlich    wollen   wir 

unter  f^ ,  Vjk  . .  .  solche  charakteristische  Functionen  fc*"  Stufe  ver- 
stehen, die  die  Form: 

aN  +  (iX  +  /Y  +  AX^  +  ^eXY  +  ^y^  +  u, 

besitzen. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  sich  die  charakteristischen  Func- 
tionen (d)  immer  so  wählen  lassen,  dass  je  zwei  unter  den  Func- 
tionen (d)  und  Z  mit  einander  combinirt  immer  eine  charakteristische 

Function  von  der  Form  U  liefern,  also  eine,  die  sich  schon  aus  den 
Functionen  (e)  linear  ableiten  lässt,  ohne  Zuhulfenahme  der  Function  Z. 
In  der  That,  es  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

\YZ\  =  -jY+dZ^Ü, 

fuhren  wir  daher  Y —  2()Z  als  neues  Z  ein  und  X  —  iaZ  als  neues 
X,  so  wird  einfach : 

(0  jyz}  =  -iy+i/,,    {xzj  =  -ij+v,. 

Da  ferner: 

jYXj   zzz  1    +  ... 

ist,  so  können  wir  hier  die  rechte  Seite  als  neues  N  einführen  und 
bekommen : 

(g)  jFX|  =  .V. 
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Nachdem  wir  die  charakterislischen  Functionen  (e)  in  dieser  Weise 
gewählt  haben,  behaupten  wir,  dass  jetzt  wirklich  zwei  beliebige 
unter  den  charakteristischen  Functionen  (e)  und  Z  combinirt  stets 
eine  von  der  Form: 

liefern. 

Für  zwei  solche  unter  den  charakteristischen  Functionen  (e)  und 
Z,  deren  Stufensumme  I>  4  ist,  bedarf  es  gar  keines  besonderen 
Beweises,  denn  die  liefern  combinirt  eine  Function  von  mindestens 
dritter  Stufe.  Wir  brauchen  also  unsere  Behauptung  nur  für  je  zwei 
solche  charakteristische  Functionen  zu  beweisen,  deren  Stufensumme 
<  4  ist. 

Zunächst  ist  von  vornherein: 

|y^  A-;  =  4yi-^r3 
>r\xyjr=2y^^V3 

;xy,  x^;  z=2X^-i-'»3 

und: 

sind  sdmmllich  von  dritter  oder  höherer  Stufe.  Demnach  ist  ganz 
allgemein : 

Femer  ergiebt    sich   aus   der   Form   der   Reihenentwickelungen 

(e)  sofort  •  dass 

(k)  jiT,;  =  r,,    ;A'r,j  =  H; 

ist.     Dagegen  wird  zunächst : 

; yf,(  =  /.X  -^  «  y  -r  rZ  -^  V, , 

die  Identität: 

;;yr,;z:-i-;;f,z:y;-r;izy;f4  =  o 

liefert  aber  bei  Berücksichtigung  von   -f},  (k;  und  'h^ : 

_|A_^y+H;  +  i{yr,;  =  o. 

also  ist  V  =:  0.  In  derselben  Weise  lasst  sich  \\\li\  behandeln.  Wir 
können    somit    die   eben    gewonnenen   Ergebnisse    mit    den    Formeln 

(f)  in  die  allgemeine  Gleichung: 

(1)  ;t-,  r,;  =  % 

zusammen  fassen . 
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Die  Identität: 

||yxjz(  +  |{xz|yj  +  j{zy|xj=o 

liefert  wegen  jyX}  =  iV  und  wegen  der  Gleichungen  (f)  und  (1) 
sofort: 

\NZ\  =  -N+Ü,, 

es  ist  also  überhaupt: 

\ZU,\  =  %        (fc  =  0,i,2...). 

Ferner  ist  offenbar: 

{NU,\  =  V,; 
dagegen  wird  zunächst: 

aber  die  Identität: 

\\YX\U,\  =  \\XU,\Y\+\\UJ\X\=0 

zeigt  wegen 

\XU,\  =  V,,     \V,Y\  =  W,,     ..., 

dass  A  =  0  ist.     Ebenso  liefert  die  Identität: 

\\YX\U,\  +  \\XU,\Y\  +  \\V,Y\X\  =  0 

bei  Berücksichtigung  von  (g)  eine  Gleichung  von  der  Form: 

\NÜ,\  =  % . 
Endlich  bilden  wir  noch  die  Identität: 

\\NZ\Y\-\-\\ZY\N\-{-\\YN\Z\ 

und  erkennen  aus  ihr,  dass  auch: 

\NY\  =  V, 
ist;  ebenso  wird  natürlich  auch: 

\NX\  =  V, , 
SO  dass  nunmehr  ganz  allgemein  die  Gleichung: 

gilt,  wo  Ujt  und  Vj  irgend  zwei  unter  den  charakteristischen  Func- 
tionen Z  und  (e)  bedeuten,  während  Wj^^j^^  ^^^^  charakteristische 
Function  ist,  die  ohne  Zuhülfenahme  von  Z  aus  den  Functionen  (e) 
allein  linear  ableitbar  ist. 
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Wir  können  hieraus  schliessen,  dass  die  erste  derivirte  Gruppe 
unserer  unendlichen  Gruppe  (d)  zwar  alle  die  charakteristischen 
Functionen  (e)  enthält,  nicht  aber  eine  charakteristische  Function 
von  der  Form  1  und  also  überhaupt  keine  charakteristische  Function, 
deren  Glieder  niedrigster  Stufe  %  wirklich  enthalten.  Diese  erste 
derivirte  Gruppe  gehört  demnach  unter  den  im  vorigen  Paragraphen 
erledigten  Fall  und  kann  durch  eine  Berührungstransformation  der 
Ebene  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden,  dass  ihre  allgemeinste 
charakteristische  Function  die  Form 

erhält,  unter  W  eine  willkürliche  Function  von  x  und  \j  allein  ver- 
standen. Es  bleibt  uns  daher  nur  noch  die  Form  zu  bestimmen, 
die  unsere  Gruppe  in  den  neuen  Veränderlichen  erhält. 

Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  die  unendliche  Gruppe  ^fi^^^ 
wieder  in  homogener  Form,  wodurch  ihre  allgemeine  charakteristische 
Function  die  Form: 


//  =  P,W(..,-?1) 


P2i 

annimmt,    und  wir  müssen  nun   entsprechend  der   charakteristischen 
Function  Z  eine  charakteristische  Function 


l]  =  p2/*(^n  ^2.  —  ~) 


bestimmen,   die   so   beschaffen   ist,    dass   für  jedes  U  eine  Relation 
von  der  Form: 

besteht.     Dabei   dürfen  wir   natürlich   zu  V  jede  beliebige  Function 
von  der  Form  ü  addiren. 
Zunächst  ist: 

also  wird: 

ü  =  ^,;,,V.(x.,   -  g)  +  p,w(x.,  -  ?t)  , 

WO  W  ohne  Weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden  kann.     Ferner  muss 
werden 

Abhandl.  d.  K.  S.  GeselUch.  d.  WidüenHch.   XXXV.  \  0 
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also  ist  Vj  =  0  9  und  V^  und  somit  auch  ü  von  a?i  frei.  Endlich 
muss  werden: 

also  ist   F3  =  0  und  somit   V^  eine  blosse  Constante. 

Die  charakteristische  Function  U  kann  somit  in  der  Form  X2P2 
angenommen  werden,  und  wirklich  wird  jetzt: 

Kehren  wir  daher  zu  den  nichthomogenen  Veränderlichen  z^  x,  y 
zurück,  so  sehen  wir,  dass  zu  den  charakteristischen  Functionen 
W{x^  y)  noch  die  Function  z  hinzukommt  und  dass  die  allgemeine 
charakteristische  Function  unserer  Gruppe  in  den  neuen  Veränder- 
lichen die  Form: 

az+  W{x,  y) 

erhält.  Diese  Gruppe  ist  natürlich  irreducibel,  da  sie  eine  irreducible 
unendliche  Untergruppe  enthält. 

Demnach  haben  wir  den 

Satz.  Enthält  eine  unendliche  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  clie  folgenden  charakteristi- 
schen Functionen  von  nullter,  erster  und  zweiter  Stufe 
in  den  z,  ar,  y\ 

dagegen  keine  charakteristische  Function  dritter  Stufe,  in 
deren  Gliedern   dritter  Stufe   z  wirklich  vorkommt,   so   ist 
die  Gruppe   irreducibel   und   kann  durch    eine  Berührungs- 
transformation  der  Ebene   auf  eine  solche  Form  gebracht 
werden,    dass  ihre  allgemeine  charakteristische  Function 

die  Form: 

az4-  W(a?,  y) 

besitzt,  wo  a  eine  willkürliche  Constante  und  W  eine  will- 
kürliche Function  bedeutet. 
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§  7. 

Wir  fassen  schliesslich  die  Ergebnisse  der  §§1  — 6  noch  einmal 
zusammen : 

Theorem.  Soll  eine  unendliche  coniinuirliche  Gruppe  von 
Berührungsiransformaiionen  der  Ebene  z^  x  irreducibel  nein^  ho 
ist  noihwendig  und  hinreichend^  dass  sie  in  der  Umgebung 
eines  Werihsysiems  von  allgemeiner  Lage^  etwa  in  der  Um- 
gebung des  Werihsysiems:  z  =r  j;  =:  y  =  0  charakierisiische 
Functionen  nullier^  erster  und  zweiter  Stufe  von  der  folgenden 
Form: 

enthält^  und  zwar  ist  die  Gruppe  entweder  die  unendliche 
Gruppe  aller  Berührungsiransformaiionen  der  Ebene  oder  sie 
ist  durch  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  ähnlich 
mit  einer  unendlichen  Gruppe^  deren  charakteristische  Func- 
tionen eine  der  beiden  Formen: 

Jl{x,  y) 
und: 

cz  +  Jl{x,  y) 

besitzen,  wo  Jl  eine  willkürliche  Function  seiner  Argumente 
und  c  eine  willkürliche  Consta^te  bedeutet. 

Es  giebt  demnach  in  der  Ebene  überbaapt  nur  sechs  irredacibie 
coDtinairliche  Gruppen  von  Berühmogslransrormationen,  drei  endliche 
ond  drei  unendliche.  Fassi  man  diese  Gruppen  als  Gruppen  von 
Ponkttraosformationen  des  A3  aof,  so  giebt  es  onler  ihnen  nur  zwei, 
die  primitiv  sind ,  ndmiich  die  unendliche  Gruppe  aller  Berührung»- 
transformationeii  und  die  zehngliedrige  irreducibele  endliche  Gruppe. 
Die  beiden  unendlichen  Gruppen:  Jl(x,  y)  und:  cz  -f-  J2(x,  y)  lassen 
namlidi,  als  Gruppen  des  Raumes  z,  x,  y  aufgeiasst,  das  simultane 
System:  dx  =1  dy  =:  0  invariant  und  sind  daher  imprimitiv. 


i^* 


426  SopHus  LiE,  [8i 


Capitel  IV. 

Bestimmung  einer  Klasse  von  irreducibeln  unendlichen 
continuirlichen  Berühriingstransformationsgruppen  des  An+i- 

In  Capitel  25  von  Trfsgr.  II  sind  alle  endlichen  continuirlichen 
Berührungstransformationsgruppen  des  R^^i  bestimmt,  die  einer  ge- 
wissen Klasse  angehören.  Jetzt  suchen  wir  auch  alle  unendlichen 
continuirlichen  Gruppen,  die  dieser  Klasse  angehören. 

Benutzen  wir,  wie  damals,  die  Grössen  z,  a?i...a;„,  ^1...^« 
als  Coordinaten  der  Elemente  des  A^^i:  z,  Xi...x^^  so  erscheint  die 
Bedingung  für  das  Yereinigtliegen  zweier  unendlich  benachbarten 
Elemente  in  der  Form: 

dz  —^^y.dXr  =  0 

und  die  betreffende  Klasse  von  Bertthrungstransformationsgruppen  des 
^n+i  '^ss^  sich  nun  folgendermassen  definiren:  Sie  besteht  aus  allen 
den  BerUhrungstransformationsgruppen  des  i^+i,  die  als  Gruppen 
von  Punkttransformationen  des  Ä2n+i'  ^^  ^i---^n?  yi-'-Vn  so  be- 
schaflten  sind,  dass  bei  Festhaltung  eines  Punktes:  z^,  x^^  yl  von 
allgemeiner  Lage  die  oo^»»-»  durch  diesen  Punkt  gehenden  Linien- 
elemente: dz:  dx^idy^^  die  der  Gleichung: 

1 
genügen,  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt  werden. 

Wie  in  den  Trfsgr.  II,  S.  462  denken  wir  uns  das  Werthsystem 
z^^  j:J,  yj  durch  eine  Berührungstransformation  des  /?„+i  in  das 
Werthsystem:  z=ix^  =  y^  =  0  übergeführt.  Dann  zeigen  die  da- 
maligen  Betrachtungen,  dass  jede  Berührungstransformationsgruppe  G 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  in  der  Umgebung  des  Werth- 
systems :  z  =  x^  =  y^  =:  0  die  nachstehenden  charakteristischen 
Functionen  enthält: 
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Eralens    gewisse  von    nullter  und  erster  Stufe  von  der  Form; 

(A)  1  +  -,     x,-\-  ■■-,     j,,+  -..  {v=.  I...n), 

zweitens  entweder  n(2w  -|-  I)  oder  n(2n+  I)  -f  1  cliarakteristische 
Functionen  zweiter  Stufe,  aus  denen  sich  keine  Function  driller  oder 
höherer  Stufe  linear  ableiten  lässt,  und  zwar  haben  diese  charakteri- 
stischen Functionen  im  ersten  Falle  die  Form: 


(B)       x^x,-\-  ■■■.  j;^y,  +  ■■■,  y„y,  +  ---     (/',»'=  i  ■ 

wozu  im  zweiten  Falle  noch  eine  von  der  Geslalt: 


«). 


(C) 
kommt. 

Es  fragt  sich  nun,  was  für  charakteristische  Functionen  dritter 
und  hüherer  Stufe  eine  unendliche  Berilhrungstransforraalion^gruppeC 
von  dieser  UeschatTenheit  enthalten  kann. 


Wir  lienutzen  zunächst  blos  den  Umstand,  dass  G  immer 
ft(2»-|-l)  Functionen  zweiler  Stufe  von  der  Form  (B)  enthalt, 
und  wollen  zusehen ,  was  sich  aus  diesem  Umstände  für  Schlüsse 
über  unsere  Gruppe  G  ziehen  lassen. 

G  enthalte  eine  charaklerislische  Functioii  m*"  Stufe  (m  >■  2), 
deren  Glieder  ;n*"  Stufe  von  z  frei  sind.  Uano  hat  diese  cliarakteri- 
stische Function  die  Form; 

U  ^  <p„{x,...x„,  f/,...yO  -\-  ■■■  , 
wo  f/>„  eine  ganze  homogene  Function  m*"  Grades  bedeutet  und  wo 
die    weggelassenen  Glieder    von    (m -|-  I)'"  und   höherer  Stufe  sind. 

Ist  (p„  nicht  schon  von  allen  j;  frei ,  so  combiniren  wir  V  mit 
den  charakteristischen  Functionen: 

»;+■•.  ■■-,  »'.  +  •-, 

mit  jeder  eine  geeignete  Anzahl  von  Malen,  und  bekomrnen  wir 
schliesslich  eine  Fimclion  w'"  Stufe  von  der  Form  f/,  in  der  aber 
y^  von  X, ,..a;„  frei  isl.  Diese  neue  Function  V  combiniren  wir  rail 
den  Functionen: 


i 
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mit  jeder  eine  geeignete  Anzahl  von  Malen,  und  finden  auf  diese 
Weise  zuletzt  eine  unserer  Gruppe  angehörige  Function  von  der  Form : 

Aus  dieser  endlich  können  wir  durch  Gombination  mit 

x^x^  +  •••,  a?ij/^  +  •••     (^  =  1  ...n) 
eine  charakteristische  Function  von  der  Form: 

ableiten,  in  der  ^j...^^,  ^f«^n  beliebige  ganze  Zahlen  >0  sind, 
deren  Summe  den  Werth  m  besitzt. 

Ist  fw >  3,  so  finden  wir,  indem  wir  V  (m  —  3)-mal  mit  iCi  -|"  "* * 
combiniren,  die  charakteristische  Function 

mit  der  nach  dem  eben  Gesagten  zugleich  auch  die  Function: 

auftritt.  Gombiniren  wir  aber  y?  +  ••  eine  genügende  Anzahl  von 
Malen  mit:  ^iy^+  ••?  so  erhalten  wir  schliesslich  überhaupt  für 
jedes  inl>2  eine  charakteristische  Function  von  der  Form :  j/rH""*- 
Demnach  können  wir  sagen: 

Enthält  eine  Berührungstrans  formationsgruppe 
des  Än+i-*  2;,  x^...Xn  charakteristische  Functionen  von 
der  Form: 

x^,x,  -\-  •••  ,     ;r„y,  +  •••  ,     y,,y,  +  ••• 

(^ ,  V  =,  1  . . .  «) 

und  enthalt  sie  ausserdem  auch  nur  eine  charakteri- 
stische Function  von  dritter  oder  höherer  Stufe, 
deren  Glieder  niedrigster  Stufe  von  z  frei  sind,  so 
ist  sie  unendlich  und  enthalt,  wenn  unter  (i^.. .  fin^ 
v^...v^  beliebige  positive  ganze  Zahlen  mit  Einschluss 
der  Null  verstanden  werden,  stets  eine  charakteri- 
stische Function  von  der  Form: 

wo  die  Stufenzahl  der  weggelassenen  Glieder  grösser 

ist  als  /^iH h/'n  +  ^'iH h  V 


87]  Untersuchungen  über  unendliche  continuiruche  Gruppen.         1 29 


§3. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  dass  G  eine  charakteristische 
Function  dritter  oder  höherer  Stufe  enthält,  in  deren  Gliedern 
niedrigster  Stufe  z  vorkommt. 

Eine  solche  charakteristische  Function  wird  die  Form  haben: 

i 

0 

WO  ym_2.  öine  ganze  homogene  Function  [m  —  2i)**"  Grades  bedeutet 

und  wo  ferner  in>2,  0<i<^(~|  und  y«,_2i  +  0  ist,  während 

die  weggelassenen  Glieder  von  (m-f-1)**'  oder  höherer  Stufe  sind. 
Ist  nun  9)m-2<  keine  blosse  Constante,  so  ist  unter  den  2n  Functionen 
(m—  1)*^'  Stufe: 

0  '^ 

mindestens  eine  vorhanden,  in  deren  Gliedern  (m —  1)*®'  Stufe  der 
Factor  von  J"  nicht  verschwindet.  Wir  können  daher,  indem  wir 
mit  gewissen  unter  den  Functionen  j/^  +  *" '  ^m "H  "*  ^^^®  geeignete 
Anzahl  von  Malen  —  im  Ganzen  (m  —  2/)- mal  —  combiniren, 
schliesslich  eine  charakteristische  Function  2i**'  Stufe  von  der  Form: 

0 

ableiten,  die  unserer  Gruppe  angehört.  Sollte  hier  noch  />>1  sein, 
so  würden  wir  durch  (i — 1)-malige  Combination  mit:  1  -[-  ••  eine 
Function  zweiter  Stufe  von  der  Form: 

*2(^,  !/)  +  ^H 

bekommen. 

Demnach  kann  der  hier  betrachtete  Fall  überhaupt  nicht  ein- 
treten, wenn  G  die  charakteristische  Function:    z  —  -^  ^^^y^  +  " • 

nicht  enthält,  und  indem  wir  dieses  Ergebniss  mit  dem  des  vorigen 
Paragraphen  verbinden,  erhalten  wir  den 
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Satz.  Enthält  eine  BerUhrungstran|sforaiationsgruppe 
des  Rn+i  die  folgenden  charakteristischen  Functionen 
nullter,  erster  und  zweiter  Stufe: 

1  +  •  •  • ,    a?^  +  •  •  • ,     y^  +  •  •  • 

^v^v+  •••.   ^nVv-i — »   y^yv-\ — 

(ji^  vz=i  . . .  n) , 

dagegen  keine  charakteristische  Function  zweiter  Stufe 
von  der  Form: 

so  enthält  sie  niemals  eine  charakteristische  Function 
dritter  oder  höherer  Stufe,  in  deren  Gliedern  niedrigster 
Stufe  z  wirklich  vorkommt.  Enthält  die  Gruppe  auch  nur 
eine  charakteristische  Function  dritter  oder  höherer  Stufe, 
so  ist  sie  unendlich  und  ihre  charakteristischen  Func- 
tionen haben  die  Form: 

WO  ^1...^»,  ^i-.-^n  beliebige  positive  Zahlen  mit  Ein- 
schluss  der  Null  bedeuten  und  wo  die  Stufenzahl  der  weg- 
gelassenen Glieder  grösser  ist  als  die  Summe  dieser  2n 
Zahlen. 

§*• 

Wir  brauchen  nunmehr  blos  noch  die  Gruppen  zu  berücksichtigen, 
die  folgende  charakteristische  Functionen  nullter,  erster  und  zweiter 
Stufe  enthalten: 


(D) 


2^  — ö-^'^.y.H — . 


(^,  1/  =  1  . . .  ») . 

Enthält  eine  solche  Gruppe  keine  charakteristische  Function  dritter 
oder  höherer  Stufe,  in  deren  Gliedern  niedrigster  Stufe  z  wirklich 
vorkommt,  so  sind  wir  fertig,  denn  dann  enthält  die  Gruppe  ent- 
weder überhaupt  keine  charakteristische  Function  dritter  oder  höherer 
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Stufe  und  ist  also  endlich,  oder  ihre  charakteristischen  Functionen 
dritter  oder  höherer  Stufe  haben  sämmtlich  die  Form: 

wo  itii . . .  /i^ ,  p^ ...  p^  beliebige  positive  ganze  Zahlen,  mit  Einschluss 
der  Null,  bedeuten,  deren  Summe  >  2  ist. 

Demnach  bleibt  nur  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  dass  unsere 
Gruppe  G  ausser  den  Functionen  (E)  noch  mindestens  eine  Function 
m*"  Stufe  (m  >  2)  enthält,  deren  Glieder  m**'  Stufe  nicht  von  z  frei 
sind. 

Eine  solche  Function  m**'  Stufe  hat  nach  S.  129  die  Form: 

i 

u 

wo  0  </<  ^[t]  ^^^  Vm-2i  +  0  ist  und  wo  die  weggelassenen  Glie- 

der  von   (m  +  1)**'  oder  höherer  Stufe  sind. 

Ist  (pm-2i  ©ine  blosse  Constante,  so  können  wir  (pm^^i  =  1  setzen. 
Da  nun  m  >  2  ist,  so  muss  in  diesem  Falle  /  >  2  sein  und  wir  er- 
halten durch  {l  —  2)-malige  Combination  mit:  1  -j"  "*  ^^^^  charak- 
teristische Function  vierter  Stufe  von  der  Form: 

V  =  (pj,x,  y)  -\-  (pr^{x,  y)z  -j-  z'^  -^ . 

Jetzt  wird  aber: 

und  da  die  2n  Ausdrücke: 

nicht  alle  verschwinden  können,  so  haben  wir  hiermit  eine  unserer 
Gruppe  angehörige  Function  dritter  Stufe  gefunden,  deren  Glieder 
dritter  Stufe  z  wirklich  enthalten. 

Ist  andei-erseits  (pn-21  keine   blosse  Constante,   so   können    wir 
nach   Anleitung  von   S.  129   durch   Combination    mit:    yy+--    und 
X,  +  •••  aus  U  eine  Function  von  derselben  Form  ableiten,   in  der 
Vm-2i  ^^^^   nicht   verschwindende    lineare    homogeoe 
x^,y^  ist  und   durch  (/ — 1)- malige   CombiDatic 
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kommen  wir  dann  ebenfalls  eine  charakteristische  Function  dritter 
Stufe  von  der  vorhin  besprochenen  Form. 

Demnach  enthält  G  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer 
eine  charakteristische  Function  dritter  Stufe  von  der  Form: 

in  der  die  lineare  homogene  Function  q)^  nicht  identisch  verschwindet. 
Nun  ist: 

und  für  fi^  v: 

also  enthält  unsere  Gruppe  überhaupt  2n  charakteristische  Functionen 
dritter  Stufe  voq  der  Form: 

Jetzt  müssen  wir  zwischen  zwei  verschiedenen  Fällen  unter- 
scheiden. Entweder  nämlich  enthält  unsere  Gruppe  G  auch  noch 
mindestens  eine  charakteristische  Function  dritter  oder  höherer  Stufe, 
deren  Glieder  niedrigster  Stufe  von  z  frei  sind,  oder  sie  enthält  keine 
solche  Function. 

Im  ersten  Falle  enthält  G  nach  §  2  bei  beliebigen  Werthen  der 
ganzen  Zahlen  fi^... fi^^  ^i •  •  •  ^n  ^^^^  ^i^^  Function  von  der  Form : 

demnach  können  wir  schliessen,  dass  G  die  in  charakteristischen 
Functionen  dritter  Stufe:  q)^j\Xj  J/)  +  ••  und  ^p^zK^^  V)  ~\~  '"  enthält 
und  also  auch  die  Functionen: 

Ferner  wird: 

wo  g{x^  y)  eine  ganze  homogene  Function  von  der  Ordnung 
J^ {/li -\- Vi)  -{-  i   ist.     Folglich  enthält  unsere  Gruppe    bei   beliebiger 


91]  UnTERSVCHüNOBN  über •  UNENDLICHB  GONTINDIRLIGHE  GrüPPEN.  133 

Wahl  der  fij,  und  Vj,  stets  eine  charakteristische  Function  von  der 
Form: 

Combiniren  wir  aber  diese  Function  mit:  5?^^+  •"»  so  ergiebt  sich, 
dass  auch  stets  eine  Function  von  der  Form: 

vorhanden  ist,  und  indem  wir  dieses  Verfahren  fortsetzen,  gelangen 
wir  schliesslich  zu  einer  charakteristischen  Function  von  der  Form: 

in  der  /ii  . . .  /t^n  9  ^i  •  •  •  ^n  9  (^  8^^^  beliebige  positive  ganze  Zahlen 
mit  Einscbluss  der  Null  bedeuten. 

Damit  ist  (lieser  Fall  offenbar  erledigt,  denn  es  hat  sich  gezeigt, 
däss  bei  ihm  alle  Formen  von  charakteristischen  Functionen,  die 
überhaupt  denkbar  sind,  auftreten.  Es  bleibt  also  nur  noch  der  Fall 
zu  behandeln,  dass  6  2n  charakteristische  Functionen  dritter  Stufe 
von  der  Form: 

(1/  =  1  . . .  n) 

enthalt,   aber  keine   charakteristische  Function   dritter  oder   höherer 
Stufe,  deren  Glieder  niedrigster  Stufe  von  z  frei  sind. 
In  diesem  Falle  ergiebt  sich  zunächst: 

{4  +  •••'   ^>^\^^y)  +  ^.«+  •••!  =  —  2^^-^  — 4^-  +  •••• 

Hier  müssen  rechts  die  Glieder  dritter  Stufe  identisch  verschwinden, 
da  G  keine  charakteristische  Function  von  dieser  Form  enthalten  kann, 
also  wird: 

2^  +  ^^^.=  0  (^  =  1...n) 

und  somit: 

(p^;^  =  —  -^^rj^t^x^y,  +  a>3(a?i . . .  x^) . 
Andererseits  aber  ßnden  wir: 
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woraus  sofort  folgt: 

und  da  0)3  eine  ganze  homogene  Function  dritten  Grades  sein  muss, 
so  ist  das  nur  möglich,  wenn  (o^  verschwindet. 

Demnach  enthält  unsere  Gruppe   die  n  charakteristischen  Func- 
tionen dritter  Stufe: 


^4^~  2"-^'*^'*^'*)  +  *"  (1/  =  1  . .  .n) 


und,   wie  man  durch  Combination  mit  yl-\ erkennt,   auch  noch 

die  n  folgenden: 


yv(^  —  j2!^^t^y^)  +  ''     {p='\,..n). 


sonst  aber  augenscheinlich  keine  weiter  von  dritter  Stufe.  Zugleich 
ergiebt  sich,  dass  6  auch  noch  die  Function  vierter  Stufe  : 

enthält. 

Käme  in  G  noch   eine  andere   Function   vierter   Stufe   vor,   so 
könnten*  wir  annehmen,  t^ass  sie  die  Form  hätte: 

wo  die  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades  (p^  nicht  identisch 
verschwände.  Durch  Combination  mit:  y5  +  * •'  [v  =  \  .,.n)  könnten 
wir  hier  erreichen,  dass  (p^  von  a?,  . . .  a;„  frei  würde  und  durch  Com- 
bination mit:  y^x^  +  *  •  *  (/i  =  2  . . .  »)  könnten  wir  auch  yi-  -  -  yn 
fortschaffen,  so  dass  U  schliesslich  die  Form: 

erhielte.    Nunmehr  aber  ergäbe  sich: 
also  würde  folgen: 
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^  =  ^ '    ^  =  ~  ^"''^'  ~  '"^'  ^'  ''''^- ' 

Gleichungen,  die  offenbar  nicht  mit  einander  verträglich  sind,  also 
kann  6  keine  Function  vierter  Stufe  enthalten,  ausser  der  einen,  die 
wir  schon  kennen. 

Jetzt  müssen  wir  noch  feststellen,  ob  6  etwa  charakteristische 
Functionen  fünfter  oder  höherer  Stufe  enthalten  kann. 

Enthielte  es  eine  Function  fünfler  Stufe,  so  hätte  die  nothwendig 
die  Form: 

wo  93  und  (pi  nicht  beide  identisch  verschwinden.  Wäre  nun  qp^  ^  0 , 
so  bekämen  wir  durch  Combination  mit:  1  +  ••  sofort  eine  charak- 
teristische Function  dritter  Stufe:  93(^9  J/)  +•• ,  die  nicht  vorkommen 
kann,  also  ist  9^  #=  0 .  Wir  können  daher  annehmen,  dass  tp^  etwa 
mindestens  eine  der  beiden  Veränderlichen:  x^  und  y^  enthält  und 
finden  so  entweder  durch  Combination  mit  yj  +  •  •  • ,  oder  durch 
Combination  mit  x^y^-^-  •••  eine  Function  von  der  Form: 

Durch  Combination  mit :  1  +  •  •  •  ergiebt  sich  jetzt  die  Function  dritter 
Stufe : 

V3(^,  y)  +  2j/,z  +  ••• , 

also  muss: 

n^A^^y)  —  —  yv^^^i^y^ 

sein.    Jetzt  aber  wird: 

n 

K+---,  \\=x^{x,  y)+^f-x^y^z  +  x,y,z  —  z^—2x,y,Z'^ 

1 

und  diese  Function  würde  die  Form: 


(^  —  ^^^^y^)  + 


haben,  was  nicht  der  Fall  ist. 

Also  kommen  wir  auf  einen  Widerspruch  und  erkennen,  dass 
G  überhaupt  keine  Function  fünfter  Stufe  enthält.  Damit  ist  aber 
auch  das  Auftreten  von  Functionen  sechster  und  höherer  Stufe  aus- 
geschlossen. Kurz,  unsere  Gruppe  ist  endlich  und  enthält  nur  die 
schon  bekannten  charakteristischen  Functionen. 
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Fassen  wir  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  zusammen,  so 
erhalten  wir  den 

Satz.  Enthält  eine  BerUhrungstransformations- 
gruppe  des  R^j^i  die  charakteristischen  Functionen 
nullter,  erster  und  zweiter  Stufe: 


(D) 


1  + 


^u  + 


»A*+    •• 


^u^v  "T 


(^,  1^  =  1  . . .  n) 


und  enthalt  sie  ausserdem  noch  charakteristische 
Functionen  höherer  Stufe,  so  sind  nur  drei  Falle  mög- 
lich: Entweder  efÄfewÄ  enthalt  sie,  wenn  unter /Ui...|U^, 
Vi...v^^  Q  beliebige  positive  ganze  Zahlen  mit  Ein- 
schluss  der  Null  verstanden  werden,  stets  eine  cha- 
rakteristische Function  von  der  Form: 

oder  sie  enthalt  zweitens^  wenn  /Mi.../#„,  i/,  . . .  y„  die 
eben  angegebene  Bede.utung  haben,  stets  eine  cha- 
rakteristische Function  von  der  Form: 

x^  •  •  •  ^   Vi  •  •  •  y»  ~r  * "  9 

dagegen  keine  charakteristische  Function  dritter  oder 
höherer  Stufe,  in  deren  Gliedern  niedrigster  Stufe  z 
wirklich  vorkommt,  oder  sie  ist  drittens  endlich  und 
enthalt  ausser  den  Functionen  (D)  nur  noch  die  fol- 
genden Functionen  dritter  und  vierter  Stufe: 


x,^z  — 


(E) 


ä" ^^ ^M y/-)  +  •  •• »   y. (« —  j^" ^M y/.)  + 

(v  =  1  . . .  n) 


ÜNTBiSCCHUnGEN  ÜBER  DKSNDLICHE  CONTINUIRLICHE  GrUPI 


Wir  kennen  nunmelir  in  jedem  der  beiden  auf  S.  127  unter- 
schiedenen Fülle  die  Anfangsglieder  für  die  ReibeaenUvickelungen 
der  auftretenden  charakteristischen  Functionen  dritter  und  höherer 
Stufe.  Es  bleibt  uns  daher  nur  noch  Übrig,  die  betreffenden  Gruppen 
zu  bestimmen  und  auf  einfache  Normalformen  zurückzuführen. 

Wir  beginnen  mit  der  Bestimmung  aller  Gruppen,  deren  charak- 
teristische Functionen  nulllei',  erster  und  zweiter  Stufe  die  Form: 

i+--,     ^,-\--,     ^,-\---- 
x^x,-\-  ■■■,    x^y.-]-    ■■,     !/„y,+  ■■ 
haben,    und    die  überhaupt  stets  eine  charakteristische  Function   von 
der  Form : 

^I''---^"'  !/i' ■  ■  ■  yl"  +  ■-■ 

enthält,  welche  positiven  ganzen  Zahlen  mit  Einschluss  der  Null  auch 
fti .. .  fnj  *"!  -  •  ■  *'«  '^'Q  mögen,  wahrend  niemals  eine  charakleristische 
Function  auftritt,  deren  Glieder  niedrigster  Stufe  2  wirklich  enthalten. 
Wir  suchen  zunächst  über  die  Form  der  Definitionsgleichungen  dieser 
Gruppen  einigen  Aufschluss  zu  gewinnen. 

Diese  Definitionsgleichungen  behandeln  wir  ahnlich  wie  auf 
S.  H3.  Wir  fassen  jede  üilTerenliation  nach  einer  der  Veränderlichen 
a:,...!,,  yi-..y„  als  eine  Differentiation  erster  Stufe  auf,  jede  Ditfe- 
renliation  nach  z  dagegen  als  eine  Differentiation    zweiter  Stufe,    so 


0".+ 


+  9V 


als  ein  Differentialquolienl  von  der  Stufe:   ^{fu  +  v^  -\-  2(>  gerechnet 
wird. 

Die  Definitionsgleichungen  einer  Bertlhrungstransfoniiationsgruppe 
werden  nun  die  allgemeinste  charakteristische  Function  W  dieser 
Gruppe  definiren  und  zwar  werden  sie  linear  und  homogen  sein  in 
W  und  den  Differenlialquolienten  von  W.  Eine  Gleichung  nullter 
Stufe  kann  es  unter  ihnen  nicht  geben,  wir  können  sie  uns  daher 
immer  auf  eine  solche  Form  gebiacht  denken,  dass  wir  für  fe  —  1 , 2  . . . 
jedesmal  gerade  m^  Differentialgleichungen  iC"  Stufe  haben,  die  nach 
trti  Differentialquotienten  /;*"  Stufe  von  H'  aufgelöst  sind.     Dabei  wird 
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und  genügt  daher  erstens  der  Homogeneitatsbedingung: 

und  ausserdem  noch  einer  Differentialgleichung,  die  der  Gleichung  (F) 
entspricht  und  die  infolgedessen  die  Form: 

besitzt.  Wir  können  daher  auch  sagen,  dass  die  allgemeinste 
charakteristische  Function  H  unserer  Gruppe  durch  eine  gewisse 
lineare  homogene  partielle  Differentialgleichung  von  der  Form: 

(H)  3  (*'  (^''  P')  l",  +  P.'  '^.  (^''  P")  ^)  =  0 

zusammen  mit  der  Homogeneitätsbedingung  (G')  deßnirt  wird;  die 
0^  und  ^f  können  hier  immer  so  angenommen  werden,  dass  sie 
in  pl...pn+i  homogen  von  nullter  Ordnung  sind. 

Sind  jetzt  ff,  ...flj^+i  irgend  2n  +  <  charakteristische  Func- 
tionen unserer  Gruppe,  die  als  Functionen  der  x\  p  von  einander 
unabhängig  sind%  so  lässt  sich  die  allgemeinste  charakteristische 
Function  von  G  in  der  Form: 

darstellen,  wo  Jl  eine  Willkürliche  Function  seiner  Argumente  ist. 
Da  überdies  jedes  (ff^  Hj,)  wieder  eine  charakteristische  Function  von 
G  ist  und  sich  also  durch  H^..,H^^y^  allein  ausdrücken  lässt,  so  ist 
klar,  dass  H^,..H2n+\  eine  (2n  +  1)-gliedrige  homogene  Functionen- 
gruppe  bestimmen,  deren  homogene  Functionen  erster  Ordnung  eben 
die  charakteristischen  Functionen  der  Transformationsgruppe  G  sind. 
Die  eben  besprochene  homogene  Functionengruppe  lässt  sich 
nun  entweder  auf  die  kanonische  Form: 


K)  Dass   es  immer  tn -{^  K  solche  charakteristische  Functionen  der  Gruppe 
giebt,    ist   klar,   denn   aus   tn  +  \    uirabhängigen  Lösungen   von   (F)    kann   man 
wegen   der  Beschaffenheit    der   O«   und    'F,-   immer   tn-^-h    solche    urtwbhimriae 
Lösungen  von  (H)   ableiten,   die   der  Gleichung  (G')  genügen  ani* 
charakteristische  Functionen  unserer  Gruppe  G. 
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« 

oder  auf  die  kanonische  Form: 

bringen.     Der  erste   Fall    ist  jedoch   hier  ausgeschlossen.     Träte   er 
nämlich  ein,    so  bestände  für  jede  charakteristische  Function  //  von 

G  eine  Gleichung: 

(FX„+,)  =  0 , 

in  den  homogenen  Veränderlichen  x\  p'  geschrieben   Hesse  daher  G 
die  homogene  Function  nullter  Ordnung: 


invariant.  Hieraus  aber  würde  folgen,  dass  G  geschrieben  in  den 
nicht  homogenen  Veränderlichen  z,  x^^  y^  die  Function: 

invariant  Hesse,  dass  es  also  als  Gruppe  von  Punkttransformationen 
des  Ä2n  +  i-  ^9  ^r?  Vv  intransitiv  wäre,  was  doch  durch  das  Auftreten 
der  charakteristischen  Functionen: 

1  +  •  •  •  ,     ir^  + .  •  •  •  ,     y^  +  •  •  • 
ausgeschlossen  ist. 

Demnach  kommt  nur  die  zweite  kanonische  Form  unserer  Func- 
tionengruppe  in  Betracht  und  da  wir  diese  kanonische  Form  stets 
durch  eine  homogene  Berührungsiransformation  in  den  x\  p  auf  die 
Form: 

f  r  f  f  r 

^1  •  •  •  ^n  9       Pl  •  •  •  jPh  9       Pn  +  i 

bringen  können,  so  sehen  wir,  dass  die  allgemeinste  charakteristische 
Function  von  6  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  in 
den  x\  p   die  Gestalt 

U    —  Pn  + 1  ^'^  1^1  •••**'♦»  1  ~t  9    •  •  •  9  „f         I 

\  Pn+l  P»»  +  l/ 

erhalten  kann,  wo  Sl  eine  willkürliche  Function  seiner  Argumente  ist. 

Bevor  wir  zu  den  nicht  homogenen  VeränderHchen  zurückkehren, 
wollen  wir  uns  zum  Ueberfluss  noch  unmittelbar  davon  überzeugen, 
dass  die  gefundene  Gruppe  wirklich  irreducibel  ist. 

Wäre  sie  reducibel,  so  müsste  es  n  +  1  von  einander  unab- 
kAm^QQe  Functionen  nullter  Ordnung: 


4.1,-^9    ...,     -^1      (i=  i...w+  1) 


KK* 
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geben,  die  paarweise  in  Involution  lägen  und  überdies  so  beschaffen 
wären,  dass  jedes  {HNf)  sich  durch  iVi...iV„^i  allein  ausdrücken 
liesse.     Dann  aber  wäre: 

{/i  ■=  1...n;  i  =:  1...n+  1). 
Da  nun  N^...Nn^i  offenbar  nicht  alle  von  x[...Xn^i  frei  sein  könnten, 
so  liesse  sich  mindestens  eine  der  n  Grössen:  -p^  durch  N^,..Nn^i 

Pn  +  l 

allein  ausdrücken,  wir  könnten  also  etwa:  Ni  =  -p—  setzen.     Nun- 

P»+i 
mehr  müsste  sich  jedes: 

(^J<K+i»  ^i)  =  —  <  —  ^iX      (i'  =  1  ...  n) 
durch    iVi  . .  .  iV^+i    allein    ausdrücken    lassen,    wir    könnten    also 
^2"-^n^\  der  Reihe  nach  gleich  x[,  ...a?'„  setzen.     Damit  würden 
wir  aber  auf  einen  Widerspruch  stossen ,   denn  die  w  +  '   von  ein- 
ander unabhängigen  Functionen: 

Pn  +  l 

liegen  augenscheinlich  nicht  paarweise  in  Involution. 

Die  gefundene  Gruppe  ist  also  wirklich  irreducibel. 

Kehren  wir  nunmehr  zu  den  nichthomogenen  Veränderlichen 
z,  x^^  y^  zurück,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  die  allgemeinste 
charakteristische  Function  unserer  Gruppe  bei  der  oben  erwähnten 
Berührungstransformation  die  Form: 

Jl  (a?! . . .  ir„ ,  j/i . . .  tfn) 

erhält,  unter  Jl  eine  willkürliche  Function  verstanden.  Wir  haben 
daher  den 

SatZi  Enthält  eine  unendliche  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen des  Raumes  z,  x^...x^  in 
der  Umgebung  des  Werthsystems  von  allgemeiner 
Lage:  z  =  x^  =  y^=:0  die  folgenden  charakteristischen 
Functionen  nullter,  erster  und  zweiter  Stufe: 
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x^x,  +  •••  ,     x^y,  +  •••  ,     y^y,  +  ••• 

dagegen    keine    charakteristische    Function     zweiter 
Stufe  von  der  Form: 


*  1 

so  ist  sie  irreducibei  und  kann  durch  eine  BerUhrungs- 
trans Formation  des  Raumes  z,  Xi...x„  auf  eine  solche 
Form  gebracht  werden,  dass  ihre  allgemeinste  charak- 
teristische Function  die  Gestalt: 

Jl  [Xi   ,  .  .  X^j     yi   •  •  •  Vn) 

besitzt,  unter  J2  eine  willkürliche  Function  seiner 
Argumente  verstanden. 

Die    allgemeinste    infinitesimale    BerUhrungstransformation     der 
Jl{x^  y)  hat  augenscheinlich  die  Form: 


und  transformirt  also  die  Veränderlichen  x^. .  .x^^  ^i •  •  •  Vn  für  sich. 
Demnach  sind  die  in  dem  vorstehenden  Satze  besprochenen  Gruppen 
als  Gruppen  von  Punkttransformationen  des  i{2n+i-  ^9  ^y»  Vt  sämmt- 
lich  imprimiliv.  Ja  sie  sind  sogar  alle  systatisch,  denn  jede  infini- 
tesimale Transformation  von  der  Form  Xf  ist  mit  der  infinitesimalen 

Transformation  t^  vertauschbar. 

oz  .  . 


§6. 
Die  unendlichen  BerUhrungstransformationsgruppen,  deren  charak- 
teristische Functionen  nullter,  erster  und  zweiter  Stufe  die  Form: 

^  +  •  •  • .    ^jtt  +  •  •  •  •>    y^i  -\-  '" 


2 

^    I 


beeitzen,  zerfallen  in  zwei  Klassen.  Eine  Gruppe  G  dieser  Art  eaÜ 
hält  nümlich  entweder  eine  charakteristische  Function  dritter  odei 
höherer  Stufe,  in  deren  Gliedern  niedrigster  Stufe  z  wirklich  voiv 
kommt,  oder  sie  enthalt  keine  derartige  charakteristische  Functloui 
Im  ersten  Falle  enthüU  G  nach  §  5  stets  eine  charakleristischd 
Function  von  der  Form : 

<'  ■  ■  ■  <"     !/?■■■  Vn       I"  +    ■  ■  -  . 

welche  positiven  ganzen  Zahlen ,  mit  Einschluss  der  Null ,  auch  * 
i(i,.../i„,  Pi...f„,  Q  sein  mögen.  Demnach  ist  klar,  dass  unter  den 
Definitionsgleichungen  von  G  niemals  eine  von  s*"  Stufe  vorkomme^ 
kann,  welche  der  Zahlen:  0,  1,  3  ...  man  auch  für  s  setzen  mag 
Die  Definitionsgleichungen  von  G  können  daher  nur  die  Form;  0  =:  ( 
haben,  das  heisst,  G  ist  die  unendliche  Gruppe  aller  Beriihrungs 
tiansformationen  des  Raumes  ;,  x,.  ..x„. 

Im  zweiten  Falle  enthalt  6!  nach  §  5  ausser  den  oben  genannten 
charakteristischen  Functionen  noch  die  folgenden: 

^■■•'C  ??■■■?»"+  ■■■, 

wo   fJi  . .  .  /<„ ,  »',...*'„  beliebige   positive  ganze   Zahlen    mit  Ein- 

scliluss    der   Null    bedeuten    und  wo  .5' (,(*, -j~  v.)  ^  2    ist.      Dagegen 

enthalt  G  sonst  keine  charakteristischen  Functionen  weiter. 

Wir  .setzen  zur  Abkürzung: 

N=  1  +  ■•■,     X^  =  j^^-\-  ■-■,      r„  =  y^+  ■■■ 


j^'^iVi-}-  ■ 


X^X,  —  x^x,  -{-  ■ 


[/l,  V  =:  \  . .  .  n) , 

wo  wiederum  X,^X^,  X^Y,,  y,,y^  nicht  als  Producte,  sondern  nur  ali 
Symbole  anzusehen  sind.  Ferner  wollen  wir  unter  Vi,  V,-,  W^,  ., 
stets  eine  solche  charakteristische  Function  unserer  Gruppe  verstehei 
deren  Reihenentwickclung  mindestens  mit  Gliedern  i^'  Stufe  beginnt, 
Endlich  wollen  wir  unter  (/,-,  F,,  W(,  ...  solche  charakteristisch« 
Functionen  verstehen,  deren  Glieder  nullter,  erster  und  zweiter  Stuft 
sich  schon  aus  den  Gliedern  nullter,  erster  und  zweiter  Stufe 
Ä,  X^,  y^,  X^X,,  X^y,,  y^y,  linear  ableiten  lassen,  also  mit  ander« 
Worten  charakteristische  funclionen  von  der  Form: 


1.0  3} 


UkTERSUCHUKGEN  tBER  UKENULICHE  CONTIKUIBLICHE  GhüI'PEN. 


»ff+2''(«A  +  W)  + 


+2 


'a„,X„  J-  ■ 


v,A;y.  +  c^j„Y,)  +  u,. 


Wir  vverded  jelzt  zeigen,  dass  sich  die  charakteristischen  Func- 
tionen unserer  Gruppe  stets  so  wählen  lassen,  daKS  für  je  zwei  be- 
liebige unter  ihnen,  etwa  für  f/,  und  V,,  stets  eine  Kelation  von  der 
Form: 

|f,v.|  =  vv,+.^, 

besteht,  dass  man  also  durch  Combination  von  je  zwei  chaiiikteristi- 
schen  Functionen  der  Gruppe  stets  eine  charakteristische  Function 
der  Gruppe  erhalt,  die  sich  schon  aus  allen  den  charakteristischen 
Functionen  der  Gruppe  linear  ableiten  lassen,  die  tlbrig  bleiben,  wenn 
man  Z  ausschliessl. 

Es  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

Führen  wir  daher  X,, —  2o^Z  als  neues  X,,  ein  und  y^  — 2,V^Z  als 
neues  y^,  so  erhalten  jX^Zj  und  jY^Zj  die  verlangte  Form.    Ferner  ist: 

iy,Xi|^iV4-A2+r, . 

Hier  führen  wir  einfach  die  rechte  Seite  als  neues  N  ein  und  er- 
halten die  einfache  Relation: 

(L)  |y,x,i  =  A'. 

Damit  sind,  wie  sich  zeigen  lässt,    die  charakteristischen  Functionen 
unserer  Gruppe  schon  in  der  verlangten  Weise  gewählt. 
In  der  That,  es  ist  zunächst  immer  dann 

ICV.I  =  »,„.,, 
wenn  i  -j-  Ä  >  3  ,  denn  für  i  -|-  ft  >  4  ist  schon  i  -f-  fc  —  2  >  2  und 
für  i -\- k  ^  i  überzeugt  man  sich  sofort,  dass  die  Reihenentwicke- 
lung von  jt/(V,j,  die  im  allgemeinen  mit  Gliedern  zweiter  Stufe  be- 
ginnt, unter  ihren  Gliedern  zweiler  Stufe  niemals  s  enthalt.  Wir 
brauchen  daher  nur  noch  den  Fall  (  4-  t  <  3  zu  behandeln. 
Zunächst  ist; 
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Bilden  wir  daher  die  Identität 
und  berücksichtigen  wir,  däss 

iy,z}  =  -iY,  +  v, 

ist,  so  finden  wir,  dass  q  =  0  ist.    Es  wird  also: 
und  natürlich  ebenso: 

Wir  bilden  ferner  die  Identität: 

j{Y,X,!ZJ  +  j{X.Z{Y.j  +  j{ZY.{X,|=0, 
die  offenbar  folgende  Form  annimmt: 

{NZ\  -  jix,  +  Ü„  Y.j  +  jl  Y.  +  V,,  X.j  =  0  , 

und  erkennen  daraus,  dass 

ist.    Ebenso  geht  aus  der  Identität: 

jiY.X,({/,j  +  \{X,V,\Y,\  +  \\U,Y,m  =  0 
hervor,  dass 

ist,    denn    erstens    beginnt   die   Reihenentwickelung   von    \NU^\    mit 
Gliedern  zweiter  Stufe,  zweitens  aber  ist  nach  dem  Früheren: 

\X,U,\  =  Ü„     \Ü„Y,\  =  V, 
und  so  weiter. 

Weiter  bilden  wir  die  Identität: 

\\NZ\U,\  +  \\ZU,\N\  +  \\U,N\Z\  =0, 
und  da 

\NU,\  =  Üo  +  oZ 

ist,  während  Relationen  von  der  Form: 

\zu,\  =  v,,   jzi/o}  =  v, 

bestehen,  so  muss  a  =  0  sein. 
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Es  ist: 


die  Identität: 

\\Y,x,\z\  +  \\x,z\Y,\  +  !izy,!x..|  =  0 

ergiebt  aber: 

|jy,x..|zj  +  j_ix.,  +  i/3,  Y„j  +  jiy,  +  v„  x,j  =  0, 

also  ist  0  =  0  und : 

Ebenso   zeigen   die    Identitäten   zwischen    X^,  X^,  Z  und    zwischen 
y^,  y^,  Z,  dass 

ix,x,!  =  f,,    {y,y,|  =  w,. 

Endlich  bilden  wir  noch  die  Identität: 

|}ivy,!z!  +  j|y,zjivj  +  |{ZAr}Y,|=o, 

oder: 

|{ivy,j zj  +  j- i Y,-\-ü„  n\  +  jiv+  f/,.  y,j  =  0 

und  erkennen  aus  ihr,  dass 

}ivy,j  =  ü, 

ist.    Ebenso  ergiebt  sich  natürlich  auch: 

Damit  ist  also  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Die  charakteristischen  Functionen  unserer  Gruppe  sind  demnach 
jetzt  so  gewählt,  dass  je  zwei  unter  ihnen,  etwa  l/,  und  Vj,  bei  der    • 

Combination  eine  charakteristische  Function   von   der  Form:    Wi+ik_2 
liefern,  und  zwar  besitzt  hier   W;^.^_2  die  Form: 

wo  /<!.••  ffn  ^  ^'i  •  •  •  ^n  gewisse  positive  ganze  Zahlen  mit  Einschluss 
der  Null  sind ;  man  kann  sogar,  indem  man  zwei  geeignete  charakte- 
ristische   Functionen    U^   und    V,,   aussucht,    immer   erreichen,    dass 
/ii  . .  .  //„ ,  /'i  .  . .  p,,  ganz  beliebige  positive  ganze  Zahlen  werden. 
Hieraus  folgt,  dass  die  erste  derivirte  Gruppe  unserer  Gruppe  G 


bei  beliebiger  Wahl  von  n,  .  . 
Fiinclion  von  der  Form: 


stets  eiae  charakleristis 


a:,'.  .  .X,:'  y,'  ■  ■  ■  y„" -\-  ■■■ 

eath&U,  diiss  sie  daijegon  keine  cburakleritiüsche  Funclioa  entbalt, 
deren  Gliedern  niedrigster  Stufe  z  wirklich    vorkommt.     Diese    ersM 
derivirte  Gruppe    gehört    somit    zu    den    in  §  6    bestimmten  Gruppem 
und  kann  durch  eine  BerUlirungstransformation  des  Raumes  2,  jr, . . 
auf  eine  solche  Form  gebracht  werden,    dass  ihre  allgemeinste  cha-l 
rakteristische  Function  die  Gestalt: 

J2  (x,  ....!;„ .  1/,  . .  .  y,.) 
eihsilt,  unter  J2  eine  willkürliche  Function  verslanden. 

Die  Gruppe  G  selbst  wird  alle  charakleristischeii  Functionen  von  ' 
der  Form  J2[x,y)  enthalten,    ausserdem    aber    noch    eine    charakte- 
ristische Function  V,    die  so  beschaffen  ist,    dass    fllr  jedes  Jl  eine 
Relation  von  der  Form: 

\JiX\  =  'f^{x,...x„,  !/....»/„) 
besteht.    Um  diese  Function  X  zu  bestimmen,  setzen  wi['  der  Fleihe| 
nach  Ji  =  i,  Xf,,  y^,  dann  muss  werden : 


-  =  (p{x,  y 

J  AU  ,        . 

-  —  ^/.'rr  =  V^C^.  y) . 


Gleichungt-n,  die  offenbar  nur  bestehen  können,  wenn  t  die  Form' 

V  =  az-\-x[Xi  ...  x^,  y,  .  ..  y„) 

besitzt.     Betrachten  wir  daher  a  als  eine  willkürliche  Constanle  und 
X  als  eine  willkürliche  Function    seiner  Argumente,    so    stellt    diei 
Ausdruck  die  allgemeinste  charakteristische  Function  von  G  dar, 

Dass  G  irreducibel  ist,  versteht  sich  von  selbst,  denn  G  ent- 
hält ja  eine  irreducible  unendliche  Untergruppe,  nämlich  die,  die  im 
vorigen  Paragraphen  gefunden  worden  ist. 

Demnach  köimen  wir  jetzt  den  Salz  aussprechen: 
Satz.     Enthiilt    eine    unendliche    continuirliche    Be 
rührungst  raasformalionsgruppe  des  K„^.|:  z,x^...x„  di 


jna 

\setM 
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l'olgendeQ      cha-raktei'islJschea      Functionen      nullter. 
er  sie]'  und  zweiler  Stufe: 

1  +■-,     ^■.^■■■,     j,,  +  -.. 

3T„z.  +  •■■,  r„y,  +  ■-•,  y,;y,  +  ■■■ 
{/'>'■=  '  ■  ■  ■  «}  ^ 
so  ist  sie  irreducibel  und  zwar  ist  sie  entweder  die 
unendliche  Gruppe  aller  Berilhrungslransformationen 
dieses  Raumes,  oder  sie  kann  durch  eine  Berlihrungs- 
transfoimalion  dieses  Raumes  auf  eine  solche  Form 
gebracht  werden,  dass  ihre  allgemeinste  charakte- 
ristische Function  die  Gestalt: 

°('  — j 2!' ^'y')  +  -^i'^* ■■•"■',  y^■■■y«) 

erhalt,  unter  a  eine  willk  Urliche  Constan  le  und  unter 
J2  eine  willkürliche  Function  verstanden. 

Als  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  fl;(„  +  ,:  z,x,,y,  ist 
die  erste  dieser  beiden  Gruppen  natürlich  primitiv,  die  zweite  dagegen 
ist  iniprimitiv,  denn  sie  transformirt  ebenso  wie  die  Gruppe  Jl{x,  y) 
die  Veränderlichen  x,...x„,  i/, . . .  j/„  unter  sich. 

.    §7. 

Wir  fassen  nunmehr  die  gewonnenen  Ergebnisse  noch  einmal 
alle  zusammen,  nehmen  aber  gleich  den  entsprechenden  Satz  über 
endliche  continuirliche  Berührungstransformationdgruppen  hinzu  [Trfsgr. 
Il,  Gap.  35}   und  erhalten  so  das 

Theorem.  Int  eine  continuirliche  Gruppe  von  Be- 
rühr ung  «Irans  form  ationen  den  R^^i'.  z,  ^t  -■■^»  d^«  Gruppe 
von  Punkttransformationen  des  fii„+.i :  2,  o", .. .  «„,  y,  ..  .yZ 
8  0  beschaffen,  dass  jedesmal,  wenn  in  diesem  Aih+i  ^'i 
Punkt:  z",x'l,y"  von  all  gemeiner  Laye  festgehalten  wird, 
die  00^""'  Linienelemenle  durch  diesen  Punkt,  die  der 
Pfaff'schen  Gleichung: 

dz—^.y,dx,=  0 
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genügen^  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt 
werden^  so  sind  nur  sechs  Fälle  möglich.  Die  Gruppe 
ist  nämlich  entweder  die  unendliche  Gruppe  aller  Be- 
rührungstransformationen des  /?n+i-  2;,  Xi...Xn  oder  sie 
ist  durch  eine  Berührungstransformation  dieses  Baumes 
ähnlich  mit  einer  der  beiden  unendlichen  Gruppen: 

az-{-  J2(x^  ...  X,,,  1/1  ...  f/„) 
und: 

Jl[Xi   ,  .  .   Xf^^     yi    •  •  •   Hn)  'i 

unter  a  eine  willkürliche  Constante  und  unter  SL  eine 
willkürliche  Function  verstanden^  oder  sie  ist  durch 
eine  Berührungstransformation  des  /in+i  ähnlich  mit 
einer  der  drei  endlichen  Gruppen: 

und: 
und: 

'  9  ^ui  Vni  ^1  ^fi ^v 9  '^.u y» ^  yju y? 

^M  (^  —  T^*  ^»  y« ) '  y^  (^  -  2"  ^'  '^»  y« ) 

(^ ,  1/  :=  I  . . .  n] . 

Vow  diesen  sechs  Gruppen  sind  als  Gr uppen  von  Punkt- 
tratisformationen  des  ß2n+i  •  ^^  ^v)  Vv  ^^^  zwei  primitiv ^ 
nämlich  die  erste  und  die  sechste^  die  übrigen  sind  im- 
primitiv^  die  dritte  und  die  vierte  sind  sogar  systatisch. 


Die  Resultate  dieser  Arbeit  fand  ich  in  den  Jahren  1883 — 1886. 
Die  definitive  Redaclion  der  Seiten  81 — 150  wurde  von  Herrn  Prof. 
Engel  unter  Zugrundelegung  meines  alten  Manuscripts  im  Laufe  des 
Winlers  1893  —  1894  ausgearbeitet. 
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Vorwort. 

Die  vorliegende  Arbeit  bildet  ein  weiteres  Glied  in  der  Reihe 
von  Untersuchungen,  welche  ich  die  Ehre  hatte,  gemeinsam  mit 
meinem  unvergesslichen  Lehrer,  Herrn  Geheimen  Medicinalrath  Pro- 
fessor Dr.  Wilhelm  Braune  anzustellen. 

Von  dem  Gesichtspunkte  ausgehend,  dass  nach  den  Unter- 
suchungen der  Brüder  Weber  ein  weiterer  Fortschritt  in  der  Mechanik 
des  Gehens  nur  auf  empirischem  Wege  erzielt  werden  kann,  hatten 
wir  uns  schon  früher  durch  eine  Anzahl  von  Versuchen  Kenntniss  von 
einigen,  noch  nicht  genügend  festgestellten,  mechanischen  Eigenschaften 
des  menschlichen  Körpers,  als  des  Objectes  der  Bewegung,  ver- 
schafft. So  hatten  wir  an  der  Leiche  die  Dimensionen  und  die  Ge- 
wichte der  einzelnen  Körpertheile  gemessen,  wir  hatten  die  Lage 
des  Schwerpunktes  und  die  Grösse  der  Trägheitsmomente  für  die 
verschiedenen  Abschnitte  des  menschlichen  Körpers  bestimmt,  und 
wir  hatten  mit  einer  Arbeit  über  das  Kniegelenk  zu  untersuchen 
angefangen,  in  welcher  Weise  am  lebenden  Menschen  die  Be- 
wegungen benachbarter  Gliederabschnitte  durch  die  Gelenke  in  gegen- 
seitige Abhängigkeit  gebracht  werden. 

Im  Anschluss  an  diese  Arbeiten  unternahmen  wir  es,  den  Be- 
wegungsvorgang beim  Gehen  mit  allen  uns  zu  Gebote  stehenden 
Mitteln  auf  photographischem  Wege  so  genau  wie  möglich  festzustellen. 
Wir  gingen  an  diese  letzte  Untersuchung  erst  heran,  nachdem  wir 
uns  überzeugt  hatten,  dass  die  bisherigen  Registrirungen  der  Geh- 
bewegungen, so  sehr  dieselben  auch  unsere  Kenntniss  des  mensch- 
lichen Ganges  erweitert  haben,  doch  nicht  vollkommen  ausreichen, 
um  das  Bewegungsgesetz  in  allen  Einzelheiten  mit  voller  Schärfe  er- 
kennen zu  lassen. 

Nur  nach  zahlreichen  mühevollen,  zum  Theil  vergeblichen  V*^-- 
versuchen,  bei  denen  sich  Herr  Professor  Braune  wie  immer, 
es  eine   neue   Untersuchungsmethode   auszubilden  galt,   unero 
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zeigte,  glaubten  wir  eine  Anordnung  für  die  Versuche  gefunden  zu 
haben,  welche  genügende  Genauigkeit  der  Resultate  erwarten  Hess. 
Die  Versuche  selbst  waren  sehr  zeitraubend  und  anstrengend.  Es 
machte  sich  oft  eine  10-  bis  12  stündige  ununterbrochene  Thätigkeit 
erforderlich,  da  der  Bekleidung  des  Versuchsindividuuros  die  äusserste 
Sorgfalt  gewidmet  werden  musste,  sowohl  was  das  genaue  Einstellen 
und  Befestigen  der  verwendeten  GsissLER'schen  Röhren,  als  was  das 
Isoliren  des  Stromkreises  anlangte.  Auch  konnten  wir  aus  Mangel 
an  einer  Vorrichtung,  den  Saal  zu  verdunkeln,  die  entscheidenden 
Versuche  nur  des  Nachts  anstellen. 

Es  ist  allein  der  grossen  Energie  zu  verdanken,  mit  welcher 
Herr  Professor  Braune  an  dem  einmal  ins  Auge  gefassten  Ziele  fest- 
hielt, dass  schliesslich  jedes  Hinderniss,  welches  sich  der  Arbeit  in  den 
Weg  stellte,  beseitigt  worden  ist,  und  dass  die  Versuche  allen  störenden 
Zwischenfällen  zum  Trotz  überhaupt  zu  Ende  geführt  werden  konnten. 

Die  aus  den  Versuchen  gewonnenen  Daten  reichten  vollkommen 
aus,  um  den  Bewegungsvorgang  auf  ein  rechtwinkliges  räumliches 
Coordinatensystem  beziehen  zu  können.  Die  hierzu  nöthigen  Rech- 
nungen waren  sehr  umfangreich;  sie  stellten  eine  Arbeit  dar,  welche 
sich  nur  in  einigen  Monaten  bei  unausgesetzter  Thäligkeit  bewältigen 
Hess.  Durch  die  Munificenz  des  Hohen  Ministeriums,  welches  uns 
schon  früher  ausserordenlHche  Mittel  zur  Einrichtung  der  Versuche 
gewahrt  hatte,  waren  wir  in  den  Stand  gesetzt,  die  Berechnungen 
nach  den  von  uns  aufgestellten  Formeln  ausführen  zu  lassen. 

Es  ist  mir  eine  ehrenvolle  Pflicht,  dem  Hohen  Ministerium  für 
die  vielseitige  Förderung  unserer  Bestrebungen  ehrfurchtsvollen  Dank 
auszusprechen. 

Leider  war  es  Herrn  Professor  Braune  nicht  vergönnt,  die  Re- 
sultate der  Untersuchung,  welcher  er  sein  ganzes  Interesse  zugewendet 
hatte,  zu  erleben  und  die  Früchte  seiner  Saat  zu  erntert*^^  Noch  bevor 

* 

die  Messung  der  Coordinaten  auf  allen  photographischen\Platten  be- 
endet worden  war,  raflfle  ihn  der  Tod  mitten  aus  der  Arbeit  hinweg. 
Es  fiel  mir  daher  die  Aufgabe  zu,  die  Untersuchung  allein^  weiter 
zu  führen. 

Ich  bin  bestrebt  gewesen,  dies  im  BRAUNB'schen  Sinne  zu  \thun. 
Leipzig,  im  Octoher  1894. 

Otto  Fisclier. 


Einleitung. 


Die  klassischen  Untersuchungen  der  Brüder  Weber  über  die 
iMechanik  der  menschlichen  Gehwerkzeuge*)  haben  den  Beweis  er- 
bracht, dass  Bewegungen  des  Menschen,  insbesondere  die,  welche 
er  beim  Gehen  und  Laufen  ausführt,  einer  exact  mechanischen  Be- 
handlung  zugänglich  sind.  Diese  Thatsache  beruht  auf  der  Möglich- 
keit, sich  durch  directe  Messungen  eine  genaue  Kenntniss  der  in 
Frage  stehenden  Bewegung  zu  verschaffen.  Die  empirisch  gewon- 
nenen Resultate  bilden  dann  die  Grundlage  für  die  weitere  Unter- 
suchung. Man  hat  es  dabei  in  letzter  Linie  mit  dem  mechanischen 
Probleme  zu  thun:  Aus  den  Bewegungen,  welche  die  einzelnen 
Theile  des  menschlichen  Körpers  ausführen,  auf  die  Kräfte  zu 
schliessen,  welche  erforderlich  sind,  um  diese  Bewegungen  hervor- 
zubringen. 

Diese  Aufgabe  lässt  i^ich  im  Princip  immer  lösen,  wenn  man 
ausser  dem  Bewegungsvorgang  die  Grösse  der  Masse,  die  Lage  des 
Schwerpunktes  und  die  Grössen  der  Trägheitsmomente  für  jeden 
Körperabschnitt  kennt,  und  wenn  man  weiss,  welchen  Bedingungen 
die  Bewegungen  der  einzelnen  Körpertheile  durch  die  Gelenk- 
verbindungen und  durch  von  aussen  herrührende  Einwirkungen,  wie 
z.  B.  die  Reibung  am  Boden,  unterworfen  sind. 

Der  exacten  Lösung  des  umgekehrten  Problems,  aus  der  Kennt- 
niss der  Kräfte  die  Bewegungen  abzuleiten,  stellen  sich  dagegen  sehr 
oft  unüberwindliche  Schwierigkeiten  entgegen. 


{)  Mechanik  der  inciischliehcn  Gehwerkzeuge.  Eine  juuiloinisch-phjsiolof^isrhe 
Untersuchung  von  den  Brüdern  Wiijiklm  Weher  und  Ediard  Weber,  GÖttingen 
1836,   und  neu  herausgegeben  in  Wilhelm  Webkr's  gesammelten  Werken  Band  VI. 
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Die  Schlüsse,  welche  man  aus  den  Bewegungen  auf  die  Kräfte 
zieht,  werden  naturgemäss  um  so  sicherer  sein,  je  eingehender  die 
Kenntniss  ist,  welche  man  von  dem  Bewegungs Vorgang  erlangt  hat. 
Daher  kommt  es  vor  allen  Dingen  darauf  an,  die  Bewegung  ihrem  Um- 
fang und  ihrer  Art  nach  so  genau  als  irgend  möglich  festzustellen. 
Wie  alle  Naturerscheinungen  in  Folge  der  Unvollkommenheit  unserer 
Sinne  und  unserer  Messinstrumente  nie/nals  vollständig  erforscht  wer- 
den können,  so  ist  zwar  auch  unserer  Erkenntniss  der  Bewegungs- 
vorgänge beim  Gehen  und  Laufen  und  der  dabei  thätigen  Kräfte 
immer  eine  Grenze  gesteckt.  Diese  Grenze  rückt  aber  um  so  weiter 
hinaus,  je  grösser  die  Genauigkeit  ist,  welche  man  bei  den  Messungen 
erzielen  kann. 

Die  Brüder  Weber  haben  nun  durch  zahlreiche  Messungen  über 
die  Neigung  und  die  verticalen  Schwankungen  des  Rumpfes,  über 
die  Beinlänge  bei  verschiedener  Streckung,  über  die  Schwingungs- 
dauer  des  frei  pendelnden  Beines  mit  und  ohne  Bekleidung,  über 
die  Geschwindigkeit  beim  schnellsten  Gehen,  über  das  Verhältniss 
zwischen  Schrittdauer  und  Schrittlänge  und  über  andere  für  die  Fort- 
bewegung des  Menschen  in  Betracht  kommende  Grössen  und  Be- 
ziehungen ein  Beobachtungsmaterial  zusammengetragen,  welches  nicht 
nur  für  sie  die  Grundlage  einer  Theorie  des  Gehens  und  Laufens 
abgeben  konnte,  sondern  welches  auch  heute  noch  wenigstens  durch 
keine  in  gleichem  Sinne  angestellte  Messungen  überholt  worden  und 
dadurch  überflüssig  gemacht  ist.  Sie  hatten  eben  erreicht,  was  sich 
mit  den  Hülfsmitteln ,  die  ihnen  damals  zu  Gebote  standen,  über- 
haupt erreichen  liess.  Daher  besitzen  die  Schlüsse,  welche  die 
beiden  Forscher  aus  ihren  directen  Messungen  ziehen,  einen  hohen 
Grad  von  Sicherheit.  So  z.  B.  ist  es  wohl  heute  als  eine  unum- 
stössliche  Wahrheit  anzusehen,  dass  der  Rumpf  beim  Gehen  eine 
etwas  tiefere  Stellung  gegen  den  Boden  annimmt  als  beim  Stehen, 
und  dass  derselbe  um  so  tiefer  gestellt  wird,  je  schneller  wir  gehen. 
Oder,  um  ein  anderes  Beispiel  anzuführen,  es  ist  durch  die  Mes- 
sungen der  Brüder  Weber  ausser  Zweifel  gestellt  worden,  dass  der 
Zeitraum,  in  welchem  beim  Gehen  beide  Beine  den  Boden  berühren, 
um  so  kürzer  ist,  je  schneller  wir  gehen. 

Die  Brüder  Weber  sahen  sich  aber  andererseits  auch  veranlasst, 
Schlüsse  zu  ziehen,  welche  sich  nicht  unmittelbar  aus  den  Messungs- 
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resultaten  ergaben,    für  welche  sie   aber  mit  ihren  Hülfsmitleln  ein 
genaueres  Beobachtungsmaterial  nicht  beibringen  konnten. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  diese  Schlüsse  viel 
weniger  sicher  sind.  So  hatten  sie  z.  B.  kein  Mittel,  den  Verlauf 
der  Bewegungen  und  Gestaltsänderungen  eines  Beines  während  der 
Dauer  eines  Doppelschrittes  hinreichend  genau  auf  empirischem  Wege 
festzustellen.  Messen  konnten  sie  nur  den  Grad  der  abwechselnden 
Verkürzung  und  Verlängerung  des  Beines,  die  Erhebungen  und 
Senkungen  des  Rumpfes,  und  die  Länge  der  Schritte.  Daraus  con- 
struirten  sie  sich  dann  die  Stellungen  und  Formänderungen  des  Beines. 
Analoges  gilt  für  die  Bewegungen  der  Arme.  Auf  diesem  Wege 
lassen  sich  schon  aus  dem  Grunde  nur  approximative  Resultate  er- 
zielen, weil  eine  kleine  Ungenauigkeit  in  den  directen  Messungen 
schon  eine  grosse  Abweichung  in  der  Stellung  der  einzelnen  Ab- 
schnitte des  Beines  oder  Armes  hervorzurufen  im  Stande  ist. 

Es  kann  daher  nicht  ausbleiben,  dass  eine  von  Neuem  mit 
besseren  Hülfsmitteln  angestellte  Messungsreihe  zum  Theil  die  auf 
deductivem  Wege  gefundenen  Resultate  der  Brüder  Webek  corrigiren, 
zum  Theil  aber  auch  neue  Erkenntnisse  über  die  beim  Gehen  und 
Laufen  stattfindenden  Gliederbewegungen  und  über  die  dabei  wirk- 
samen äusseren  und  inneren  Kräfte  bringen  wird.  Dadurch  kann 
aber  nicht  im  Geringsten  die  Bedeutung  der  WEBER'schen  Leistungen 
beeinträchtigt  werden.  Im  Grunde  werden  ja  doch  alle  weiter- 
gehenden Ergebnisse  nur  den  Ausbau  des  Gebäudes  darstellen,  zu 
welchem  die  Brüder  Weber  durch  ihre  classischen  Untersuchungen 
das  Fundament  gelegt  haben. 

Die  WEBER'sche  Mechanik  der  Gehwerkzeuge  hatte  das  Interesse 
für  die  Ortsbewegungen  des  Menschen  hervorgerufen.  Während  vor- 
her sich  nur  vereinzelt  Anatomen,  Mathematiker  und  Physiker  wie 
Gassendi,  Borelli,  Haller,  Barthez,  Magendie,  Gerdy  und  Poisson  mit 
dem  Gehen  und  Laufen,  und  zwar  meist  nur  mit  einer  Seite  dieser 
Bewegungsvorgänge,  beschäftigt  hatten,  finden  sich  nach  dem  Er- 
scheinen der  WEBER'schen  Untersuchungen  in  fast  allen  grösseren 
Werken  anatomisch-physiologischen  Inhalts  Auseinandersetzungen  über 
den  Gehraechanismus  vor.  Die  letzteren  geben  in  vielen  Fällen  die 
WEBER'schen  Resultate  und  die  daraus  abgeleiteten  Folgerungen  wieder. 
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Nur  wenige  bieten  neue  Gesichtspunkte  und  neue  mit  den  WEBER'schen 
Theorien  in  Widerspruch  stehende  Ideen  dar.  Noch  weniger  fördern 
neue,  auf  empirischem  Wege  gefundene  Thatsachen  über  das  Gehen 
und  Laufen  zu  Tage.  Wohl  finden  sich  zuweilen  Zweifel  an  der  Richtig- 
keit so  mancher  Schlüsse  und  Ansichten  der  Brüder  Weber  vor.  Empi- 
rische Ergebnisse,  welche  die  Unrichtigkeit  derselben  unabweislich  dar- 
legen, ist  man  in  den  meisten  Fällen  nicht  in  der  Lage  vorzubringen. 

So  ist  z.  B.  viel  gegen  die  WEBER'sche  Ansicht  geschrieben 
worden,  dass  beim  Gehen  dasjenige  Bein,  welches  jeweils  nicht 
mit  dem  Fussboden  in  Berührung  ist,  durch  seine  eigene  Schwere 
getrieben,  wie  ein  Pendel  von  hinten  nach  vorn  schwingt.  Es  sind 
aber  immer  wieder  nur  Ansichten,  die  man  vorfindet,  keine 
Thatsachen,  welche  gebieterisch  ein  Abgehen  von  der  WEBER'schen 
Theorie  fordern.  In  den  meisten  Fällen  hebt  man  hervor,  dass 
zwar  die  Hauptthätigkeit  beim  Schwingen  des  Beines  der  Schwere 
zufällt,  fügt  aber  gleichzeitig  hinzu,  dass  sich  der  Wirkung  der 
Schwere  die  einiger  Beinmuskeln  hinzugesellt.  Man  fasst  aber  den 
Satz  von  der  Pendelbewegung  des  Beines  zu  wörtlich  auf,  wenn  man 
annnimmt,  dass  die  Brüder  Werer  jede  dabei  stattfindende  active 
Contraction  der  Muskeln  verneinen.  Sagen  sie  doch  ausdrücklich 
(§  17):  »Das  Bein  behält,  während  des  Zeitabschnitts,  wo  es,  am 
Rumpfe  hängend,  wie  ein  Pendel  nach  vorn  schwingt,  nicht  voll- 
kommen seine  Gestalt.  Es  würde,  wenn  es  in  dem  gestreckten  Zu- 
stande bliebe,  in  welchem  es  sich  im  Augenblicke  der  Aufhebung 
vom  Boden  befindet,  auf  dem  Fussboden  aufstossen  und  nicht  frei 
unter  dem  Rumpfe  hinweg  schwingen  können:  es  wird  daher  im 
Knie  gebogen  und  dadurch  verkürzt.«  —  »Auf  eine  entgegengesetzte 
Weise  verändern  wir  die  Gestalt  des  schwingenden  Beines,  wenn 
der  Zeitpunkt  kommt,  wo  seine  Schwingung  endigen  und  dasselbe 
wieder  auf  den  Boden  gesetzt  werden  soll.  Wir  verlängern  es  dann, 
indem  wir  das  Bein  im  Knie  so  lange  strecken,  bis  es  den 
Fussboden  berührt«,  und  §104:  »wenn  das  Bein  dagegen,  während 
wir  gehen,  von  hinten  nach  vorn  schwingt,  muss  es  verkürzt  werden, 
um  nicht  auf  dem  Boden  aufzustossen ,  um  so  mehr,  da  die  Hüft- 
gelenke beim  Gehen  dem  Boden  etwas  näher  liegen  als  beim  Stehen.« 

Man  könnte  nun  vielleicht  annehmen,  dass  die  das  Schwingen 
des  Beines  begleitende  Beugung  und  Streckung  im  Kniegelenk  gleich- 
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falls  der  alleinigen  Wirkung  der  Schwere  zuzuschreiben  sei.  Denn 
es  ist  von  vornherein  klar,  dass  ein  gegliedertes  Pendel,  wie  es  das 
Bein  darstellt,  sich  beim  Schwingen  nicht  so  verhalten  wird  wie  ein 
starrer  Körper.  Es  werden  sich  im  Allgemeinen  die  beiden  durch 
das  Zwischengelenk  verbundenen  Theile  gegen  einander  verdrehen. 
Man  beachte  beispielsweise  die  Art,  wie  eine  grosse  Glocke  zum 
Läuten  gebracht  wird.  Eine  solche  Glocke  stellt  im  Grunde  nichts 
anderes  als  ein  gegliedertes  Pendel  oder,  wie  man  es  auch  nennen 
könnte,  ein  Doppelpendel  dar.  Um  die  feste  Schwingungsaxe  ist 
das  Glockengehäuse  drehbar,  und  mit  diesem  ist  wiederum  der  Klöppel 
durch  ein  Gelenk  verbunden.  Wenn  nun  die  Glocke  zum  Läuten 
gebracht  werden  soll,  so  wird  sie  auf  dieselbe  Weise  in  Schwingung 
versetzt  wie  beispielsweise  das  Pendel  einer  Uhr.  Sie  wird  aus 
ihrer  Ruhelage  herausgebracht  und  nun  der  Wirkung  der  Schwere 
überlassen.  Würde  sich  das  gegliederte  System  Glockengehäuse  und 
Klöppel  wie  ein  einziger  starrer  Körper  verhalten,  so  würde  selbst 
bei  den  extremsten  Schwingungen  desselben  kein  Ton  zum  Vorschein 
kommen  können,  denn  der  Klöppel  würde  dann  immer  seine  rela- 
tive Lage  zum  Gehäuse  beibehalten.  Dadurch,  dass  eine  Gelenk- 
bewegung in  dem  das  Gehäuse  und  den  Klöppel  verbindenden  Ge- 
lenke mit  dem  Schwingen  der  ganzen  Glocke  Hand  in  Hand  geht, 
wird  es  möglich,  dass  der  Klöppel  an  das  Gehäuse  anschlägt. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  sich  das  Bein  verhalten,  wenn  es 
bei  festgestelltem  Becken  aus  seiner  Ruhelage  herausgebracht  und 
dann  der  alleinigen  Wirkung  der  Schwere  überlassen  wird.  Der 
Oberschenkel,  welcher  mit  dem  Glockengehäuse,  und  das  System 
Unterschenkel  +  Fuss,  welches  mit  dem  Klöppel  zu  vergleichen  ist, 
werden  im  Allgemeinen  verschieden  grosse  Drehungen  ausführen,  so 
dass  hieraus  eine  Beugung  oder  Streckung  im  Kniegelenk  resultirt. 
Es  wäre  nun  denkbar,  dass  diese  Gelenkbewegung  im  Kniegelenk 
bei  der  Stellung  des  hinteren  Beines,  von  welcher  aus  beim  Gehen 
die  Schwingung  beginnt,  genau  in  der  Weise  vor  sich  geht,  wie  wir 
sie  beim  Gange  des  Menschen  vorfinden,  dass  also  auch  die  von 
den  Brüdern  Weber  beobachtete  anftinglichc  Verkürzung  und  darauf 
folgende  Verlängerung  des  ganzen  Beines  nicht  der  Wirkung  von 
Muskeln,  sondern  ausschliesslich  der  der  Schwere  zuzuschreiben  sei. 
Wenn  das  die  Überzeugung  der  Bi  ''"     «  gewesen  wäre,   so 
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hätten  sie  es  bei  der  ausführlichen  Darlegung  ihrer  Ideen  sicherlich 
ausdrücklich  angeführt  und  wiederholt  betont.  Dies  ist  nirgends  ge- 
schehen. Im  Gegentheil  reden  sie  davon,  dass  wir  das  Bein  im 
Knie  strecken.  Sie  stellen  also  Willkürliche  Contraction  von  Muskeln 
bei  der  Pendelschwingung  des  Beines  nicht  ausdrücklich  in  Abrede, 
wie  von  vielen  Forschern  angenommen  wird.  Sie  lassen  gewisser- 
massen  die  Frage,  ob  Muskelwirkung  zur  Verkürzung  und  Ver- 
längerung  des  schwingenden  Beines  nothwendig  ist,  noch  offen,  da  sie 
nicht  in  der  Lage  sind,  mit  ihren  Hülfsmitteln  dieselbe  zur  end- 
gültigen Entscheidung  zu  bringen.  So  lange  sie  sich  nicht  eine  ganz 
genaue  Kenntniss  der  successiven  Gestaltsdnderungen  des  Beines 
während  des  Schwingens  verschaffen  konnten,  und  so  lange  keine 
Versuche  und  keine  Theorie  über  die  Schwingungen  eines  Doppel- 
pendels existirten,  hatten  sie  gar  keine  genügenden  Unterlagen  für 
eine  Discussion  der  Frage. 

Nun  könnte  man  allerdings  einwenden,  dass  die  empirischen 
Unterlagen  auch  nicht  ausreichten,  um  die  WEBER'sche  Annahme  zur 
unumstösslichen  Wahrheit  zu  machen,  dass  das  Bein  sich  beim 
Schwingen,  abgesehen  von  der  Verkürzung  und  Verlängerung  des- 
selben, wie  ein  allein  von  der  Schwere  getriebenes  Pendel  verhält. 
Dieser  Einwand  ist  auch  berechtigt,  und  die  Brüder  Weber  wären 
sicherlich  die  Ersten  gewesen,  die  Berechtigung  desselben  anzuer- 
kennen. Die  Pendeltheorie  tritt  bei  ihnen  nur  als  eine  Hypothese 
auf,  welche  alle  von  ihnen  direct  beobachteten  Vorgänge  beim  Gehen 
vollständig  erklärt.  Sie  fanden  bei  der  Messung  der  Geschwindigkeit 
beim  schnellsten  Gehen  (§  101)  stete  denselben  Werth,  so  oft  sie 
auch  den  Versuch  wiederholten,  sie  mochten  ausgeruht  haben  oder 
ermüdet  sein.  Daraus  schlössen  sie,  »dass,  so  lange  die  Muskeln 
nur  noch  überhaupt  Kraft  genug  haben,  um  die  Bewegung  auszu- 
führen, die  Geschwindigkeit  nicht  von  der  Stärke  der  Muskeln,  son- 
dern von  der  Grösse  der  Beine  und  von  der  Kraft,  die  von  aussen 
auf  sie  wirkt,  abhängt«.  »Aus  zahlreichen  Versuchen  (§  102),  so- 
wohl über  die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  des  Beines,  und 
über  die  Schrittdauer  beim  schnellsten  Gehen,  ging  ferner  hervor, 
dass  das  Verhältniss  beider  Zeiträume  bei  ihnen  fast  genau  2  :  1 
war.  Um  sich  zu  überzeugen,  dass  die  Einfachheit  dieses  Verhält- 
nisses  nicht  etwas  Individuelles  sei,   haben  sie   dieselben  Versuche 
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bei  vielen  Menschen  wiederholt«.  »Aus  dieser  Übereinstimmung 
der  Schrittdauer  beim  schnellsten  Gehen  mit  der  halben  Dauer  einer 
Pendelschwingung  des  Beines  schlössen  sie  nun  weiter  (§  104),  dass 
die  erstere  durch  die  letztere  bestimmt  werde,  indem  nämlich  das 
hinten  vom  Boden  erhobene  Bein,  blos  von  seiner  Schwere  getrieben, 
nach  vom  schwingt  (§  17)«.  »Wenn  nun  auch  das  Bein  vor  Voll- 
endung seiner  Schwingung  auf  dem  Boden  aufgesetzt  wird,  so  er- 
leichtert doch  die  ausschliessliche  Wirksamkeit  der  Schwere,  durch 
die  es  dahin  gebracht  wurde,  die  genaue  Wiederholung  der  Schritte 
in  gleichem  Tempo  ausserordentlich.  Denn  ohne  dass  wir  auf  unsere 
Beine  Acht  haben,  können  wir  sicher  darauf  rechnen,  dass  das  Bein 
jeden  bestimmten  Abschnitt  seiner  Schwingungsbahn  immer  in  gleicher 
Zeit  zurücklegt,  und  dass,  wenn  eine  gewisse  Zeit  vom  Beginne  seiner 
Schwingung  verflossen  ist,  es  immer  eine  gewisse  Lage  gegen  den 
übrigen  Körper  angenommen  haben  wird.  Die  Einrichtung,  vermöge 
deren  das  am  Rumpfe  hängende  Bein  wie  ein  Pendel  von  hinten 
nach  vorn  schwingt,  ist  daher  sehr  nützlich,  damit  die  Schritte  mit 
einer  gewissen  Gleichmässigkeit  ihrer  Länge  und  ihrer  Dauer  auf 
einander  folgen«. 

Die  Hypothese  der  Pendelschwingung  des  Beines  macht  es  ihnen 
also  vor  allen  Dingen  erklärlich,  warum  die  auf  einander  folgenden 
Schritte  mit  solcher  Gleichmässigkeit,  sowohl  in  Bezug  auf  ihre  Länge, 
als  in  Bezug  auf  ihre  Dauer  ausgeführt  werden,  ein  Umstand,  welcher 
von  YiBRORDT  in  seinem  Buch:  »lieber  das  Gehen  des  Menschen 
in  gesunden  und  kranken  Zuständen«^)  allerdings  gerade  gegen 
die  reine  Schwiugungstheorie  angeführt  wird:  »Ich  muss  gestehen«, 
sagt  derselbe  auf  pag.  42,  »dass  mir  die  reine  Schwingungstheorie, 
die  jegliche  Betheiligung  der  Muskulatur  während  der  Pendelung  des 
Beines  ausschliesst,  auch  nicht  sehr  plausibel  erscheint.  Eine  so 
präcis  erfolgende  Bewegung  lediglich  der  Schwere  überlassen!« 

Wenn  nun  auch  die  Hypothese  der  Pendelschwingung  des  einen 
Beines  und  die  ganze  WEBER'sche  Theorie  des  Gehens  der  damaligen 
Kenntniss  der  Bewegungsvorgänge  beim  Gehen  vollständig  angepasst 
sind,  so  schliesst  dies  natürlich  nicht  aus,  dass  sie  einer  anderen 
Hypothese  und  vielleicht  sogar  einer  anderen  Theorie  Platz   machen 

\)  Tübingen  1881,   pag.  42. 
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müssen,  sobald  es  gelungen  sein  sollte,  Thatsachen  aufzudecken, 
welche  mit  jenen  in  directem  Widerspruch  stehen.  Dies  kann  allein 
auf  inductivem  Wege  geschehen,  also  ausschliesslich  dadurch,  dass 
wir  durch  Messungen  mit  feineren  Hülfsmitteln  uns  eine  genauere 
Kenntniss  der  Bewegungsvorgänge  verschafifen.  Es  gehen  daher  nur 
diejenigen  der  späteren  Untersuchungen  des  menschlichen  Ganges 
thatsttchlich  über  die  WEBER'sche  Mechanik  der  Gehwerkzeuge  hinaus 
und  stellen  damit  einen  Fortschritt  dar,  welche  neue  auf  empirischem 
Wege  gefundene  Resultate  ergeben. 

Da  es  sich  bei  der  vorliegenden  Arbeit  zunächst  nur  um  die 
experimentelle  Feststellung  des  Bewegungsvorganges,  ohne  Rücksicht 
auf  das  Zustandekommen  desselben,  handelt,  so  haben  vorläufig  nur 
diejenigen  Untersuchungen  Berücksichtigung  zu  finden,  welche  sich 
ebenfalls  nur  mit  einer  genaueren  Registrirung  der  Bewegung  be- 
schäftigen. Die  Arbeiten,  welche  die  Ermittelung  der  im  Innern 
und  ausserhalb  des  menschlichen  Körpers  auftretenden  Ursachen  für 
die  Locomotion  zum  Ziele  haben,  unter  Anderen  diejenigen  von 
H.  VON  Meyer,  Henke,  Pettigrew,  A.  Fick,  Strasser,  Duchenne,  sollen 
dagegen  in  einem  späteren  Theile  der  mit  der  vorliegenden  Abhand- 
lung begonnenen  Reihe  von  Untersuchungen  über  den  Gang  des 
Menschen  in  Betracht  gezogen  werden. 

Mit  neuen  Mitteln  hat  wohl  zuerst  Carlbt  in  dem  Laboratorium 
von  Marey  die  beim  Gehen  stattfindenden  Bewegungen  registrirt. 
Die  Resultate  finden  sich  in  den  Annales  des  Sciences  naturelles: 
Zoologie  des  Jahres  1872^)  niedergelegt.  Neu  ist  bei  seinen  Ver- 
suchen vor  allen  Dingen,  dass  er  die  in  Betracht  kommenden  Grössen, 
wie  Länge  und  Dauer  der  Schritte,  die  Dauer  des  Aufstehens  und 
des  Schwingens  der  Beine,  die  Schwankungen  und  Neigungen  des 
Rumpfes  u.  s.  w.  selbstthätig  auf  die  Trommel  eines  Kymographions 
aufzeichnen  lässt.  Seine  Untersuchungen  bilden  auch  insofern  einen 
Fortschritt,  als  in  denselben  zum  ersten  Male  die  Raumcurve  experi- 
mentell festgestellt  worden  ist,  welche  ein  Punkt  des  menschlichen 
Körpers  während  des  Gehens  beschreibt.  Durch  eine  sinnreiche  Vor- 
richtung ermöglichte  es  Carlet,  dass  gleichzeitig  sowohl  die  verti- 
calen  als  auch  die  horizontalen  Schwankungen  einer  Stelle  des  Kör- 

\)  Essai  cxpi^rimental  sur  la  locomotion  humaine:  £)tude  de  la  marche.  TomeX> 
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pers  auf  dem  Kymograpbion  registrirt  wurden.  Auf  diese  Weise 
fand  er  z.  B. ,  dass  ein  Punkt  der  Symphysis  ossium  pubis  eine 
Curve  beschreibt,  welche  man  als  in  eine  Rinne  mit  der  Con- 
vexität  nach  unten  eingeschrieben  ansehen  kann.  Am  Boden  dieser 
Rinne  befinden  sich  die  Minima,  während  die  Curve  die  Ränder  der- 
selben mit  ihren  Maximis  berührt.  Die  Erzeugende  dieses  Halb- 
cylinders  ist  parallel  der  Marschrichtung.  Die  Minima  entsprechen 
der  Mitte  des  beiderseitigen  Aufstutzens  der  Beine  und  die  Maxima 
der  Mitte  des  einseitigen  Aufstützens. 

In  mehr  unmittelbarer  Weise  hat  darauf  Vierordt  durch  eine 
Reihe  mühsamer  Versuche  die  räumlichen  und  zeitlichen  Verhältnisse 
des  Gehens  zu  registriren  gesucht.  Er  erreicht  es  durch  eine  be- 
sondere Vorrichtung  am  Schuh  des  Gehenden,  dass  sich  beim  Auf- 
setzen des  Fusses  die  Lage  und  Richtung  der  Fusslängsaxe  von  selbst 
auf  dem  Fussboden  oder  ein  auf  dem  Fussboden  ausgebreitetes  Papier 
abdrückt.  Mittelst  dieses  »Abdruckverfahrens«  ist  er  in  der  Lage, 
mit  grosser  Genauigkeit  zu  bestimmen:  die  Länge  des  einzelnen 
Schrittes,  die  mittlere  und  grösste  Schrittlänge  für  jedes  Bein,  die 
seitliche  Spreizweite,  den  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  Fuss- 
längsaxe mit  der  Gangrichtung  beim  Aufsetzen  des  Fusses  bildet, 
die  durchschnittliche  seitliche  Abweichung  der  Ferspunkte  desselben 
Fusses  im  Doppelschritt  und  andere  für  die  Erkenntnis  des  Mecha- 
nismus der  Gehwerkzeuge  wichtige  Daten.  Er  kommt  dabei  zu  sehr 
interessanten  Ergebnissen  über  das  verschiedene  Verhalten  sowohl 
desselben  als  auch  beider  Beine  im  Verlauf  mehrerer  Schritte,  Er- 
gebnisse, welche  die  Brüder  Weber  bei  ihrer  Methode,  die  Schritt- 
länge aus  der  Länge  des  ganzen  Weges  und  der  Anzahl  der  Schritte 
durch  Division  zu  bestimmen,  nicht  erhalten  konnten. 

Weiterhin  unternimmt  es  Vierordt,  die  Bewegungen  der  Beine 
und  Arme  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  graphisch  unmittelbar  zu  regi- 
striren. Die  Methode,  welche  dieses  leisten  soll,  besteht  im  Wesent- 
lichen darin,  dass  an  verschiedenen  Stellen  des  Körpers  kleine 
Ausflussröhrchen  angebracht  sind,  welche  durch  einen  dünnen 
Kautschukschlauch  mit  einem  gläsernen,  farbige  Flüssigkeit  aufnehmen- 
den Reservoir  in  Verbindung  stehen,  das  dem  Versuchsindividuum  in 
der  Höhe  der  Schulterblätter  auf  dem  Rücken  aufgeheftet  wird. 
Während    des    Gehens    lliosst    nun    aus    den    Rohrchen    die    farbige 
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Flüssigkeit  oiil  grosser  Geschwindigkeit  in  sehr  dünnem  Sirahle  aus  i 
zeichnel  auf  am  Fussboden    befindliches    oder  seitlich   verlical  : 
brachles  Papier  Curven    auf.      Solcher  Ausflussröhrchen    sind    an  \ 
einer  Stelle  des  Fusses  und  Armes  und   je   zwei  Stellen  des  UnteF 
und  Überschenkels  und  Rumpfes  angebracht,  und  zwar  ana  Fuss  ein 
Paar  zu   einander  rechtwinklig   gestellter,    von    denen    das    eine 
gerader  Haltung  des  Körpers  verlical  und  das  andere  horizontal  | 
richtet  ist.     Die   anderen  Röhrchen    sind    horizontal    und  zwar, 
auch  das  horizontale  Fussröhrchen ,    senkrecht  zur  Medianebene  i 
Körpers  gestellt;    nur    das   eine    horizonlale  Humpfröhrchen    liegt 
der  Medianebene  selbst.     Das  verlical   gestellte  Röhrchen  am  Fuss" 
soll  bei  der  Bewegung  eine  Horizontatprojectlon    und    die  horizontal 
gestelllen   eine   Verticalprojeclion    der    von    den    betreflendeu    Stelle 
des  Körpers  durchlaufenen  Kaumcurven  liefern.     Das  in  der  Median 
ebene  gelegene  horizontale  Rumpfröhrchen  soll  dagegen  die  seillicJw 
Excursionen  des  Rumpfes  auf  den  horizontalen  Fussboden  verzeichnen. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  und  wird  auch  keineswegs 
von  ViEBOBDT  verkannt,  dass  diese  »Spritzmelhode  «  sehr  beträchtliche 
Fehlerquellen  in  sich  birgt.  Das  verticale  Röhrchen  wird  gerade,  da 
CS  sich  am  Fusse  befindet,  zu  grossen  Richtungsanderungen  ausgesetzt, 
und  die  horizontalen  Röhrchen,  welche  ihre  Curven  mit  einer  Ausnahme 
auf  verlical  gestellte  Papierllachen  aufspritzen  sollen,  werden  bei  den 
seitlichen  Schwankungen  des  Körpers  zu  grossen  Veränderungen  ihres 
Abslandes  von  der  Projcctionsebene  ausgesetzt  sein,  um  ein  getreues 
Abbild  der  Bewegungscurven  liefern  zu  können.  Ganz  Kntsprechei 
des  gilt  für  das  mediane  Rumpfröhrchen.  Dazu  kommt  nun  vor  alh| 
Dingen  noch,  dass  die  Röhrchen  sich  nicht  an  ruhenden  oder  dun 
weg  gleichmassig  bewegten  Körpertheilen,  sondern  an  solchen 
(len  verschiedenartigsten  gleichzeitigen  Bewegungen  belinden. 

Wenn  auch  später  die  ViEBOBnfsche  Methode,  die  beim  Gehi 
von  einzelnen  Stellen  des  Körpers  beschriebenen  Bahnen  auf  Eben 
zu  projiciren,  durch  andere  viel  genauere  Methoden    ersetzt    won 
ist,  so  ist  derselben  doch  ein  gewisser  historischer  Werth   nicht  t 
zusprechen.     Denn  sie  stellt  den  ersten  Vei-such   einer  gleichzeitige" 
Hegistrinmg   der    Bewegungscurven    der   einzelnen  KOrpertheilc    dar. 
Für    den    praktischen   Arzt    durfte    sie   unter    Umstanden    auch  heui 
noch  ein  Mittel  darbieten,  sich  einen  ungefähren  Ueberlilick  Qber  i 
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bestimmte  pathologische  Zustände  begleitenden  Abnormitäten  des 
Gehens  und  Laufens  zu  verschaffen,  —  vorausgesetzt,  dass  derselbe  es 
nicht  vorzieht,  sich  des  ungleich  besseren  Hülfsmittels  zu  bedienen, 
welches  die  Photographie  darbietet.  Dem  Forscher  auf  physiologisch- 
mechanischem Gebiete,  welchem  es  nicht  darum  zu  thun  sein  kann, 
schnell  und  bequem  zu  arbeiten,  sondern  welcher  keine  Zeit  und 
Mühe  schonen  darf,  um  eine  möglichst  genaue  Kenntniss  der  bei  der 
Locomotion  befolgten  Bewegungsgesetze,  und  dadurch  einen  möglichst 
tiefen  Einblick  in  die  dabei  thUtigen  Kräfte  zu  gewinnen,  wird  dagegen 
die  Spritzmethode  kaum  noch  bemerkenswerthe  Dienste  leisten  können. 

Endlich  hat  Yierordt  auch  » die  zeitlichen  Verhältnisse  der  Geh- 
bewegungen« registrirt.  Durch  eine  sehr  zweckmässige  Einrichtung 
ermöglicht  er  es,  dass  die  Dauer  der  Schritte,  die  Zeit  der  Schwin- 
gung  des  Beines,  die  Zeit  des  Aufstehens  des  ganzes  Fusses  sowohl 
als  der  Ferse  und  die  des  Ballens  allein  auf  der  Trommel  eines 
Kymographions  registrirt  werden.  Während  Carlet  nach  dem  Vor- 
gang seines  Lehrers  Maret  die  Luft  als  Hebertragungsmittel  verwendet 
hatte,  bedient  sich  Vierordt  bei  seinen  zeitlichen  Messungen  der  Elek- 
tricität.  Er  kommt  mit  dieser  gewiss  sehr  exact  arbeitenden  Unter- 
suchungsmethode wieder  zu  sehr  interessanten  Ergebnissen  über  das 
verschiedene  Verhalten  sowohl  desselben  als  auch  beider  Beine  im 
Verlauf  mehrerer  Schritte.  Die  Brüder  Weher  hatten  nur  die  durch- 
schnittliche Schrittdauer  aus  der  Zeit  des  Gehens  und  der  Anzahl  der 
Schritte  durch  Division  abgeleitet  und  ausserdem  auf  directem  Wege 
die  Dauer  des  Aufstehens  des  einen  Beines  auf  dem  Fussboden  ge- 
messen. Hieraus  berechneten  sie  dann  die  übrigen  in  Betracht 
kommenden  Zeiten,  wie  die  Dauer  der  Schwingung  eines  Beines,  die 
Dauer  des  beiderseitigen  Aufstehens  u.  s.  w.,  indem  sie  annahmen, 
dass  nicht  nur  ein  jedes  Bein  bei  jedem  späteren  Schritte  immer 
wieder  seine  Bewegung  in  genau  derselben  Weise  ausführte,  sondern 
dass  auch  beide  Beine  sich  beim  Gehen  ganz  gleichmässig  verhielten. 
Es  mussten  ihnen  daher  die  von  Vierordt  aufgedeckten  Ungleich- 
mässigkeiten,  in  denen  der  letztere  die  Norm  des  Gehens  erblickt, 
verborgen  bleiben. 

Einen  grossen  Fortschritt  hat  die  Mechanik  der  Gehwerkzeuge 
dem  Pariser  Physiologen  Marey  zu  verdanken.  Das  Uauptverdienst 
dieses  Gelehrten    liegt  darin,   eine  ganz  neue  UntersuchuDgsoi« 
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ausgebildet  zu  habeu,  indem  er  in  der  Cbronophotographie  der  directen 
Messung  von  BewegungsvorgUngen  ein  Hülfsmittel  dienstbar  machte, 
welches  gestattete,  mit  grösster  Genauigkeit  nicht  nur  die  Bewegungen 
der  Körpertheile  auf  eine  Ebene  zu  projiciren,  sondern  auch  gleich- 
zeitig den  zeitlichen  Verhältnissen  dabei  Rechnung  zu  tragen. 

Die  Verwendung  der  Photographie  zur  Fixirung  von  Bewegungs- 
phasen ist  dem  amerikanischen  Photographen  Mdtbridge  in  San  Fran- 
cisco zu  verdanken.  Demselben  ist  es  zuerst  gelungen,  eine  Serie 
von  successiven  Bewegungsphasen  eines  Pferdes  zu  photographiren. 
Er  verwendete  zu  diesem  Zwecke  eine  Reihe  nebeneinander  stehender 
photographischer  Apparate,  welche  nacheinander  in  kurzen  Zeit- 
intervallen für  einen  Moment  geöffnet  wurden.  Die  Leistung  von 
Mutbridge  ist  um  so  bemerkenswerther,  als  zu  jener  Zeit  die  photo- 
graphischen Platten  noch  nicht  den  hohen  Grad  von  Empfindlichkeit 
besassen,  der  sie  heute  so  vortrefflich  zur  Aufnahme  von  Moment- 
bildern geeignet  macht.  Die  Aufnahme  der  successiven  Bewegungs- 
phasen wurde  bei  der  kurzen  Expositionszeit,  welche  die  schnelle 
Bewegung  des  Pferdes  erforderlich  machte,  nur  dadurch  ermöglicht, 
dass  das  Thier  sich  vor  einem  weissen  Schirm  bewegte,  welcher  so 
geneigt  und  so  orientirt  war,  dass  er  die  auffallenden  Sonnenstrahlen 
auf  die  photographischen  Apparate  zu  refliectirte.  Infolgedessen  hob 
sich  das  Pferd  als  ein  dunkler  Körper  auf  dem  sehr  hellen  Hinter- 
grunde scharf  ab.  Allerdings  sind  diese  ersten  Momentbilder  noch 
insofern  unvollkommen,  als  sie  nur  die  Silhouette  des  Thieres,  aber  fast 
gar  keine  Details  geben;  sie  lassen  jedoch  schon  deutlich  die  ver- 
schiedenen Stellungen  der  Beine  und  des  Kopfes  in  den  aufeinander- 
folgenden Bewegungsphasen  erkennen.  Die  Beschreibung  dieser  ersten 
Serienaufnahmen  von  Momentbildern  ist  unter  den  Auspicien  von 
Stanford,  Gouverneur  von  Californien,  welcher  Mutbridge  zu  den 
Versuchen  veranlasst  hatte,  im  Jahre  1882  von  Willmann  veröffent- 
licht worden  unter  dem  Titel:  The  Horse  in  Motion,  as  shown  by 
instantaneous  Photography^). 

Durch  das  glückliche  Gelingen  des  ersten  Versuches  ermuthigt, 
unternahm  es  dann  Muybridge,  Momentbilder  der  Bev^egungsphasen  von 
anderen  Thieren  und  vor  allen  Dingen  auch  vom  Menschen  anzufertigen. 

I)   London,   Turner  and  Co. 
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Nach  der  Erfindung  der  so  überaus  lichtempfindlichen  Brom- 
silbergelatine-Platten  gelang  es  ihm  dann  bald,  Momentbilder  herzu- 
stellen, bei  denen  nicht  nur  die  Umrisse,  sondern  alle  Einzelheiten 
mit  grösster  Scharfe  hervortreten.  Er  hat  dann  die  Welt  mit  einer 
grossen  Zahl  vorzüglicher  Serienaufnahmen  vom  Menschen  und  den 
verschiedensten  Thieren  in  allen  möglichen  Fortbewegungsarten  be- 
reichert; unter  denselben  finden  sich  auch  solche,  welche  gleich- 
zeitig von  zwei  verschiedenen  Seiten  aus  gewonnen  sind. 

Nach  dem  Vorgänge  von  Muybridge  beschäftigen  sich  auch  der  Photo- 
graph Anschütz,  früher  in  Lissa,  zur  Zeit  in  Berlin,  und  Londb,  Directeur 
du  Service  Photographique  de  la  Salpötri^re  ^)  mit  der  Herstellung 
von  Bewegungsphasen  des  Menschen  und  der  verschiedensten  Thiere 
von  einer  Seite;  beide  haben  es  dabei  zu  einem  nicht  geringeren 
Grade  von  Vollkommenheit  gebracht.  Die  Errungenschaften  von 
McTBRiDGB,  AnscuCtz  uud  LoNDB  siud  für  Künstler,  insbesondere  für 
diejenigen,  welche  sich  mit  der  Darstellung  des  Menschen  und  der 
Thiere  in  Bewegung  beschäftigen,  von  der  allergrössten  Bedeutung. 

Die  Verwendung  der  Photographie  als  wissenschaftliches 
Untersuchungsmittel  und  die  Vervollkommnung  der  photographischen 
Apparate  in  dieser  Richtung  ist,  wie  schon  erwähnt,  in  erster  Linie 
Marey  zu  verdanken. 

Um  bei  einer  Vergleichung  der  successiven  Momentbilder  des* 
selben  Bewegungsvorganges  zu  ganz  sicheren  Resultaten  gelangen 
zu  können,  wäre  es  nöthig,  dass  die  einzelnen  Phasenbilder  in  genau 
parallelen  Richtungen  aufgenommen  würden  und  genau  dieselbe  Ver- 
kleinerung aufwiesen.  Dies  Hesse  sich  auf  directem  Wege  exact  nur 
dadurch  erreichen,  dass  die  Axen  der  nebeneinander  stehenden 
photographischen  Apparate  seitlich  denselben  Horizontalabstand  be- 
sässen  wie  die  Bewegungsphasen,  und  dass  im  Uebrigen  die  einzelnen 
Apparate  in  jeder  Beziehung  optisch  gleichwerthig  wären.  Wenn 
sich  auch  die  letzte  Forderung  bis  zu  einem  gewissen  Grade  reaU- 
sieren  lässt,  so  gilt  das  keineswegs  von  der  ersten;  denn  der  nöthige 
Abstand  der  einzelnen  Apparate  hängt  von  der  im  Allgemeinen  von 
vornherein   unbekannten  Geschwindigkeit  des   bewegten  Körpers  ab 


1)   LoNDE,  La  Photographie  Medicale.   Gauthier,  Villars  et  fih,  Paris  1893  und 
Debs.,  La  Photochronographie  appliquee  au\  £tudes  Medicales.    Internationale 
medicinische-photographische  Monatsschrift  Bd.  I,    png.  9.     189i. 
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und  »lilsste  für  jeden  anderen  Körper  und  jede  andere  Itowegungsarl 
desselben  Kürpers  ein  anderer  sein.  Bei  der  Versuchsanordnung  von 
MuTBRiDGE,  Ansciiütz  Und  LoNDB  besassBD  die  nebeneinander  stellenden 
Apparate  einen  bestimmten,  nicht  nach  der  Geschwindigkeit  des  auf- 
zunehmenden Kürpers  bemessenen  Absland.  Es  würe  daher  nölhig, 
bei  einer  Vergleichung  der  Phasenbilder  den  verschiedenen  Hich- 
lungen,  von  denen  aus  dieselben  gewonnen  sind,  Rechnung  zu  tragen. 
Das  letztere  ist  nun  bedeutend  leicliter,  wenn  die  verschiedenen 
Richtungen  alle  durch  einen  Punkt  hindurchgehen,  d.  h.  also  wenn 
die  Aufnahmen  alle  von  ein  und  demselben  Standpunkte  aus  ge- 
Avonnen  sind.  Abgesehen  davon  entspiicht  dies  auch  viel  mehr 
unserer  direclen  Anschauung,  wenn  wir  einen  bewegten  Gegenstand 
mit  den  Augen  verfolgen. 

Es  bedeutete  daher  einen  entschiedenen  Fortschritt  in  der 
Verwendung  der  Photographie  zum  Analysiren  der  Bewegungen  des 
menschlichen  und  Ihierischen  Körpers,  dass  es  Maiiet  gelang,  Serien- 
aufnahmen  mit  Hülfe  eines  einzigen  photograpliischen  Apparates  zu 
machen'].  Seine  Bemühungen  waren  zunächst  darauf  gerichtet,  eine 
Serie  successiver  Bewegungsphasen  eines  fliegenden  Vogels  zu  fiiiren, 
da  es  Mi'TBRiDGE  mit  seiner  Einrichtung  nur  dahin  gebracht  hatte, 
einzelne  Momentbilder  eines  solchen  zu  erlangen.  Er  conslruirle  zu 
diesem  Zwecke  einen  photographischen  Apparat  in  Form  einer  Jagd- 
flinte, mit  welchem  er  einen  Vogel  einvisiren  und  in  seinem  Fluge 
verfolgen  konnte.  Die  empfindliclie  Platte  dieses  Apparates  war 
grösser  als  die  Hinterwand  der  dunkeln  Kammer  und  konnte  um 
eine  ausserhalb  der  Camera  angebrachte,  zu  der  opti.'^chen  Axe 
des  Apparates  parallele  Axe  in  schnelle  Rotation  versetzt  werden, 
.so  dass  immer  andere  und  andere  Stellen  dei'selben  die  Hinterwand 
der  dunklen    Kammer    bildeten. 

Durch  eine  besondere  Vorrichtung  wurde  die  Platte  iumier  für 
einen  kurzen  Moment  in  ihrer  Drehung  aufgelialten ,  während  eine 
Momentaufnahme  gemacht  wurde.    Die  danu  erforderliche  Expositions- 


t)  Hakev,  Sur  la  reproHucIion,  pur  la  pholograptiie .  des  diverses  phases 
liu  vot  des  oiscaux.  Coraptcs  rendus,  lomc  9*,  p.  C83,  Naples,  9  mars  t88S; 
forocr:  Pliolographies  inslantau^es  d'oiseaux  au  vol.  C.  r.,  tuino  91,  p.  SS3.  ISSS 
und:  Emploi  de  la  pliolograpliii'  inslnuUinee  pour  l'^rialysc  diT!  inou\L>iiii.'nls  die/ 
les  iinimiiux.     C.  r..   lomo  9i,    p,  tl)t3.     IXKi. 
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zeit  brauchte  nur  f-^  Secunde  zu  betragen,  da  Maret  schon  im  Be- 
sitze der  empfindlichen  Bromsiibergelatine-Platten  war.  Die  Platte 
drehte  sich  in  einer  Secunde  einmal  um  ihre  Axe  und  wurde  dabei 
zwölfmal  arretirt  und  der  Einwirkung  des  Lichtes  ausgesetzt.  Dadurch 
erhielt  Marey  in  einer  Secunde  ein  Dutzend  Bilder  eines  (liegenden 
Vogels,  welche  am  Rande  der  empfindlichen  Platte  gleichmässig  ver- 
theilt  waren. 

Eine  weitere  Vervollkommnung  der  photographischen  Unter- 
suchungsmethode erzielte  Maret,  indem  er  auf  einer  ruhenden 
Platte  mittelst  eines  gewöhnlichen  Apparates  verschiedene  Phasen 
eines  bewegten  Menschen  erhielt^).  Dies  ermöglichte  er  dadurch, 
dass  er  einen  Menschen  ganz  hell  durch  Sonnenstrahlen  beleuchtete 
und  vor  einem  schwarzen  Hintergrund,  einer  dunklen  Höhle,  gehen 
Hess.  In  Folge  des  dunklen  Hintergrundes  behält  die  photographi- 
sche Platte  ihre  Empfindlichkeit  längere  Zeit  an  den  Stellen,  auf 
welche  nicht  schon  Bilder  gekommen  sind.  Die  verschiedenen  Phasen 
wurden  durch  eine  direct  vor  dem  Objectiv  angebrachte  rotirende 
Scheibe  mit  einem  Fenster  hervorgebracht.  Später  ^j  ersetzte  Maret 
diese  Scheibe  durch  ein  Rad  mit  1 0  Speichen,  welches  sich  zehnmal 
in  der  Secunde  umdrehte,  so  dass  zwischen  dem  Anfang  zweier 
Bewegungsphasen  genau  xiir  Secunde  verflossen  war. 

Bei  dieser  Häufung  der  Phasen  verdecken  sich  nun  an  vielen 
Stellen  die  Bilder  so  sehr,  dass  es  nur  schwer,  zuweilen  fast  un- 
möglich ist,  sie  zu  entwirren.  Diesem  Uebelstande  kann  entweder 
dadurch  abgeholfen  werden,  dass  man  die  Platte  beweglich  macht, 
oder  dass  man  nur  einen  sehr  schmalen  Theil  des  bewegten  Körpers 
durch  die  Photographie  fixiren  lässt.  Beide  Methoden  sind  von  Maret 
angewendet  und  ausgebildet  worden. 

Bei  der  photographischen  Flinte,  wie  er  seinen  oben  beschrie- 
benen ersten  Apparat  mit  beweglicher  Platte  nennt,  bestand  die 
empfindliche  Platte  wie  gewöhnlich   aus  Glas.     Das  grosse  Gewicht 


\)  Marey,  Analyse  du  mecanisme  de  la  locomotion  au  moyen  d*une  serie 
d*images  photographiques  recueillis  sur  une  nx^me  plaque  et  representant  les  phases 
successives  du  mouvement.    Cr.,  iome  95,  p.  4i.     4  882. 

%)  Marey,    Emploi  de  ia  photograph^^  d^anniner  la   trajectoire  des 

Corps  cn  mouvement,  avec  leius  vil  '^sitions  relatives. 
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derselben  erlaubte  nun  nicht  einen  so  häufigen  Wechsel  von  Be- 
wegung und  Arretirung  der  Bewegung,  wie  es  bei  einer  Vergrösse- 
rung  der  Phasenzahl,  über  12  in  der  Secunde,  erforderlich  wird. 
Daher  verwendete  spS^ter  Maret  ein  mit  der  lichtempfindlichen  Schicht 
überzogenes  dünnes  Häutchen^),  welches  in  Form  eines  langen  Bandes 
zwischen  zwei  Rollen  straff  ausgespannt  war  und  durch  eine  be- 
sondere Vorrichtung  mit  grosser  Schnelligkeit  von  der  einen  Rolle 
ab-  und  auf  die  andere  aufgewickelt  werden  konnte,  in  der  Weise, 
dass  das  Stück  zwischen  den  Rollen  immer  den  Hintergrund  der 
dunklen  Kammer  bildete.  Mit  dieser  neuen  Einrichtung  erzielte 
Marey  Serien  dicht  aufeinander  folgender  Phasenbilder  von  der 
grössten  Vollkommenheit.  So  deutlich  dieselben  den  Wechsel  der 
Haltung  des  bewegten  Körpers  wiedergeben,  so  lassen  sie  doch  nicht 
unmittelbar  die  Geschwindigkeit  der  Fortbewegung  in  den  verschie- 
denen Momenten  erkennen,  da  sie  in  der  einen  Richtung  um  das 
Stück  zu  viel  auseinander  gezogen  sind,  um  welches  das  Häutchen 
während  zweier  Expositionen  verschoben  worden  ist,  und  da  anderer- 
seits bei  dieser  Einrichtung  der  ganze  Apparat  nicht  in  absoluter 
Ruhe  verharren  kann.  Um  exacte  Messungen  der  Geschwindigkeiten 
vornehmen  zu  können,  wäre  ein  absolut  gleichmässiger  Gang  des 
das  Häutchen  bewegenden  Mechanismus  und  ein  Vermeiden  aller, 
wenn  auch  noch  so  geringen  Erschütterungen,  unerlässlich. 

Im  Interesse  der  Genauigkeit  der  abzuleitenden  Resultate  liegt 
es  daher,  von  einer  Bewegung  der  empfindlichen  Platte  abzusehen, 
und  dafür  nur  diejenigen  Theile  des  Körpers  zu  photographiren, 
welche  für  die  Haltung  desselben  massgebend  sind.  Maret  erreichte 
dies  beim  Menschen  dadurch,  dass  er  denselben  schwarz  bekleidete 
und  auf  den  Anzug  helle  Streifen  zwischen  den  Hauptgelenken  der 
Extremitäten  anheftete-).  Bei  dieser  Einrichtung  konnte  er  eine  ganz 
beträchtliche  Anzahl  von  Bewegungsphasen  eines  sich  in  irgend 
welcher  Art  fortbewegenden  Menschen  oder  Thieres  auf  ein  und 
dieselbe  Platte  durch  die  Photographie  aufzeichnen  lassen,  ohne  dass 
die  Bilder   sich  gegenseitig  störten.     Da  die  sehr  kleinen  Zeitinter- 


1)  Markt,   Appareil   pholochronographique  applicable   a  Tanalyse   de   toutes 
sortes  de  mouvements.     C.  r.,   torae  Hl,   p.  626.     4890. 

2)  Marey,  Emploi  des  pholographies  partielles  pour  eludler  la  locomotion  de 
riiomine  et  des  animaux.     C.  r.,  loine  96,   p.  4  827.     4  883. 
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valle  zwischen  den  einzelnen  Phasen  gleich  gross  waren,  so  hat  man 
in  diesen  von  Maret  gewonnenen  Serienaufnahmen  eine  in  Bezug 
auf  die  raumlichen  und  zeitlichen  Verhältnisse  getreue  Protection  des 
ganzen  Bewegungsvorganges  auf  eine  Ebene. 

Würden  alle  Punkte  des  menschlichen  oder  thierischen  Körpers 
sich  beim  Gehen  oder  Laufen  in  einer  einzigen  Ebene  bewegen,  so 
böten  diese  Serienbilder  nicht  nur  eine  einseitige  Protection,  sondern 
ein  getreues  Bild  des  ganzen  Bewegungsvorganges  überhaupt  dar. 
Da  wir  es  jedoch  hierbei  mit  einer  räumlichen  Bewegung  zu  thun 
haben,  indem  alle  Gelenkmittelpunkte  doppelt  gekrümmte  Gurven 
beschreiben,  so  genügt  die  eine  Projection,  welche  Maret  mittelst 
seiner  Methode  von  dem  Bewegungsvorgange  erhält,  nicht,  um  die 
Bewegung  im  Räume  vollständig  zu  erkennen.  Wenn  z.  B.  die  Bilder 
in  einer  zur  Gangebene  senkrechten  Richtung  gewonnen  sind ,  so 
hat  man  wohl  einen  Ueberblick  über  die  Bewegung  in  der  Fort- 
schreitungsrichtung  und  über  die  gleichzeitigen  Hebungen  und  Sen- 
kungen der  einzelnen  Körpertheile,  man  hat  aber  gar  keine  Einsicht 
in  die  seitlichen  Schwankungen,  welche  der  Körper  ausführt.  Genau 
genommen  bietet  aber  selbst  diese  Profilaufnahme  nicht  einmal  ein 
ganz  exactes  Mittel  zur  Bestimmung  der  Bewegung  in  den  Rich- 
tungen nach  vorn  und  oben.  Dies  würde  nur  der  Fall  sein,  wenn 
man  eine  Parallelprojection  auf  die  Gangebene  besässe.  Die  Photo- 
graphie liefert  aber  keine  Parallelprojection,  sondern  eine  Central- 
projection  der  äusseren  Körper  auf  eine  zur  Axe  des  photographi- 
schen Apparates  senkrechte  Ebene. 

Dies  lässt  sich  leicht  einsehen. 

Die  durch  das  centrirle  Linsensystem,  welches  in  dem  Objectiv- 
kopfe  eines  photographischen  Apparates  enthalten  ist,  hervorgerufene 
Brechung  der  Lichtstrahlen  findet  bekanntlich  in  der  Weise  statt,  dass 
ein  jeder  Strahl,  welcher  vor  der  Brechung  nach  einem  bestimmten 
zum  Linsensystem  festen  Punkte  K  (vgl.  Fig.  1  auf  S.  1 73)  hin  ge- 
richtet ist,  nach  erfolgter  Brechung  im  Innern  der  photographischen 
Camera  eine  derartige  Richtung  besitzt,  als  käme  er  von  einem  an- 
deren, ebenfalls  festen  Punkte  K  her.  Diese  beiden  ausgezeichneten 
Punkte  liegen  auf  der  Axe  des  Linsensystems  und  heissen  die 
Knotenpunkte  des  dioptrischen  Systems.  Sie  liegen  bei  den  zum 
Photographiren  verwendeten  Systemen   gewöhnlich  nahe  an^m 
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so  dass  man  sie  bei  vielen  Messungen  durch  einen  einzigen  zwischen 
ihnen  liegenden  Punkt  ersetzen  kann,  ohne  damit  eine  neue  Fehler- 
quelle zu  schaffen,  welche  im  Vergleich  zu  anderen,  bei  der  Messung 
nicht  zu  vermeidenden,  Fehlerquellen  in  Betracht  käme.  Man  be- 
zeichnet dann  zweckmässiger  Weise  den  einen  Punkt,  welcher  die 
beiden  Knotenpunkte  ersetzt,  als  optischen  Mittelpunkt,  wie  es  ja  bei 
einer  einzigen  Linse,  wenn  man  deren  Dicke  vernachlässigen  darf, 
gebräuchlich  ist.  Bei  Annahme  eines  einzigen  optischen  Mittelpunktes  O 
würden  dann  alle  Lichtstrahlen,  welche  die  Richtung  auf  0  besitzen, 
scheinbar  ungebrochen  und  auch  unverschoben  aus  dem  Linsen- 
system wieder  austreten. 

Sind  bei  ^einer  Messung  alle  Fehlerquellen  möglichst  auf  ein  Mi- 
nimum reduciert,  so  kann  es  vorkommen,  dass  der  Fehler,  welchen 
die  Ersetzung  der  beiden  Knotenpunkte  durch  den  einen  optischen 
Mittelpunkt  mit  sich  bringt,  im  Vergleich  zu  den  Übrigen  unvermeid- 
lichen Fehlern  zu  gross  ausfallt,  so  dass  dadurch  die  Genauigkeit, 
welche  man  ohne  ihn  erreichen  würde,  illusorisch  gemacht  wird.  In 
diesen  Fällen  muss  man  natürlich  die  beiden  Knotenpunkte  beibe- 
halten. Man  kann  sich  dann  trotzdem  leicht  den  Verlauf  der  Licht- 
strahlen und  das  Hervorbringen  des  Bildes  auf  der  photographischen 
Platte  anschaulich  machen,  wenn  man  annimmt,  dass  das  Strahlen- 
bündel der  gebrochenen  Strahlen  von  dem  der  einfallenden  losgelöst 
und  um  den  Abstand  der  beiden  Knotenpunkte  in  der  Richtung  der 
optischen  Axe  des  Systems  verschoben  worden  ist.  In  dieser 
Weise  sind  die  beiden  Strahlenbündel  in  Fig.  1   eingezeichnet  worden. 

Die  Strahlen  des  einfallenden  Bündels  mögen  von  Punkten  einer 
doppelt  gekrümmten  Curve  AB  herrühren.  Dann  wird  das  Bild  A'F, 
welches  von  den  Strahlen  des  gebrochenen  Bündels  auf  der  photo- 
graphischen Platte  verzeichnet  wird,  im  Allgemeinen  wieder  eine 
Curve  sein.  Diese  Bildcurve  AB'  ist  nun  gewöhnlich  keineswegs 
der  Raumcurve  AB  ähnlich,  was  schon  daraus  hervorgeht,  dass  jede 
andere  Curve  A"  B\  welche  auf  der  durch  die  einfallenden  Strahlen 
gebildeten  Fläche  liegt,  dasselbe  Bild  ergeben  muss,  und  auch  daraus, 
dass  die  Bildcurve  AB'  in  einer  Ebene  liegt.  Selbst  wenn  AB  eine 
ebene  Curve  wäre,  brauchte  die  Curve  AB'  nicht  die  wahre  Gestalt 
jener  erkennen  zu  lassen.  So  bildet  sich  z.  B.  ein  Kreis  auf  der 
photographischen  Platte   im  Allgemeinen  als   Ellipse   ab.      Die   Bild- 
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curve  kann  nur  dano  die  genaue  Form  der  Curve  Ali  wiedergeben, 
wenn  die  Jetzlere  m  einer  Ebene  liegt,  welche  auf  der  optischen 
Axe  des  Linsensystems  senkrecht  steht.  Denkt  maq^sich  also  z.  B. 
die  Strahlen  des  einfallenden  Bündels  über  die  Curve  AB  hinaus 
nach  rUckwUrts  verlängert  bis  zum  Schnitt  mit  einer  auf  der  optischen 
Axe  senkrecht  stehenden  Ebene  E,  so  erhält  man  in  dieser  Ebene  eine 
Curve  Ä"]r,  welcher  die  Bildcurve  A'B"  ähnlich  ist.  Es  ist  dabei 
ganz  gleichgültig,  in  welcher  Entfernung  von  dem  photographischen 
Apparat  sich  diese  Ebene  befindet.    Ruckt  man  die  Ebene  weiter  fort, 


Fig.  I. 


oder  bringt  sie  näher  an  den  Apparat  beran,  so  bleibt  die  Bildcurve 
trotzdem  der  Schnittcurve  A" IT  ahnlich,  es  ändert  sich  nur  dabei 
das  G rossen verbällniss  der  beiden  Curven  A"!)^'  und  A'B'. 

Die  Curve  A'"B"  ist  nun  nichts  anderes  als  eine  Centralprojec- 
lioo  der  Raumcurve  AB  auf  die  Ebene  E,  bei  welcher  der  erste 
Knotenpunkt  K  die  Rolle  des  Ptojectionscentrums  spielt.  Man  erhält 
daher  durch  die  Photographie  ein  getreues,  im  Allgemeinen  ver- 
kleinertes Abbild  der  Centralprojection  der  Körper  der  Aussenwelt  auf 
irgend  eine  zur  optischen  Axe  des  Apparates  senkrecht  stehende  Ebene. 
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Es  werden  infolge  dessen  die  photographischen  Bilder  von  Be- 
wegungscurven,  wie  sie  von  Maret  auf  einer  Platte  gewonnen  worden 
sind,  dieselben  Mängel  aufweisen,  welche  der  Gentralprojection  der- 
selben anhaften. 

Bewegen  sich  beispielsweise  zwei  Punkte  A^ ,  A2  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit und  in  derselben  Richtung  parallel  der  Projectionsebene  £, 
so  wird  die  gleiche  Geschwindigkeit  in  der  Gentralprojection  nur  dann 
zu  erkennen  sein,  wenn  die  Punkte  gleich  weit  von  der  Projectionsebene 
entfernt  sind.  Besitzt  dagegen  der  eine,  z.  B.  A2,  eine  grössere  Ent- 
fernung von  E  wie  der  andere,  A^,  so  wird  A2  in  der  Projection  in 
derselben  Zeit  einen  grosseren  Weg  zurücklegen  als  A^.  Dies  lässt  sich 
ohne  Weiteres  aus  Figur  2  erkennen ,  welche  so  zu  verstehen  ist, 
dass  die  Projectionsebene   auf  der  Ebene   der  Zeichnung   senkrecht 

steht  und  dieselbe  in  E  E 


^y  ^; Bt^By 


durchschneidet.  A'  ist  das 
Projectionscentrum        und 

AjÄi,  A2B2  die  von  A^ 
und  A2  zurückgelegten 
gleich  grossen  Wege.  Die 
Projeclionen  der  einzelnen 
Punkte  sind  mit  Strichen 
versehen  worden.  Man  be- 


Flg.  2. 


stätigt  sofort,    dass   A^B^ 
grösser  wie  Ä^B[  ist. 


Es  lässt  sich  daher  aus  der  photographischen  Aufnahme  eines 
Bewegungsvorganges  kein  genauer  Vergleich  der  Geschwindigkeiten 
von  zwei  verschiedenen  Körperstellen  gewinnen,  selbst  wenn  man 
weiss,  dass  die  Bewegung  beider  senkrecht  zur  optischen  Axe  des 
Apparates  stattfindet.  Wenn  man  z.  B.  in  der  chronophotographischen 
Profilaufnahme  des  Ganges  eines  Menschen  findet,  dass  zu  einer  ge- 
wissen Zeit  das  Hüftgelenk  und  das  Handgelenk  sich  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  nach  vorn  verschieben,  so  wäre  man  nicht  berech- 
tigt anzunehmen,  dass  nun  thatsächlich  in  dem  Moment  beide  Ge- 
lenke sich  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fortbewegt  haben.  Es  würde 
im  Gegentheil  aus  den  obigen  Betrachtungen  hervorgehen,  dass  in 
diesem  Falle  das  Handgelenk  sich  ein  wenig  langsamer  bewegt  hat. 
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Der  Fehler,  welchem  man  hierbei  ausgesetzt  ist,  hängt  einerseits  von 
der  in  der  Richtung  der  optischen  Axe  des  photographischen  Ap* 
parates  geschätzten  Entfernung  der  beiden  bewegten  Punkte,  und 
andererseits  von  der  Entfernung  des  photographischen  Apparates  von 
dem  aufzunehmenden  Bewegungsobject  ab.  Er  wird  um  so  grösser, 
je  grösser  jene  und  je  kleiner  diese  Entfernung  ist,  und  umgekehrt. 
Man  kann  daher  sagen,  der  Fehler  ändert  sich  nahezu  proportional  dem 
Yerhältniss  der  beiden  Entfernungen.  Bei  sehr  grosser  Entfernung  des 
Apparates  und  verhältnissmässig  kleinem  Abstände  der  beiden  Punkte 
kann  er  so  gering  ausfallen,  dass  er  keinen  bemerkenswerthen  Ein- 
fluss  auf  die  Richtigkeit  der  Messung  ausübt.  Man  hat  aber  zu  be- 
achten, dass  dann  infolge  der  grossen  Entfernung  des  Apparates 
die  Bilder  sehr  klein  ausfallen,  so  dass  dadurch  auf  der  anderen 
Seite  die  Genauigkeit  der  Messungsresultate  verringert  wird.  Handelt 
es  sich  um  möglichst  exacte  Messungen,  so  darf  man  nicht  zu  weit 
mit  dem  photographischen  Apparat  fortgehen.  Dann  macht  sich  aber 
auch  die  aus  der  verschiedenen  Entfernung  der  .einzelnen  Punkte 
hervorgehende  Fehlerquelle  geltend.  Grosse  Genauigkeit  muss  man 
aber  immer  anstreben,  wenn  man  aus  den  directen  Messungen  nicht 
nur  die  verschiedenen  Lagen  eines  bewegten  Punktes,  sondern  auch 
die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  er  durch  seine  Orte  hindurchgeht, 
bestimmen  will. 

Man  ist  nun  nicht  nur  beim  Vergleich  der  Geschwindigkeiten 
verschiedener  Punkte  uncontrolirbaren  Fehlem  ausgesetzt,  sondern 
man  kann  sich  auch  sehr  täuschen,  wenn  man  aus  der  Photo- 
graphie der  Bewegungscurve  eines  einzigen  Punktes  Schlüsse  auf 
die  Geschwindigkeit  desselben  an  den  verschiedenen  Stellen 
ziehen  will. 

In  Figur  3  (auf  Seite  1 76)  soll  die  Gurve  AB  die  Bahn  eines 
Punktes  darstellen,  der  sich  in  horizontaler  Ebene  bewegt.     Die  auf 

derselben  abgegrenzten  kleinen  Strecken  A^B^^  A^B^^  A^B^  mögen  in 
gleichen  Zeiten  zurückgelegt  sein.  Es  is  dann  aus  der  Figur  ersicht- 
lich, dass  der  Punkt  an  den  Stellen  A^  und  ^3  nahezu  gleich 
grosse,  dagegen  an  der  Stelle  A^  eine  merklich  kleinere  Geschwindig- 
keit besitzt.  Aus  der  Centralprojection  würde  man  dagegen  zu 
schliessen  haben,  dass  die  Geschwindigkeit  an  den  Stellen  A^  und 
A2  gleich,  dagegen  bei  A^  grösser  sei. 
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Selbst  über  die  gegenseitige  Lagerung  von  Punkten  einer  ruhenden 
Figur  erlaubt   die  Gentralprojeclion  keine   absolut  gültigen  Schlüsse. 


.a;  b\ 


Fig.  8. 

In  Fig.  4  (auf  Seite  \  77)  wird  ein  in  verticaler  Ebene  befindliches  Vier- 
eck projicirt.  Im  Gegensatz  zu  den  l^iguren  2  und  3,  welche  den  Vor- 
gang in  der  Ansicht  von  oben  zeigen,  stellt  diese  Figur  eine  Ansicht 
von  der  Seite  dar.  Während  nun  in  Wirklichkeit  der  Eckpunkt  R  höher 
liegt  als  iS,  erscheint  in  der  Projection  auf  der  Ebene  E  der  letztere 
Eckpunkt  als  der  weiter  vom  Fussboden  entfernte,  und  während  die 
beiden  Eckpunkte  P  und  Q  in  WirkUcheit  horizontal  neben  einander 
liegen,  scheint  P  in  der  Projection  dem  horizontalen  Fussboden  näher 
zu  sein. 

Man  sieht  also,  die  eine  Gentralprojection  reicht  im  Allgemeinen 
auch  dann  zur  Analyse  der  Bewegungsvorgänge  nicht  aus,  wenn  man 
sich  allein  auf  die  Untersuchung  der  Bewegung  in  einer  bestimmten 
Richtung  oder  parallel  einer  bestimmten  Ebene  beschränkt. 

So  werthvoU  daher  auch  die  von  Marey  zuerst  gewonnenen 
chronophotographischen  Serienaufnahmen  des  gehenden  und  laufenden 
Menschen  sind,  und  einen  so  grossen  Fortschritt  sie  für  die  Unter- 
suchung des  menschlichen  Ganges  darstellen,  so  genügen  sie  doch 
nicht  zu  einer  exacten  Feststellung  des  Bewegungsgesetzes. 

Zur  vollständigen  Registrirung  einer  räumlichen  Bewegung  sind 
mindestens  zwei  in  möglichst  von  einander  abweichenden  Richtungen 
gleichzeitig  gewonnene  Projectionen  erforderlich.  Es  ist  dabei  im 
Princip  gleichgültig,  ob  diese  Projectionen  Central-  oder  Parallelprojec- 
tionen  darstellen,  und  in  welchen  Richtungen  sie  gewonnen  sind.  Für 
die  Discussion  und  die  weitere  Auswerthung  der  Projectionen  würden 
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sich  dagegen  besonders  rechtwinklige  Parallelprojectionen  auf  zwei 
zu  einander  senkrechte  Ebenen  eignen,  da  dieselben  unmittelbar  die 
Beziehung  der  Bewegung  auf  ein  festes  rechtwinkliges,  räumliches 
Coordinatensystem  ergeben.  Der  Umstand,  dass  man  mittelst  der  Photo- 
graphie nur  Centralprojectionen  erlangen  kann,  macht  die  Beziehung 
auf  ein  Coordinatensystem  nur  unbequemer,  keineswegs  aber  unmöglich. 


Fußboderi 


Fig.   4. 

Es  reichen  nun  zwei  gleichzeitige  photographische  Aufnahmen 
desselben  Bewegungsvorganges  vollständig  aus,  um  die  Bewegung 
im  Räume  nach  jeder  beliebigen  Richtung  hin  zu  bestimmen.  Von 
diesem  Gesichtspunkte  ausgehend,  haben  wir  vor  Jahren  die  »zwei- 
seitige Chronophotographie«,  wie  man  sie  nennen  könnte,  ver- 
wendet, um  die  relative  Bewegung  des  Unterschenkels  gegen  den 
Oberschenkel  am  lebenden  Menschen  zu  messen^).  Die  Methode, 
welche  wir  dabei  anwendeten,  war  folgende: 

Die  zweiseitige  Chronophotographie  setzt  voraus,  dass  die  Apparate 
in  kurzen  Intervallen  zu  absolut  gleicher  Zeit  geöffnet  und  geschlossen 
werden.     Diese  Forderung   würde  sich    nur  durch  eine  verwickelte 


\)  W.  Braune  und  0.  Fischer,  Die  Bewegungen  (Jos  Kniegelenkes  nach  einer 
neuen  Methode  am  lebenden  Menschen  gemessen.  Abhandlungen  der  mathematisch- 
physischen Klasse  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  Bd.  XVII, 
Nr.  II.    Leipzig   1891. 
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Einrichtung  verwirklichen  lassen.  Aus  diesem  Grunde  verlegten  wir 
die  Unterbrechung  der  Exposition  nicht  in  den  Verschluss  der  photo- 
graphischen Apparate,  sondern  in  das  photographische  Object  selbst, 
so  dass  es  gar  nicht  nöthig  war,  besondere  Einrichtungen  des  Ver- 
schlusses an  den  Apparaten  anzubringen. 

Wir  erreichten  dies  dadurch,  dass  wir  die  alif  dem  Unter- 
schenkel befindlichen,  oder  fest  mit  demselben  verbundenen  Punkte, 
deren  Bewegungscurven  pholographirt  werden  sollten,  mittelst  des 
elektrischen  Stromes  intermittirend  selbstleuchtend  machten.  Wir 
leiteten  zu  diesem  Zwecke  durch  eine  geeignete  Vorrichtung  den 
secundären  Strom  eines  RuHMKORFp'schen  Funkeninductors  an  der 
betreffenden  Stelle  vorbei  und  unterbrachen  daselbst  den  Stromkreis 
in  der  Weise,  dass  die  beiden  Enden  des  unterbrochenen  Drahtes 
sich  als  feine  Spitzen  in  kurzer  Entfernung  gegenüber  standen.  In- 
folge dessen  sprangen,  wenn  der  Inductor  in  Thätigkeit  gesetzt  wurde, 
in  kurzen  Intervallen  zwischen  den  beiden  Spitzen  helle  Funken  über 
Diese  Funken  hinterliessen,  trotz  ihrer  kurzen  Dauer,  einen  sehr  inten- 
siven Eindruck  auf  der  photographischen  Platte,  und  sie  gaben  ferner, 
gerade  infolge  ihrer  kurzen  Dauer,  ein  sehr  scharf  begrenztes,  nicht 
durch  die  Bewegung  des  Unterschenkels  in  die  Länge  gezogenes  Bild. 

Da  die  Dauer  des  elektrischen  Funkens  nach  Messungen  von 
Wheatstonb  noch  nicht  den  1  152000sten  Theil  einer  Secunde  beträgt, 
so  wird  selbst  bei  den  schnellsten  Bewegungen,  welche  starre  Körper 
auf  der  Erdoberfläche  ausführen,  der  Körper  während  des  Ablaufes 
des  elektrischen  Funkens  nicht  für  uns  wahrnehmbar  und  messbar 
seinen  Ort  verändern. 

Der  elektrische  Funke  besitzt  also  zwei  Eigenschaften,  welche 
ihn  in  ganz  hervorragendem  Maasse  zur  Hervorbringung  von  Momeut- 
bildern  befähigen,  seine  grosse  Helligkeit  und  seine  geringe  Dauer. 
Ausserdem  eignet  er  sich  endlich  ganz  besonders  für  die  zweiseitige 
Chronophotographie,  weil  er  nach  allen  Richtungen  hin  Strahlen 
von  gleicher  Intensität  aussendet.  Marey  bringt  seine  Serien- 
aufnahmen des  menschlichen  Ganges  nur  dadurch  zu  Stande,  dass  er 
die  weissen  Streifen  am  schwarzen  Tricotanzuge  des  Mannes  durch 
directes  Sonnenlicht  grell  in  der  Weise  beleuchtet,  dass  der  grösste 
Theil  der  reflectirten  Strahlen  die  Richtung  nach  dem  photographi- 
schen Apparat  einschlägt.     Es  ist  also   bei  ihm  das  photographische 
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Objecl  beleuchtet,  nicht  aber  selbslIeHchlend.  Ein  vou  der  Sonne 
beleuchteter  Kürper  sendet  aber  nicht  nach  allen  Richtungen  gleich- 
viel Strahlen  aus.  Wenn  Mabkv  sieh  daher  in  ähnlicher  Weise  wie 
MüVBRiDGE  mit  seinem  photographischen  Apparat  so  aufstellt,  dass  er . 
möglichst  viel  von  den  reflectirten  Lichtstrahlen  in  denselben  hinein- 
bekommt ,  so  wird  jede  andere  Richtung  für  die  photographische 
Aufnahme  ungunstiger  sein.  Die  Folge  davon  ist  dann,  dass  man 
zur  Erzeugung  gleich  guter  Bilder  längere  Zeit  exponieren  muss.  Die 
grössere  Expositionszeit  bringt  aber  andererseits  den  Nachtheil  mit  sich, 
dass  die  Bilder  bewegter  Objecte  weniger  scharf  erscheinen.  Es  werden 
daher  im  Allgemeinen  die  von  verschiedenen  Seiten  gleichzeitig  ge- 
wonnenen Serienaufnahmen  von  der  Sonne  beleuchteter  Körper  ungleich 
scharf  ausfallen  und  sich  in  ungleichem  Maasse  zur  Messung  eignen. 

Es  liesse  sich  vielleicht  durch  Anwendung  von  Spiegeln  diesei' 
üebelstand  beseitigen.  Dann  bliebe  aber  immer  noch  eine  andere 
Fehlen]uelle  zurück,  die  durin  zu  suchen  ist,  dass  die  aufgehefteten 
weissen  Streifen  nicht  von  allen  Seiten  in  gleicher  Breite  sichtbar  sind. 

Von  untergeordneter,  aber  für  die  praktische  Ausführung  der 
Versuche  doch  nicht  zu  unlerscliSlzender  Bedeutung  ist  der  Vortheil, 
den  man  bei  Anwendung  des  elektrischen  Funkens  besitzt,  von  dem 
Stand  der  Sonne  und  der  Witterung  unabhängig  zu  sein,  und  die 
Aufnahmen  im  geschlossenen  Räume  bewirken  zu  kOnnen. 

Wir  hatten  uns  in  unserer  Schätzung  des  elektrischen  Funkens 
als  sehr  brauchbares  Hulfsmittel  für  die  Untersuchung  der  Gelenk- 
bewegungen am  Lebenden  nicht  getauscht.  Die  aus  den  zwei- 
seitigen chronopholographischen  Aufnahmen  der  Bewegung  des  ünter- 
Bchenkels  gewonnenen  Resultate  von  vier  zu  verschiedenen  Zeiten 
und  an  zwei  verschiedenen  Individuen  angestelllea  Versuchen  zeigten 
eine  ganz  überraschende  Uebereinstimmung'). 

Dieses  Ergebniss  veranlasste  uns  nun,  die  Bewegung  des  mensch- 
lichen Ganges  durch  die  zweiseitige  Chronophotographie  zu  registrieren 
und  dadurch  die  Beziehung  des  ganzen  Bewegungs Vorganges  auf  ein 
raumliches  Coordinatensyslera  zu  ermöglichen,  welche  aus  keiner  der 
bisherigen  Serienaufnahmen  gewonnen  werden  konnte.  Mdvbiiidge  hatte 
zwar  schon  gleichzeitige  Aufnahmen  von  verschiedenen  Seilim  erlangt. 
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Seine  Serienbilder  sind  aber,  wie  schon  früher  erwähnt,  von  ver- 
schiedenen Standpunkten  aus  aufgenomnoen  worden.  Ausserdem  zer- 
legen die  Aufnahmen  von  Mutbridge  den  Schritt  in  zu  wenig  Phasen, 
als  dass  man  aus  ihnen  alle  Einzelheiten  der  Bewegung  zu  erkennen 
vermöchte;  insbesondere  ist  es  nicht  möglich,  die  Geschwindigkeiten 
aus  denselben  mit  genügender  Genauigkeit  abzuleiten.  Das  Be- 
wegungsgesetz eines  Körpers  ist  aber  erst  dann  vollständig  bekannt, 
wenn  man  nicht  nur  die  Bewegungsbahnen  der  einzelnen  Punkte  des 
Körpers  kennt,  sondern  auch  weiss,  mit  welcher  Geschwindigkeit  diese 
Bahnen  an  jeder  Stelle  durchlaufen  werden,  und  welche  Beschleuni- 
gungen der  Körper  im  Verlaufe  der  Bewegung  erfuhrt. 

Um  aus  den  Goordinatenangaben  die  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen der  einzelnen  Glieder  des  gehenden  Menschen  mit 
Sicherheit  ableiten  zu  können,  müssen  dieselben  aber  sehr  genau 
sein.  Man  muss  daher  alle  nur  denkbare  Vorsicht  bei  der  Anstellung 
der  Versuche  anwenden,  —  man  muss  ferner  eine  jede  Messung  so  weit 
treiben,  wie  es  die  zu  messenden  Grössen  und  die  zur  Verfügung 
stehenden  Messinstrumente  erlauben,  —  m^n  darf  keine  Arbeit  scheuen, 
welche  irgend  welche  Fehlerquelle  zu  vermeiden  verspricht,  die  nicht 
mehr  innerhalb  der  Grenzen  liegt,  welche  der  Genauigkeit  der  Re- 
sultate in  Folge  der  bei  allen  derartigen  Untersuchungen  am  lebenden 
Körper  nothwendigen  vereinfachenden  Annahmen  gesteckt  sind,  — 
und  man  darf  nicht  mit  unzureichenden  Hülfsmitteln  Resultate  ableiten 
wollen,  welche  sich  nur  unter  Anwendung  exacter  Methoden  und 
mit  den  Mitteln,  welche  uns  die  Mathematik  an  die  Hand  giebt,  ge- 
winnen «lassen. 

Von  diesen  Gesichtspunkten  ausgehend,  haben  wir  die  folgende 
Methode  der  Untersuchung  ausgebildet. 


Beschreibung  der  Versuche. 

Die  Methode,  welche  wir  zur  Messung  der  Kniegelenkbewegung 
angewendet  hatten,  änderten  wir  für  die  Untersuchung  des  Ganges 
in  der  Weise  ab,  dass  wir  nicht  durch  elektrische  Funken,  sondern 
durch  GfiissLER^sche  Röhren  einzelne  Stellen  des  menschlichen  Körpers 
selbstleuchtend  machten.  Diese  Röhren  waren  mit  verdünntem  Stick- 
stoffgas gefüllt,  weil  dasselbe  im  glühenden  Zustande  verhältnissmässig 
viel  chemisch  wirksame  Strahlen  aussendet.  Um  die  aufeinander 
folgenden  Stellungen  des  menschlichen  Körpers  beim  Gehen  zu  regi- 
strieren, ohne  den  etwaigen  Deformationen  der  Hand  und  des  Fusses 
Rechnung  zu  tragen,  hätte  es  genügt,  an  allen  grösseren  Gelenken 
solche  Röhren  von  geringen  Dimensionen  anzubringen.  Um  aber 
einen  leichteren  Ueberblick  über  die  Veränderungen  der  Körper- 
haltung und  eine  sichere  Bestimmung  der  zu  einander  gehörigen 
Phasen  auf  den  verschiedenen  Bewegungscurven  zu  ermöglichen,  ver- 
wendeten wir  lange,  geradlinig  ausgestreckte  Capillarröhren,  welche 
sich  an  einigen  Körpertheilen,  z.  B.  am  Oberarm  und  Oberschenkel, 
zwischen  den  beiden  das  Glied  begrenzenden  Gelenken  erstreckten, 
an  anderen,  z.  B.  am  Unterarm,  Unterschenkel  und  Fuss,  von  einem 
der  beiden  Gelenke  bis  über  die  Mitte  des  Gliedes  hinausragten. 

Das  Versuchsindividuum  war,  wie  bei  Marey,  mit  einem  schwarzen 
Tricotanzuge  bekleidet  (vgl.  Taf.  I),  einerseits  um  einen  dunklen  Hinter- 
grund für  die  Röhren  zu  bekommen,  andererseits  um  eine  bessere 
Befestigung  derselben  an  den  einzelnen  Körpertheilen  zu  ermöglichen. 
Die  Röhren  konnten  nun  nicht  direct  an  den  Tricot  angebunden 
werden,  weil  sonst  der  Mann  Gefahr  lief,  mit  dem  elektrischen  Strom 
in  unangenehme  Berührung  zu  kommen.  Wir  verfertigten  uns  aus 
diesem  Grunde  lange  Streifen  aus  dicken  Platten  von  Guttapercha, 
verdickten  dieselben  an  den  Enden  durch  eine  mehrfache  Lage  von 
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Scheibchen  desselben  Stoffes,  und  nähten  sie  dann  in  der  Richtung 
der  Längsaxen  der  einzelnen  Körpertheile  auf  den  Tricot  in  ähn- 
licher Lage,  wie  Marey  seine  weissen  Streifen.  Um  ihre  Verbindung 
mit  den  betreffenden  Abschnitten  des  menschlichen  Körpers  zu  einer 
unverrückbaren  zu  machen,  befestigten  wir  sie  ausserdem  noch  mit 
Gummischnallen  in  der  Weise,  wie  es  aus  der  Figur  auf  Tafel  I  deut- 
lich zu  erkennen  ist. 

Vor  allen  Dingen  wurde  bei  der  Bemessung  der  Dimensionen 
der  Guttapercha-Streifen  und  bei  ihrer  Befestigung  am  Körper  dafür 
Sorge  getragen,  dass  nicht  etwa  durch  dieselben  die  Bewegung  in 
irgend  einem  Gelenk,  welches  nicht,  wie  z.  B.  das  Handgelenk,  ab- 
sichtlich festgestellt  werden  sollte,  gehindert  oder  auch  nur  beein- 
flusst  würde. 

Zwischen  den  verdickten  Stellen  eines  isolierenden  Streifens  zog 
sich  nun  die  geradlinige  GsissLER'sche  Röhre  hin,  so  dass  sie  nur  an 
ihren  Enden  fest  auflag,  im  Uebrigen  aber  gar  nicht  mit  dem  Körper 
in  Berührung  kommen  konnte.  Dadurch  war  einerseits  eine  voll- 
kommene Isolierung  der  Röhren  erreicht,  andererseits  waren  dieselben 
in  Folge  dessen  viel  weniger  der  Gefahr  des  Zerbrechens  ausgesetzt. 
Um  die  noth  wendiger  weise  etwas  erweiterten  Enden  der  Geissler- 
schen  Röhren  unsichtbar  zu  machen,  wurden  dieselben  mit  dickem 
Kautschukschlauch  überzogen.  Der  letztere  erfüllte  ausserdem  noch 
den  Zweck,  die  Befestigungsstellen  der  dünnen  Leitungsschnuren, 
welche  die  Verbindung  der  Röhren  der  verschiedenen  Körpertheile 
herstellten,  besonders  zu  isolieren  und  an  den  Gelenken  diese  Leitungs- 
schnuren zu  zwingen,  sich  in  weitem,  nach  aussen  convexen  Bogen 
an  dem  Gelenk  vorbei  zu  ziehen ,  sowie  es  z.  B.  auf  Tafel  I  am 
rechten  Kniegelenk  deutlich  zu  erkennen  ist.  Daher  war  es  auch 
nicht  nöthig,  diese  kurzen  Verbindungsschnuren  noch  besonders  zu 
isolieren,  wodurch  vielleicht  die  Bewegung  im  Gelenk  etwas  gehindert 
worden  wäre.  Diejenigen  Leitungsschnuren,  welche  nicht  über  Ge- 
lenke hinweg  zogen,  dagegen  sich  aber  über  einen  ganzen  Körper- 
theil  erstreckten,  waren  natürlich  durch  Einlagerung  in  sehr  dicken 
Kautschukschlauch  noch  besonders  isoliert  worden.  Vielleicht  sind 
wir  mit  der  Isolierung  der  Strombahn  etwas  zu  peinlich  gewesen, 
vielleicht  hiUten  wir  uns  manche  Mühe  sparen  können,  denn  die 
Bekleidung  des  Versuchsindividuums  nahm  gewöhnlich  6  bis  8  Stunden 
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Zeil  in  Anspruch.  Wir  sagten  uns  aber,  dass  nur  dann  der  Mann 
seinen  nalUrlichen  Gang  annehmen  wird,  wenn  er  das  Bevvusstsein 
bat,  dass  der  von  vielen  Menschen  so  gefUichtete  elektrische  Slrom 
in  gar  keine  Berührung  mit  seinem  Körper  gelangea  kann.  Natürlich 
haben  wir  vor  den  Versuchen  nicht  verabsäumt,  ihm  dieses  Bewussl- 
sein  dadurch  zu  einem  ganz  sicheren  zu  machen,  dass  wir  ilm  lange 
Zeit  hindurch  Probe  gehen  Hessen,  während  der  Inductor  in  Tbälig- 
keit  war.  Wir  hatten  dabei  gleichzeitig  den  Genuss,  den  ganzen 
BeweguDgs Vorgang  in  seinen  einzelnen  Phasen  mit  dem  Auge  direct 
verfolgen  zu  können,  ähnlich  wie  man  bei  dem  bekannten  Gassiot- 
schen  Stern  die  aufeinanderfolgenden  Bewegungsphasen  der  um  eine 
Axe  gedrehten  GEtssLERschen  Höhre  scheinbar  momentan  zur  An- 
schauung bekommt.  Man  hat  in  dieser  Einrichtung  des  Versuchs 
ein  vorztigtiches  Demonstrationsmittel,  einem  ganzen  Auditorium  den 
Ablauf  einer  Bewegung,  die  man  sonst  wegen  ihrer  Schnelligkeit 
nicht  genau  mit  dem  Auge  verfolgen  kann,  sichtbar  zu  machen. 

Es  wurden  im  Ganzen  11  Höbren  verwendet,  je  eine  für  deo 
Kopf,  jeden  der  beiden  Oberschenkel,  Unterschenkel,  Fllsse,  Oberarme 
und  Unterarme.  Die  HUnde  wurden  wahrend  des  Gehens  zu  den 
Unterarmen  festgestellt.  Diese  1 1  Röhren  waren  in  der  Weise  mit 
einander  leitend  verbunden,  dass  sie  hintereinander  in  denselben 
secundären  Stromkreis  eines  grossen  RuiiiuKonFF' sehen  Inductors  ein- 
geschaltet waren.  Damit  die  Zuleitung  von  dem  Inductor  nicht  die 
freie  Beweglichkeit  des  Mannes  beeinÜussen  konnte,  trug  derselbe 
quer  über  den  Schultern  einen  leichten  Holzstab  (siehe  Tafel  I},  ausser- 
halb dessen  beiderseits  die  Zuleitungsschnuren  mit  den  Enden  des 
am  Körper  behndlichen  Theiles  des  Stromkreises  zusammenget'Ugl 
waren.  Diese  Zuleitunggschnuren  waren  vom  Ri: hm kohfk' sehen  Apparat 
aus  zunächst  auf  beiden  Seilen  nach  je  einem  von  der  Gangebene 
I  möglichst  weit  entfernten  Punkte  der  Decke  gezogen  worden,  und 
traten  dann  erst  von  oben  herab  in  grossem  Bogen  seitlich  an  die 
beiden  Enden  des  Holzstabes  lieran.  Dadurch  wurde  es  ermöglicht, 
dass  der  Gehende  die  ganze,  ca.  10  Meter  lange,  Abtheilung  des 
Saales ,  welche  zu  den  Versuchen  benutzt  wurde,  durchschreiten 
konnte,  ohne  durch  die  Zuleilungsschnuren  an  der  freien  Bewegung 
gebindert  zu  sein. 

Auf  den  Gbissleh 'sehen  Röhren  waren  einige  Stellen  mit  schmalen 


18t 


W.  Brache  und  0.  Fischeb, 


Ringen  von  Asphaltlack  umgeben  worden ,  die  sich  dann  auf  den 
Photographien  als  kurze  Unterbrechungen  der  hellen  Linie  kund 
gaben.  Es  war  dies  einmal  in  der  Nahe  derjenigen  Enden  der 
Röhren  geschehen,  welche  sich  in  gleicher  Höhe  mit  einem  Geleok- 
mittelpunkte  befanden;  dadurch  markirten  sich  die  den  Gelenken  ent- 
sprechenden Stellen  auf  den  Photographien  als  isoUrte  leuchtende 
Punkte,  wie  ein  Blick  auf  Tafel  I  bestätigt.  Ferner  befanden  sich 
solche  schwarze  Ringe  an  den  Stellen,  welche  den  Schwerpunkten 
einzelner  Gliederabschnitte  entsprachen,  so  dass  auf  den  Bildern  die 
Einzelschwerpunkte  durch  schwarze  Punkte  auf  den  weissen  Linien 
hervorgehoben  wurden.  In  gleicher  Weise  war  an  dem  kleinen 
Kopfröhrchen  eine  Stelle  niarkirl  worden,  um  einen  sicheren  Anhalle- 
punkt  fUr  die  Messung  der  Bewegung  des  Kopfscheitclpuuktes  zu 
haben.  Endlich  waren  noch  auf  den  Oberschenkelröhren  durch  je 
drei  nebeneinanderliegeude  Ringe,  von  denen  der  mittelste  besonders 
dunn  aufgetragen  war,  die  zwei  Punkte  ausgezeichnet  worden,  welche 
die  ganze  Rühre  in  drei  gleiche  Theile  zerlegten.  Dadurch  sollte  es 
ermöglicht  werden,  für  die  Stellungen  des  ganzen  Körpers,  bei  welchen 
der  HQflgelenkpunkl  durch  den  Unterarm  verdeckt  wurde,  durch 
Construction  oder  Rechnung  den  Ort  des  HUftgelenkmittelpuakles 
hinterher  festzustellen. 

Die  an  den  Enden  der  GEissLEs'schen  Röhren  abgegrenzten  Punkte 
können  natürlich  nicht  unmittelbar  den  Ort  der  zugeordneten  Gelenk- 
mitlelpunkte  für  die  verschiedenen  Bevvegungsphasen  angeben.  Ebenso- 
wenig entspricht  die  Lage  der  Endpunkte  der  von  Marey  verwendeten 
weissen  Streifen  genau  der  Lage  der  zugehörigen  Gelenkniittel- 
punkte.  Man  kann  überhaupt  durch  die  pholographische  Aufnahme 
niemals  den  Ort  eines  Gelenkmtltelpunktes  unmittelbar  erhalten, 
sondern  immer  nur  den  eines  Punktes,  auf  welchen  sich  der  Gelenk- 
mittelpunkl  in  irgend  einer  Richtung  nach  aussen,  auf  die  Körper- 
oberlläche  projicirt.  Die  GBissLEn'schen  Röhrenpuakte  waren  daher 
nur  als  tlulfspunkte  aufzufassen ,  welche  uns  die  wahre  Lage  der 
Gelenkmiltelpunkte  vermitteln  sollten.  Dies  erfoiderte  nattirUcb,  dass 
dieselben  in  ganz  bestimmter  Weise  zu  den  Gelenken  orienlirt  waren. 

Kür  die  Hüftgelenke  und  Schultergelenke  stellten  wir  daher  auf 
beiden  Seiten  die  Röhrenpunkte  so  genau  in  die  Verbindungslinie  der 
Hüftgelenke  bezüglich  Schultergelenke    ein,    als    dies  durch  Abtasten 
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am  Lebenden  möglich  ist.  Bei  den  Hüftgelenken  wird  diese  Orien- 
tirung  dadurch  erleichtert,  dass  bei  gerader  Haltung  des  Körpers  die 
Httftaxe,  d.  h.  also  die  Verbindungslinie  der  beiden  Hüftgelenk- 
mittelpunkte,  verlängert,  auf  jeder  Seite  die  Körperoberfläche  an  der 
Stelle  durchschneidet,  an  welcher  die  Spitze  des  Trochanter  major 
zu  fühlen  ist.  Doch  ist  es  auch  an  den  Schultergelenken  nicht 
schwer,  mit  ziemlicher  Genauigkeit  die  in  der  Richtung  der  Schulter- 
linie gewonnene  Projection  eines  jeden  Gelenkmittelpunktes  auf  die 
Oberfläche  des  Körpers  zu  bestimmen.  Nach  erfolgter  Einstellung 
der  Röhrenendpunkte  massen  wir  dann  die  Entfernung  derselben  von 
den  zugehörigen  Gelenkmittelpunkten.  Auch  diese  Messung  kann 
durch  Abtasten  der  Projection  der  Gelenkmittelpunkte  auf  die  Ober- 
fläche in  sagittaler  Richtung  und  durch  Vergleich  mit  einem  Präparat 
von  denselben  Dimensionen  mit  ziemlicher  Genauigkeit  ausgeführt 
werden.  Diese  Angaben  genügen ,  um  hinterher  aus  den  ermittelten 
räumlichen  Coordinaten  der  den  beiden  Hüftgelenken  bezüglich 
Schultergelenken  zugeordneten  Punkte  der  GEissiER^schen  Röhren  die 
Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Hüft-  bezüglich  Schultergelenke  auf 
dem  Wege  der  Gonstruction  oder  der  Rechnung  abzuleiten.  Es 
kommt  dann,  geometrisch  gesprochen,  nur  darauf  hinaus,  zwei  Punkte, 
deren  Lage  im  Räume  man  kennt,  durch  eine  gerade  Linie  zu  ver- 
binden, und  auf  dieser  Verbindungslinie  auf  jeder  Seite  vom  End- 
punkte aus  eine  bekannte  Länge  abzutragen. 

Um  nicht  für's  Erste  die  Untersuchung  allzusehr  zu  compli- 
ciren,  begnügten  wir  uns  damit,  an  den  Ellbogen-,  Knie-  und  Fuss- 
gelenken  die  entsprechenden  Punkte  der  GEissLER'schen  Röhren  so 
einzustellen,  dass  sie  bei  gerader  Haltung  des  Körpers  mit  den  zu- 
gehörigen Gelenkmittelpunkten  in  einer  horizontalen,  zur  Gangebene 
senkrechten  Linie  lagen,  und  massen  dann  ihre  Entfernung  von  den 
Gelenkmittelpunkten.  Genau  genommen  reicht  diese  Methode  nicht 
vollkommen  aus,  um  aus  der  Lage  des  Röhrenpunktes  den  Ort  des 
zugeordneten  Gelenkmittelpunktes  zu  bestimmen.  Das  würde  nur  dann 
der  Fall  sein,  wenn  man  sicher  wäre,  dass  bei  allen  Stellungen,  welche 
der  menschliche  Körper  während  des  Gehens  einnimmt,  diese  Verbin- 
dungslinien von  Röhrenpunkt  und  entsprechendem  Gelenkmittelpunkt  eine 
zur  Gangebene  senkrechte  Richtung  beibehalten  und  sich  nur  parallel 
im  Räume  verschieben.      Dies   findet   nun   beim  ß*  «ÄAbiich 


Dur  annShemd  statt.  Die  Abweichungen  dieser  Linie  von  ilirer 
Richtung  bei  gerader  Haltung  werden  jedoch  nicht  viel  grösser  aus- 
fallen als  z.  B.  die  RichLungäünderungen ,  welche  die  Beugeaxe  im 
Ellbogengelenk  wahrend  der  Beugung  relativ  zu  den  beiden  durch 
das  (ielenk  verbundenen  Knochen  erfährt.  Wie  man  aber  diese 
Axenschwankungen  bei  der  Untersuchung  des  Ganges  unberück- 
sichtigt lassen  und  daher  die  Existenz  einer  zu  den  beiden  Knochen 
festen  Axe  annehmen  muss,  um  das  Problem  überhaupt  einmal 
greifbar  zu  machen,  so  ist  es  auch  geboten,  zunächst  von  den 
Schwankungen  der  Yerbinduni;;slinien  von  Röhrenpunkten  und  Gelenk- 
mittelpunkten abzusehen.  Bei  Bewegungen  des  menschlichen  Körpers, 
welche  nicht,  wie  beim  Gehen,  mit  Bevorzugung  einer  bestimmten 
Richtung,  der  GangrichluDg,  geschehen,  muss  man  dagegen  eine  Ein- 
richtung treffen,  welche  die  genaue  Bestimmung  der  Lage  des  Gelenk- 
mittelpunktes eimöglicht.  Man  wird  zu  diesem  Zwecke  noch  eine 
zweite  GEissLKK'sche  Rühre  an  der  Innenseite  der  Extremität  anzu- 
bringen und  das  Ende  derselben  in  die  Verlängerung  der  Gelenkaxe 
nach  innen  zu  stellen  haben.  Dann  erhält  man  wieder  wie  bei  den 
Hüft-  und  Schultergelenken  die  Coordinaten  zweier  Punkte,  auf  deren 
Verbindungslinie  in  bestimmter  Entfernung  von  dem  einen  Punkte  der 
betreffende  Gelenkmittelpunkt  liegt.  Wenn  die  Anbringung  einer 
Geissleh 'sehen  Rühre  an  der  Innenseite  die  freie  Bewegimg  des  Gliedes 
stören  würde,  so  kann  man  auch  die  beiden  GEissiEH'schen  Röhren- 
punkte so  anbringen,  dass  sie  auf  einer  in  anderer  Richtung,  z.  B. 
von  vorn  nach  hinten,  durch  den  Gelenkmilteipunkl  hindurchgehenden 
Linie  liegen.  Bei  Specialuntersuchungen  über  die  Bewegungen  in 
einem  einzigen  Gelenk  wird  man  sicher  mit  Vortheil  von  dieser  Ein- 
richtung Gebrauch  machen.  Kur  die  Untersuchung  des  menschlicheD 
Ganges  würde  der  Gewinn,  welchen  man  mit  derselben  "erzielt,  in 
Anbetracht  der  sonstigen,  vorläufig  unvermeidlichen  Fehlerquellen,  , 
sehr  geling  sein. 

Die  KopfrOhre  befand  sich  in  der  Medianebene  etwas  vor  deml 
Scheitelpunkte  des  Kopfes,  und  die  Fussröhre  war  so  angebracht  wor-J 
den,  dass  ilir  vorderes  Ende  nahezu   bis    an    die  Fussspitze  und  diJ 
Fusslängsaxe    heranreichte.      Auf  der    letzleren    war,    wie   bei    dtj 
meisten   anderen   Rühren,  der  Schwerpunkt  des  Gliedes,  d.  h.  alj 
des  Fusses  allein,  markirl  worden.    — 


Um  die  einzelnen  fiewegungsphasen  in  genau  gleichen  Zeitiiiter- 
vallcn  zu  erhalten,  wurde  die  Unterbrechung  des  primären  Stromes 
im  Inducfionsapparat  durch  eine  grosse  Stimmgabel  regulirt.  Bei  der 
photographischen  Registrirung  der  Bewegung  im  Kniegelenk  hatten 
wir  seiner  Zeil  die  gewöhnliche  Unlerbrechungs Vorrichtung  beibe- 
halten, weil  es  uns  bei  jener  Untersuchung  nur  um  den  geometrischen 
Vorgang  der  relativen  Bewegung  des  Unterschenkels  gegen  den  Ober- 
schenkel zu  Ihun  war,  und  wir  keine  Buckeicht  auf  die  Geschwin- 
digkeit nahmen,  mit  welcher  diese  Bewegung  vor  sich  ging.  Bei 
der  Analysirung  der  Gehbewegung  des  Menschen  hatten  wir  uns 
dagegen  das  Ziel  gestecki,  dieselbe  nicht  nur  in  Bezug  auf  die  räum- 
lichen VerhUttnisse,  sondern  auch  in  Rücksicht  auf  die  zeitlichen 
Verhältnisse  so  genau  zu  bestimmen,  dass  man  aus  den  Ergebnissen 
unserer  .Messung  nicht  allein  die  raumlichen  Bewegungscurven  der 
einzelnen  Gelenkmiltelpunkte,  sondern  auch  die  Geschwindigkeiten 
und  Beschleunigungen  ableiten  könne,  mit  denen  diese  Punkte  ihre 
Bahn  durchlaufen.  Deshalb  niussten  wir  jetzt  auf  eine  genaue  Re- 
gislrirung  der  Zeit  bedacht  sein. 

Die  Anzahl  der  Schwingungen,  welche  die  Stimmgabel  bei  ihrer 
Einschaltung  in   den   primüren  Stromkreis   ausführte,   war  natürlich 
kleiner  als   die  Schwingungszahl,    welche   ihr   bei    vollständig   freier 
Beweglichkeit  zukommt.     Wir  bestimmten  dieselbe  durch  Aufzeichnen 
der  Schwingungen  auf  die  rotirende  Trommel  eines  Kymographions, 
indem   wir  gleichzeitig    durch    ein    Secundenpendel    die    verflossene 
Zeit  registrieren  liessen.     Diese  Messung  wurde  kurz  nach  den  Ver- 
suchen gemacht,  während  die  Stimmgabel  in  den  primären  und  die 
sSmmtlichen  Geissleh' sehen  Röhren    noch   in    den    secundaren  Slroni- 
kreis  eingeschaltet  waren.     Es  stellte  sich  heraus,    dass  die  Stimm- 
l  gabel  in    10  Secunden  260,9  Schwingungen  ausführte,    so  dass  also 
Idie    Schwingungszahl    26,09    betrug.      Daraus    folgt,    dass    zwischen 
Izwei  aufeinander  folgenden,  durch  die  Photographie  aufgezeichneten 

Bewegungsphasen    eine  Zeit  von     -■ -— -     oder  0,0383  Secunde,  und 

ilgemein  zwischen  der  ersten  und  n-ten  einer  Reihe   auf  einander- 

,1 \ 

geoder  Bewegungsphasen  öä~nQ    Secunden  verflossen. 

Um   die   Beziehung   der  Bewegungscurven    auf    ein    räumliches 
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des  räomlicheD  Coordinatensysteins ,  die  Z-Axe,  wurde  daher  durch 
die  Yerticale  von  0  gebildet.  Der  von  0  nach  oben  zeigende  Theil 
stellte  die  positive  Z-Axe  dar.  Die  vier  photographischen  Ap- 
parate waren  nun  so  aufgestellt  worden,  dass  ihre  optischen  Axen 
sich  alle  in  der  durch  0  gelegten  Horizontalebene  befanden,  und  dass 


D¥ 


k 


sie  sich  in  ein  und  demselben  Punkte,  nämlich  im  Coordinatenanfangs- 
punkte  0,  kreuzten.  Die  Apparate  wurden  zu  dem  Zwecke  alle  so 
hoch  gestellt,  dass  die  in  der  Figur  mit  A^^  B^,  A^  und  B^  bezeich- 
neten Mitten  der  empfindlichen  Platten  90  cm  über  dem  Fussboden 
sich  befanden,  und  sie  wurden  vor  dem  Versuch  so  eingestellt,  dass 
in  diesen  Mittelpunkten  der  Platten  ein  scharfes  Bild  des  auf  der 
Coordinatentafel  besonders  markierten  Anfangspunktes  0  erschien.    Die 
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Kntfernuogen,  in  welchen  aicli  die  vier  Puokte  A,  H  vom  Coordioaten- 
aafangspunkte  befacdea,  warea 

ÖI,  =  i38cm,  ÖB,  =  446ciu,  ÖJj  =  634,5 cm  und  Ößi=  588,5cm. 

Die  vier  photographischen  Apparate  und  die  durch  eie  gleichzeitig 
gewonnenen  vier  Aufnahmen  desselben  Bewegungsvorganges  wurden 
bezüglich  mit  den  Nummern  1%  1^,  l^"  und  2''  versehen,  wie  dies 
auch  in  Fig.  5  geschehen  ist.  Die  Apparate  1'  und  ä"  lieferten  die 
beiden  Centralprojectionen  für  die  Punkte  der  rechten  Körperseile 
und  entsprechend  die  Apparate  l*"  und  S*"  die  für  die  Unlie  Seite. 
Von  dem  unpaaren  ROhrenpunkte  am  Kopf  erhielt  man  von  beiden 
Seiten  brauchbare  ProjecLionen.  Daraus  ergab  sich  dann  spater  ein 
werthvolles  xMittel,  sich  über  die  bei  den  Messungen  erzielte  Genauig- 
keit zu  orientieren. 

Das  Iiinslellen  der  photographischun  Apparate  und  das  Ent- 
wickeln der  Bilder  halle  Herr  Pliolograph  Scsleicheb  in  Leipzig  gütigst 
Uberaommen.  Wir  sind  demselben  zu  grossem  Danke  verptllchlet, 
dass  er  uns  in  so  aufopfernder  Weise  sein  Können  und  seine  Zeit 
für  die  Vorversuche  und  die  des  Nachts  ausgeführten  entscheidenden 
Versuche  zur  Verfügung  gestellt  hat. 

Auf  Tafel  II  finden  sich  die  vier  zu  gleicher  Zeit  im  halbdunklen 
Saal  aufgenommenen  Ansichten  niedergelegt,  welche  das  init  den 
GRusLER^schen  Rühren  versehene  Versuchsindividuum  in  der  Ruhe  von 
den  vier  verschiedenen  Standpunkten  der  Apparate  aus  darbot.  Der 
Mann  stand  dabei  in  der  Mitte  der  vier  Lagerpunkte,  so  dass  seine 
Laogsaxe  ungefähr  mit  der  Z-Axe  des  Coordinatensystems  zusammen- 
fiel, und  hatte  das  Gesicht  nach  der  Richtung  des  Ganges  gewendet. 
Nach  der  Aufnahme  des  stehenden  Mannes  ist  auf  alle  vier  Platten 
noch  die  an  ihren  Plalz  gestellte  und  von  hinten  mit  Magnesiumliclit 
beleuchtete  Coordinatentafel  phot(^raphiert  worden,  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  dieselbe  jedesmal  auf  der  Richtung  der  optischen  Axe 
des  betreB'enden  Apparates  senkrecht  stand.  Um  durch  das  Coordi- 
natennelz  nicht  zu  viel  zu  veidecken,  war  dabei,  wie  schon  früher 
bei  der  Kniegelenkunlersuchung,  der  grösste  Theil  der  Tafel  mit 
schwarzem  Papier  überkleidel  worden,  so  dass  nui'  in  der  Mitte  ein 
kleines  quadratisches  Feld  mit  dem  Coordinatenanfangspunkt  im  Innern. 
und  am  Rande  ein  5  bis  6  cm  breiter  Streifen  zu  sehen  ist.    Wali- 
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rend  die  Bilder  des  Goordinatennetzes ,  welche  die  Nummern  1^,  2^ 
und  2^  tragen,  scharf  sind,  findet  man  das  Tafelbild  von  Nummer  1  * 
zum  Theil  verwischt.  Dies  liegt  nicht  etwa  an  einer  weniger  scharfen 
Einstellung  des  Apparates  1^,  sondern  an  einem  unglücklichen  Ver- 
sehen, welches  bei  der  Aufnahme  passiert  und  hinterher  nicht  mehr 
gut  zu  machen  war.  Es  war  nämlich  dazu  eine  Platte  eingeschoben 
worden ,  welche  schon  früher  einmal  bei  einem  der  zahlreichen  Vor- 
versuche zur  Aufnahme  einer  Serie  von  Bewegungsphasen  verwendet 
worden  war.  Daher  finden  sich  auf  diesem  Bilde,  wenn  auch  etwas 
abgeblasst,  gleichzeitig  die  Serien  eines  Gangversuches  und  zum  zweiten 
Mal  die  Coordinatentafel  verzeichnet.  Vielleicht  hat  dieser  unglück- 
liche Zufall  auch  seine  gute  Seite.  Ist  er  doch  geeignet,  besser  als 
es  eine  Beschreibung  vermag,  die  Serienbilder  verständlich  zu  machen ! 
Diesem  Zwecke  dienen  überhaupt  ausschliesslich  die  auf  Tafel  II 
niedergelegten  Aufnahmen  des  stehenden  Mannes.  Sie  sollen  es  er- 
leichtern, sich  in  den  Serienbildern,  namentlich  in  den  mit  2^  und 
2^  bezeichneten,  auf  welchen  zum  Theil  auch  die  Röhren  der  anderen 
Seite  zu  sehen  sind,  zurecht  zu  finden.  Für  die  Messung  selbst 
sind  sie  nicht  weiter  verwendet  worden. 

Was  nun  die  entscheidenden  Versuche  selbst  anlangt,  so  wurden 
dieselben  im  verdunkelten  Saal  angestellt.  Da  wir  keine  Vorrichtung 
hatten,  den  ganzen  Präparirsaal  zu  verdunkeln,  so  mussten  wir,  wie 
schon  erwähnt,  die  Nacht  zu  unseren  Versuchen  zu  Hülfe  nehmen. 
Es  war  im  Hochsommer.  Daher  wurde  es  nie  so  dunkel,  dass  das 
Versuchsindividuum  den  Weg,  den  es  vorher  sehr  oft  gemacht  hatte, 
nicht  ganz  sicher  wie  am  Tage  hätte  zurücklegen  können.  Er- 
forderlichenfalls erleuchteten  wir  den  Saal  durch  eine  Gasflamme. 
In  Folge  der  Dunkelheit  konnten  wir  alle  vier  photographischen 
Apparate  öffnen,  ohne  fürchten  zu  müssen,  dass  die  lichtempfind- 
lichen Platten  angegriffen  würden. 

Nachdem  noch  einmal  die  richtige  Stellung  der  GsissLER'schen 
Röhren  controliert  worden  war,  setzte  sich  nun  das  Versuchsindividuum 
von  einer  ungefähr  noch  5  Meter  vom  Coordinatenanfangspunkt  ent- 
fernten Stelle  aus  in  die  Bewegung  des  natürlichen,  nicht  zu  lang- 
samen Ganges.  Nachdem  er  ca.  fünf  Schritte  gemacht  hatte,  wurde 
der  RuHMKORFp'sche  Inductionsapparat  geschlossen  und  nach  ungefähr 
weiteren    drei    bis    vier   Schritten   wieder   geöffnet.     Das  Versuchs- 
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Individuum  setzte  aber  unbekilmmert  seinen  Gang  noch  einige  Schritte 
fort.  Die  Ausgangsstelle  war  nun  so  gewählt  worden,  dass  der 
Mann  in  der  Mitte  der  photographierten  Schritte  gerade  die  Z-Axe 
des  räumlichen  Coordinatensystems  passierte,  damit  die  zur  Messung 
herausgegriffenen  Schritte  auch  durch  die  Photographie  registriert 
werden  konnten.  Darauf  wurden  nun  zunächst  die  vier  photo- 
graphischen Apparate  verschlossen,  der  Saal  ganz  erhellt,  und  der 
Rahmen  mit  der  Coordinatentafel ,  welcher  natürlich  während  des 
Versuchs  abseits  gestanden  hatte,  an  seinen  Platz  gebracht,  der  ihm 
durch  die  vier  in  den  Fussboden  eingelassenen  Lager  vorgeschrieben 
war.  Die  Coordinatentafel  wurde  dann  zu  einer  der  vier  opti- 
schen Axen  senkrecht  eingestellt  und,  nachdem  der  betreffende  photo- 
graphische Apparat  wieder  geöffnet  worden  war,  mit  Hülfe  einer  hinter 
der  Tafel  vorbeigeführten  Magnesiumlampe  photographiert.  Dann  wurde 
der  erste  Apparat  wieder  verschlossen  und  ein  zweiter  geöffnet, 
nachdem  die  Tafel  zu  der  optischen  Axe  dieses  senkrecht  ein- 
gestellt worden  war.  Dies  Verfahren  wurde  fortgesetzt,  bis  das 
Coordinatennetz  auf  allen  vier  Platten  durch  die  Photographie  ein- 
getragen worden  war. 

Von  den  vielen,  in  verschiedenen  Nächten  aufgenommenen  Serien 
wurden  schliesslich  drei,  in  der  Nacht  vom  24.  auf  den  25.  Juli  des 
Jahres  1891  gewonnene  zur  weiteren  Discussion  herausgegriffen.  Die 
Versuche,  welchen  die  beiden  ersten  Serien  entstammen,  sind  in  ganz 
gleicher  Weise  ohne  Belastung  des  Mannes  angestellt  worden.  Um  den 
Einfluss  einer  verhältnissmässig  grossen  Belastung  auf  die  Bewegungen 
des  Gehens  zu  ermitteln,  war  vor  dem  dritten  Versuche  der  Mann 
mit  dem  vom  Königlichen  8.  Infanterieregiment  Prinz  Johann  Geoi^ 
Nr.  107  gütigst  zur  Verfügung  gestellten,  vorschriflsmässig  gepackten 
Tornister,  den  drei  mit  scharfen  Patronen  gefüllten  Patronentaschen 
und  dem  Gewehr  88  in  der  Haltung  »Gewehr  übera  belastet  worden. 
Der  Helm  musste  in  Wegfall  kommen,  da  sonst  das  Kopfröhrchen 
nicht  hätte  seine  Stellung  beibehalten  können.  Die  Serienaufnahmen 
und  die  zugehörigen  Goordinatentabellen,  die  daraus  gewonnenen 
rechtwinkligen  Projectionen  u.  s.  w.  sind  stets  zur  Unterscheidung 
mit  der  Bemerkung  I.  Versuch,  H.  Versuch  oder  HI.  Versuch  (mit 
Belastung)  versehen  worden. 

Die    zum    1.   Versuch    gehörenden    Serienaufnahmen    sind    auf 
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Tafel  III  und  lY,  die  dem  IL  bezüglich  III.  Versuche  entsprechenden 
auf  den  Tafeia  V  und  VI  bezüglich  VII  und  VIII  niedergelegt  worden. 


Ableitung  der  ränmUchen  rechtwinkligen  Coordinaten 

ans  den  SerienbUdem. 

Durch  die  zweiseitige  Ghronophotographie  sind  die  Bewegungs- 
curven  der  einzelnen,  den  verschiedenen  Gelenken  des  menschlichen 
Körpers  zugeordneten  Punkte  der  GEissLBR'schen  Röhren  auf  zwei 
durch  den  Goordinatenanfangspunkt  gehende  Verticalebenen  projiciert 
worden.  Diese  Ebenen  sind  senkrecht  zu  den  optischen  Axen  der 
beiden  photographischen  Apparate ;  sie  waren  bei  dem  Versuch  durch 
die  Vorderfläche  der  Coordinatentafel  festgelegt.  Die  den  zusammen- 
gehörenden Apparaten  1*  und  2'  entsprechenden  Projectionsebenen 
sollen  mit  %  und  ^29  di^  zu  den  beiden  anderen  Apparaten,  1^  und 
2^,  gehörenden  mit  ©1  und  332  bezeichnet  sein.  Infolge  der  Orien- 
tierung der  Apparate  bildete  die  Ebene  33i  die  Rückseite  von  Sl^, 
wahrend  die  beiden  Ebenen  ^  und  3^2  um  einen  Winkel  von  60^ 
zu  einander  geneigt  waren.  Die  vier  zusammengehörenden  Auf- 
nahmen eines  jeden  Versuches  liefern  verkleinerte  Bilder  dieser  Pro- 
jectionsebenen mit  den  in  ihnen  liegenden  Projectionscurven. 

Um  die  Lage  der  einzelnen  Punkte  dieser  Projectionscurven  genau 
feststellen  zu  können,  ist  es  nöthig,  in  jeder  Projectionsebene  ein 
Goordinatensystem  einzuführen.  Es  wurde  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  gewählt,  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  in  allen  vier 
Projectionsebenen  gelegenen  Goordinatenanfangspunkt  0  des  räum- 
lichen Goordinatensystems  zusammenfiel,  und  dessen  eine  Axe  hori- 
zontal, die  andere  vertical  gerichtet  war.  Die  horizontalen  Goordi- 
naten  der  Ebenen  ^j  und  S^i  Wurden  mit  i^  und  die  verticalen  mit 
^1  bezeichnet.  In  beiden  wurden  die  in  der  Gangrichtung  verlaufen- 
den f^-Goordinaten,  welche  dieselbe  Axe  wie  die  räumlichen  a;-Go- 
ordinaten  besassen,  und  die  nach  oben  gerichteten  ^^  -  Goordinaten, 
deren  Axe  mit  der  Axe  der  z-Goordinaten  zusammenßel,  positiv 
und  daher   die  entgegengesetzt  gerichteten  negativ  gerechnet.      Die 
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horizontalen  Coordinalen  der  Ebenen  51^  und  *5j  wurden  mit  i^j, 
und  die  verticalen,  welche  keineswegs  mit  den  Ci  identisch  sind, 
durch  St  bezeichnet.  Als  positive  Richtung  der  j;'j-Coordinaten  wurde 
in  %2  ^'^  Rictitung  nach  links,  in  S9^  dagegen  die  nach  rechts  ge- 
nommen. Endlich  erhielten  in  beiden  Ebenen  wieder  die  nach  oben 
gerichteten  ä!j-Coordinaten  das  positive  Vorzeichen. 

Was  min  zunächst  die  Ableitung  der  räumlichen  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  P  der  rechten  Kfirperseite  anlangt, 
so  müssen  sich  dieselben  aus  den  ebenen  Coordinatenpaaren  fi,  Z\ 
und  )j2,  C-i  der  beiden  in  den  Ebenen  S(,  und  %^  gelegenen  Projec- 
tionspunkte  P,  und  P^  berechnen  lassen. 

In  Figur  6  (Seite  1  96)  mögen  fi'j  und  K^  die  den  Projectionsebonen 
31,  und  ?[;  zunächst  liegenden  Knotenpunkte  der  optischen  Systeme  der 
beiden  |)holographischen  Apparate  l''  und  2'  darstellen.  Dann  entstehen 
die  Projectionspunkte  P,  und  P^  eines  Punktes  /'  durch  den  Schnitt 
der  beiden  von  Ä'i  und  K.^  aus  durch  den  Punkt  P  hindurchgehenden 
Piojectionsstrahlen  mit  den  Ebenen  21,  und  SI^.  Die  ebenen  Coordi- 
naten £i,  f,  von  /*,  sind  in  der  Figur  durch  die  beiden  Strecken  OQ^ 
und  0|/*,  und  die  ebenen  Coordinalen  t/^,  fj  von  i*i  durch  die  Strecken 
OQi  und  Q-iP^  dargestellt.  Denkt  man  sich  durch  0  die  (in  der  Figur 
nicht  gezeichnete)  Horizontalebene  gelegt,  welche  die  XF-Ebene 
des  räumlichen  Coordinatensystems  darstellt,  so  wird  das  Loth  PQ 
von  P  auf  diese  Ebene  die  nach  oben  positiv  zu  rechnende  :-Coor- 
dinate,  und  das  Loth  (>/i,  von  Q  auf  die  in  31,  liegende  X-Axe  die 
in  der  Richtung  /{,  Q  positiv  zu  rechnende  y-Coordinate,  und  endlich 
der  durch  den  Fusspunkt  //,  dieses  letzteren  Lolhes  auT  der  X-Axe 
gebildete  Abschnitt  0/t|  die  j:-( Koordinate  des  Punktes  P  darstellen. 
Figur  7  (Seite  197)  stellt  die  durch  0  gehende  Ilorizontalebene  von  oben 
gesehen  dar.  In  dieser  Ebene  liegen  die  ersten  Knotenpunkte  Ki ,  h^  und 
die  optischen  Axen  OÄ,  und  Oif^  der  beiden  photographischen 
Apparate.  Die  optische  Axe  OA',  füllt  mit  der  in  der  Richtung 
OA'i  positiv  zu  rechnenden  Y-Axc  des  räumlichen  Coordinalensyslenis 
zusammen,  wahrend  die  0|)tische  Axe  Ofi-2  o^'t  der  X-Axe  einen  Winkel 
a  bildet,  welcher  bei  unserer  Aufstellung  der  Apparle  30"  betrug. 
Älit  der  Ä'-Axe  fällt  die  Axe  der  f,- Coordinaten  der  Projections- 
ebene  21,  zusammen,  wahrend  die  in  %  gelegene  ebenfalls  horizon- 
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tale  Axe  der  fj2  mit  der  Y-Axe  den  Winkel  a  (30®)  bildet.  Die 
Strahlen  K^QQi  und  K^QQ^  stellen  die  rechtwinkligen  Projectionen 
der  beiden  Strahlen  K^PPx  und  K^PP^  auf  die  Horizontalebene  dar. 
Sie  treffen  die  Axe  der  fj-  bezüglich  1^2* Koordinaten  in  den  beiden 
Punkten  Oi   und  Q2,   weiche  auf  diesen  Axen  die   fi-  und  i^j-Co- 


22.^i 


Fig.  6. 

ordinaten  ausschneiden.  Demnach  finden  sich  in  der  Figur  7  nicht 
nur  die  räumlichen  Coordinaten  x^  y,  sondern  auch  die  ebenen  Coor- 
dinaten  fi  und  7/2  unverkürzt  vor.  Fällt  man  endlich  von  Q  auf  die 
optische    Axe   OA'2    und    die    Axe    der   7^2"  Koordinaten    Lothe,    so 

schneiden  dieselben  auf  den  Axen  Stücke  OR  und  OS  ab,  welche 
kurz  mit  r  und  s  bezeichnet  sein  mögen.     Da  QROS  ein  Rechteck 
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ist,  so  besitzt  auch  QS  die  Länge  r  und  QR  die  Länge  8.  Da  ferner 
QRA^OK^  und  QR^LOQ^,  so  bilden  die  Geraden  QR  und  QR^ 
ebenfalls  den  Winkel  a  mit  einander.  Fällt  man  endlich  noch  von 
0  das  Loth  QT  auf  OK^^  so  entsteht  ein  Rechteck  QR^OT^  und  es 

ist  in  Folge  dessen  TQ  =z  x  und  OT  z=  y. 


Fig.  7. 

Aus  Figur  7  erkennt  man  nun  die  Richtigkeit  der  Proportionen 


OQ,  :  TQ  =  OK,  :  TÄi     und 
WQ,1{Q  =  ÖK^:'RK^. 
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Bezeichnet  man  die  Abstände  OK^  und  OK2  der  Knotenpunkte 
£1,  K2  von  0  mit  ai  und  ^2,  so  kann  man  diese  beiden  Proportionen, 
wie  man  leicht  bestätigt,  auch  in  der  Form  schreiben: 

fi  :^  =  «1  :  («1  —  !/)       •  (1) 

tj^:  s  =  a^:  [a^  —  r)  .  (2) 

Ferner  folgen  aus  Figur  6  die  Proportionen: 


Q,Pr.QP=Q,Kr.QK, 


Q2P2'QP=Q2K2:QK2. 


Da  nach  Figur  7 


Q,K,  :  QK,  =  OK,  :  TK, 


so  folgen  aus  den  obigen  Proportionen  ferner  die  neuen: 


Q,P,:  QP=:OK,:  TK, 


Q^P^'.QP^OK^.RK^, 

welche  sich  in  der  Form  schreiben  lassen: 

fi  :  z  =  a,  :  (a,  —  y)  (3) 

^2  :  2;  =  02  :  («2  —  0  •  (*) 

Denkt  man  sich  in  Figur  7  den  aus  x  und  y  zusammengesetzten  ge- 
brochenen Linienzug  OR^Q  einmal  auf  die  Richtung  der  optischen 
Axe  OÄ2  und  das  andere  Mal  auf  die  Richtung  der  Axe  der  i^2"Co- 
ordinaten  projiciert,  so  erhält  man  r  und  s  durch  x^  y  und  den  Win- 
kel a  ausgedrückt,  denn  es  sind  r  und  s  die  Projectionen  der  Schluss- 
strecke OQ  dieses  gebrochenen  Linienzuges  auf  die  genannten  beiden 
Richtungen.     Man  erhält  nämlich,  wie  man  leicht  bestätigt: 

r  =z  X  cos  a  -}-  j/  sin  a  und 

s  =^  y  cos  a  —  x  sin  a  . 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Proportionen  (2)  und  (4)  ein,  so  folgt 
aus  diesen: 

tj2 :  {y  cos  a  —  a;  sin  «)  =  a^  :  [a^  —  x  cos  a  —  j/  sin  a)  (5) 

f 2  :  z    =  (I2  :  (fl2  —  ^  cos  a  —  y  sin  a)  .  (6) 
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Die  Proportionen  (1)  und  (5)  dienen  zur  Bestimmung  von  x  und  y 
and  die  Proportionen  (3)  und  (6)  liefern  zwei  sich  gegenseitig  con- 
trolierende  Werthe  der  Coordinate  z. 

Es  ergiebt  sich  durch  Auflösen  der  betreffenden  Gleichungen: 

a^a^  cos«  .  tt  —  («1  —  «1  sin«)  .  I^i^j 


X  = : ; , 

a|£4  cos«  -j-  flj  sina  .  Ii  -|-  «1  sin«  .  jjj  —  cosa  .  fi  tj^ 

ßiO^  sin«  .  Ii  +  «102  •  ^2  —  ^i  cos«  .  Si^2 
ajflj  cos«  -|-  Oj  sina  .  Ii  -f-  «1  sin«  .  tj^  —  cos«  .  fi  j^j  ' 

^  _  («1  —  y)  -  Ci      ^^^    ^  _  (fl2  —  X  cos«  —  y  sing)  .  g^ 


(8) 


(9) 


In  den  Ausdrücken  für  z  kommen  die  beiden  anderen  Coordinaten 
X  und  y  vor.  Um  auch  z  durch  die  ebenen  Coordinaten  ||,  rj^^  Ci 
und  ^2  allein  auszudrücken,  müsste  man  die  Werthe  von  x  und  y  in 
die  Formeln  für  z  einsetzen.  Es  ist  zweckmässiger,  dies  nicht  zu 
thun  und  infolge  dessen  die  Berechnung  von  z  erst  vorzunehmen, 
nachdem  die  Werthe  von  x  und  y  mit  Hülfe  der  ersten  Formeln  ge- 
funden worden  sind.  Alle  anderen  in  den  Formeln  auftretenden 
Grössen,  also  a^ ,  a^  und  der  Winkel  «  sind  Constante,  welche  vor  der 
Berechnung  der  drei  räumlichen  Coordinaten  x^  y,  z  ein  für  allemal 
bestimmt  werden  müssen.  ' 

Diese  Formeln  gelten  zunächst  nur  für  die  Punkte  der  rechten 
Körperseite.  Sie  bringen  die  räumlichen  Coordinaten  x^  y^  z  in  Ab- 
hängigkeit von  den  aus  den  Photographien  1*  und  2^  durch  directe 
Messung  zu  gewinnenden  ebenen  Coordinatenpaaren  f^,  ^^  und  rj^,  Ci- 
Dieselben  können  aber  auch  auf  die  Punkte  der  linken  Eörperseite 
angewendet  werden.  Es  ist  dabei  nur  zu  beachten,  dass  nach  den 
früheren  Vereinbarungen  von  den  auf  den  Photographien  1^  und  2^ 
zu  messenden  Coordinaten  1^ ,  Si^  ^2  und  C2  die  Coordinate  l^  auf  1  ^ 
nach  links  und  172  ^tif  2^  nach  rechts  positiv  zu  rechnen  ist,  während 
für  die  aus  1^  und  2^  abzuleitenden  f^-  und  172" (Koordinaten  gerade 
das  Umgekehrte  der  Fall  war.  Berücksichtigt  man  dies,  so  erhält 
man  durch  die  erste  Formel  den  positiven  Werth  von  x  und  durch 
die  dritten  Formeln  den  positiven  Werth  von  z  auch  für  die  linke 
Körperseite;  dagegen  muss  man  nach  der  Berechnung  mittelst  der 
zweiten  Formel  erst  das  Vorzeichen  umkehren,  um  den  positiven  Werth 
von  y  zu  gewinnen. 

Abhandl.  d.  K.  S.  Oesellsch.  d.  Wissasscli.   XIXY.  ^  5 
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Wus  nun  die  drei  Constanten  a,,  Oj  und  a  anlangt,  so  ist  derl 
Winkel  a  ohne  Weiteres  durch  die  verwendete  Aufstellung  der  pholo- 
grapliischen  Apparate  gegeben;  derselbe  hat  eine  Grösse  von  30*.  I 
Zur  Bestimm  LI  ng  der  beiden  anderen  Grossen  u,  und  a^,  welche  die  a 
Entfernung  der  den  Projeclionsebenen  zunächst  liegenden  Knoten- 1 
punkte  Kl,  K^  von  dem  Coordinatenanfaagspunkt  0  darstellen,  mussl 
man  etwas  näher  auf  die  optischen  Verliüllnisse  der  LinsensystenieJ 
eingehen.  I 

Ist  bei  einem  optischen  System,  welches  aus  drei  oder  mebrfl 
durch  sphärische  Flächen  begrenzten  Mitteln  besteht,  das  erste  undn 
letzte  Mittel  dasselbe,  so  fallen  bekanntlich  die  Knotenpunkte  mit 
zwei  anderen  für  das  System  wichtigen  Punkten,  den  Hauptpunkten, 
zusammen.  Die  Knotenpunkte  übernehmen  dahei'  zugleich  die  Eigen- 
schaften dieser  Hauptpunkte.  Ausserdem  werden  die  beiden  Brenn- 
weiten, d.  h.  die  Kntfernimgen  der  beiden  Brennpunkte  von  ihren 
Hauptpunkten,  gleich. 

Dieser  Fall    tritt  nun    stets    bei    dem  Linsensystem  eines  photo- 
graphischen   Apparates  ein,    denn  das   erste   und    letzte    Medium    ist! 
die  Luft. 


In  Figur  8  seien  K  und  A''  die  beiden  Knotenpunkte  und  F,  fm 
die  beiden  Brennpunkte  des  optischen  Systems  eines  der  photogra- 
phischen Apparate.  O  sei  der  t^-oordinatenanfangspunkt  und  A  seio. 
Bild  in  der  Milte  der  empfindlichen  Platte.  Bezieht  man  die  Lagi 
der  Brennpunkte  und  der  beideu  zusammengehörenden  Punkte  O  un^ 
A  auf  die  Knotenpunkte,  so  werden  die  Beziehungen  zwischen  ihren* 
Entfernungen  aus  dem  Grunde  besonders  einfach,  weil  die  Knoten- 
punkte mit  den  Ilauptpunklen  zusammenfallen.  Bezeichnet  mau  den 
Abstund  KO  mit  a,    den  Abstand  K' A    mit  a\   die   beiden  gleicbenl 
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Breonweilen  KF  und  K' F  mit  /■,  so  besteht  zwischeo  diesen  drei 
Grössen  die  Relation  >.it.  <i  ■i-uii.r,' . 

n  •"•"    a'         /■  ' 

Ist  ferner  C  ein  Punkl  der  Coordinatenlafel  und  C  sein  Bild  auf  der 
photographischen  Platte,  so  wird  der  Strahl  KC  dem  Strahl  K'C 
parallel  laufen,  infolge  der  früher  erwähnten  Eigenschaft  der  Knoten- 
punkte. Besitzt  nun  die  Strecke  OC  die  Lange  l  und  ihr  Bild  AC 
die  Lange  l',  so  wird  ferner  zwischen  diesen  beiden  Langen'  und 
den  Grössen  o,  o'  die  Beziehung  bestehen 

^  =  i-  (H) 

a  a  ^     ' 

lündlich    sei  e   die  Entfernung  OA  der   photographischen  Platte   von 

der  Coordinatenlafel,  k  der  Absland  der  beiden  Knotenpunkte  und  d 

der  Abstand  der  beiden  Brennpunkte,  dann  bestehen  zwischen  diesen 

drei  Langen  und  den  Grössen  a,  d  und  (  folgende  aus  der  Figur  8 

direct  abzulesende  Beziehungen : 

a  +  u  +  fc  =  e  ,  (12) 

2/'-f  ft  =  d.  (13) 

Von  den  in  den  Relationen  (1 0)  bis  (1 3)  auftretenden  acht 
Grössen  konnten  wir  nun  vier  durch  directe  Messung  bestimmen,  näm- 
lich /,  r,  e  und  d. 

Was  insbesondere  die  Messung  des  Abstandes  d  der  beiden 
Brennpunkte  anlangt,  so  wurde  dieselbe  in  folgender  Weise  für  alle 
Tier  vei-wendeten  photographischen  Apparate  vorgenommen.  Es 
wurde  der  Objeclivkopf  abgenommen  und  so  den  directen  Sonnen- 
strahlen ausgesetzt,  dass  die  letzteren  in  der  Richtung  der  optischen 
Axe  auf  der  einen  Seite  einfielen.  Dieselben  convergieren  dann  bei 
ihrem  Austritt  auf  der  anderen  Seite  nach  dem  einen  Brennpunkt 
hin,  dessen  Lage  und  Entfernung  von  irgend  einer  am  Objeclivkopf 
angebrachten  Marke  sich  mittelst  eines  zur  optischen  Axe  senkrecht  ge- 
stellten und  in  der  Richtung  dieser  Axe  verschiebbaren  Papierscbirmes 
mit  grosser  Annäherung  bestimmen  liess.  Darauf  wurde  der  Objectiv- 
kopf  herumgedreht,  so  dass  nunmehr  die  Sonnenstrahlen  auf  der 
anderen  Seite  paiallel  der  optischen  A\e  einfielen  und  bei  ihrem 
Austritt    durch    den    anderen   Brennpunkt  hindurchgingen.      Es   liess 
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sich  sonach  leicht  auch  die  EotfernuDg  dieses  zweiten  Brennpunktes 
von  der  schon  vorher  verwendeten  Marke  am  Objectivkopf  bestim- 
men. Genau  genommen  wurden  dabei  nicht  die  wirklichen  Abstände 
der  Brennpunkte  von  der  Marke,  sondern  die  Projectionen  derselben 
auf  die  optische  Axe  gemessen.  Die  Summe  beider  Abstände  ist 
dann  die  Grösse  d.  Die  Messung  an  den  Objectivköpfen  der  vier 
photographischen  Apparate  ergab  für  Apparat  1*  d  =  52  cm,  für  2* 
d  =  69  cm,  für  1^  d  =  55,5  cm  und  für  2^  d  =  67  cm. 

Die  Entfernung  e  der  photographischen  Platte  von  der  Goordinaten- 
tafel  war,  wie  schon  früher  angegeben,  gleich  nach  der  Aufstellung 
der  Apparate  gemessen  worden.  Was  endlich  die  beiden  Grössen  l 
und  l'  anlangt,  so  kommt  es,  wie  die  auf  Seite  203  befindliche  Formel  (1 7] 
für  a  zeigt,  nur  auf  das  Yerbdltniss  derselben,  nicht  auf  ihre  absolute 

Länge  an.    Das  Yerhältniss  -p   ist  dasjenige,   in  welchem   eine   jede 

Länge  auf  der  Coordinatentafel  grösser  ist,  als  ihr  Bild  auf  der  photo- 
graphischen Platte.  Es  ist  daher  nicht  nöthig,  dass  man  zur  Be- 
stimmung von  {  und  V  eine  vom  Coordinatenanfangspunkt  0  ausgehende 
Strecke  und  ihr  Bild  verwendet,  sondern  man  kann  irgend  welche 
Länge  auf  der  Coordinatentafel  herausgreifen  und  sowohl  sie  selbst 
als  ihr  Bild  messen.  Dadurch  ist  man  in  der  Lage,  eine  möglichst 
grosse  Strecke  {  auf  der  Tafel  zu  wählen,  was  für  die  Genauigkeit 
der  Bestimmung  von  Yortheil  ist. 

Für  unsere  Untersuchung  hatte  nun  allein  die  Entfernung  a  des 
Knotenpunktes  K  vom  Coordinatenanfangspunkt  0  Bedeutung.  Die- 
selbe lässt  sich  durch  die  vier  Grössen  /,  f,  e  und  d  in  folgender 
Weise  ausdrücken.    Aus  (10)  und  (11)   folgt  durch  Elimination  von  a' 

und  aus  (11),  (12)  und  (13)  durch  Elimination  von  a  und  k 

-JL-a  —  if=e  —  d.  (15) 

Eliminiert  man  noch  aus  (1 4)  und  (1 5)  die  Brennweite  f,  so  erhält  man 

/  +  r         2/' 


63] 


Der  Gaho  des  MBHecHsi».     I.  Theil. 


und  hieraus  folgt  eadlich 


'('+'•) 


{e-d}. 


()6) 


Dass  der  Ausdruck  für  a  in  der  That  nur  von  dem  Verbaltniss 
der  beiden  Grössen  l  und  /'  abhangt,  erkennt  man,  wenn  man  Zahler 
und  Nenner  desselben  durch  l'^  dividirl.  Bezeichnet  man  das  Ver- 
kurz mit  /.,  so  ergiebt  sich  dann 


haltnis: 


f 


(17) 
eioe    Verein- 


Bei  der  Kniegeleokarbeit  halten  wir 
fachuDg  in  der  Bestimmung  von  a  eintreten  lassen,  als  wir  den  Ab- 
stand der  beiden  Knotenpunkte  vernachlässigten  und  die  letzteren  in 
einen  einzigen  Punkt,  den  optischen  Mittelpunkt,  zusammenfallen 
Hessen.  Es  dürfte  hier  der  Ort  sein,  zu  zeigen,  wie  gering  der 
Fehler  ist,  den  man  dadurch  in  die  Bestimmung  von  a  hereinbringt. 
Denkt  man  sich  in  Figur  8  die  beiden  Knotenpunkte  K  und  K'  zu- 
sammengerückt, so  erhält  man  neben  der  dann  immer  noch  geltenden 
Relation  (U) 


/ 


/' 


die  nur  annähernd  richtige  Beziehung 


Aus  beiden  folgt  durch  Elimination  von  a    die  bei  jener  Untersuchung 
verwendete  Nälierungsformel: 

Bei  dem  1.  Versuch  hatten   sich  nun    beispielsweise  für   die  Grössen 
l,  l\  e  und  d  die  Werthe  herausgeslelll 


i  =  i 


und     d  =  5'i  cm. 


B  cm,     l  =  5,8979')  cm,     e  =  i38  cm 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  genaue  Formel  (16)  ein,  so  ergiebt 
sich  für  a  der  Werth  410,54  cm.  Verwendet  man  dagegen  die  zu- 
letzt angeführte  Naherungsformel,  so  liefert  die  Rechnung  den  Werth 
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i09,89  cm  für  a.  Es  ist  also  ^  nur  eine  Dilferenz  von  0,65  c 
zwischen  den  beiden  Wertlien  vorhanden.  Beachtet  man,  dass  did 
Grösse  a  eine  Lange  von  mehr  als  i  m  besitzt,  so  erkennt  man 
daraus,  dass  man  berechtigt  ist,  die  Naherungsformel  an  Stelle  der 
evaclen  zu  verwenden,  ohne  damit  die  Fehlerquellen  betrachtlich  zu 
vermehren.  Denn  man  darf  nicht  vergessen,  dass  die  directe  Messung 
einer  so  grossen  Lange  wie  e  sehr  wohl  selbst  einen  Fehler  voBJ 
einigen  Millimetern  enthalten  kann,  wenn  man  nicht  ganz  besondeti 
esacte  Messinstrumente  zur  Verfügung  lial. 

Wenn  es  daher  auch  zweifelhaft  sein  konnte,  ob  wir  durell 
Berücksichtigung  der  Knotenpunkte  die  Genauigkeit  der  Bestimmunj 
von  a  vergrössern  wurden,  so  haben  wir  doch  uns  der  ungleicq 
grösseren  Mühe  unterzogen,  um  nichts  zu  verabsäumen,  was  vielleictiT 
die  Exactheit  der  Resultule  erhöhen  könnte. 

Ausser  von  dem  Winkel  u  =  30"  und  den  Knotenpunktseatfer* 
nungen  a,   deren  Berechnung   in    dem  Voraufgehenden  auseinandei« 
gesetzt  worden  ist,  hangen  nun  die  drei  raumlichen  Coordinaten  x,  j/,  i 
der  den  einzelnen  Gelenken  zugeordneten  Punkte  der  GKissLSR'scheo 
Röhren  nur  von  den  ebenen  Coordinatenpaaren  ^|,  f,  und  ;;j,  ^2  ab. 
Diese  letzteren  Coordinaten  müssen  auf  den  Photographien  gemessen'« 
werden.      In   der   Kniegelenkarbeit   hatten   wir    zum    Zwecke    diesö 
Messung  auf  den  Bildern    das  Coordinatennetz    durch  Ausziehen  dei 
nur  theilweise   durch  die  Photographie  eingezeichneten  Parallelen  ; 
den   beiden    Coordinatenaxen    vervollständigt.      Da    diese    Parallelei 
einen  Ab.stand  von   1  cm  von  einander  besassen,  so  konnte  man  dim 
Schätzen  der  Zehnlei  dieser  Absiande  die  Coordinaten  bis  auf  naheEit'] 
1  mm  genau  ablesen.     Die  damit  erzielte  Genauigkeit  entsprach  un- 
gefähr der  Grösse  der  Fuokenbilder    und    reichte  für  den  damahgen  I 
Zweck,  nur  den  geometrischen  Verlauf  der  Bewegung  zu  bestimmen,  ausj 

Bei  der  vorliegenden  Untersuchung  halten  wir  nun.  entsprecheDcljl 
den  höher  gesteckten  Zielen,  von  vorn  herein  eine  grössere  Genauig-* 
keit  angestrebt.  Wir  hatten  uns  durch  Verwendung  von  GEissLBR'schen 
Capillarröhren  und  Abschnüren  von  ganz  kleinen  Strecken  derselben 
Punkte  auf  den  photographischen  Plauen  verschafft,  welche  viel  ge- 
ringere Dimensionen  besassen  als  die  Funkenbilder  bei  der  Knie- 
gelenkuntersucliung.  Infolge  der  kleineren  Dimensionen  vertrugen 
diese  Punkte    eine    viel   genauere  Coordinatenbestimniung,    als  durch 
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über  dem  Ringe  innerhalb  enger  Grenzen  verändern,  so  daäs  dadurch 
die  Möglichkeit  gegeben  ist,  die  empfindliche  Seile  der  photographi- 
schen Platte  trotz  der  verschiedenen  Dicke  der  Glasplatten  in  eine 
ganz  bestimmte  Höhe  im  Apparat  zu  bringen.  Durch  zwei  Klem- 
men Kl ,  mittelst  welcher  der  Ring  festgehalten  werden  kann,  und 
welche  mit  .Mikrometerschrauben  zur  feineren  Einstellung  des  Ringes 
versehen  sind,  wird  die  Stellung  der  Platte  gesichert. 

Der    Maassstab  M  ist    an    einem    Schlitten    Seh    verschiebbar 
befestigt;  letzterem  ist  durch  eine  PrismenfUhrung  P,  P  eine  genau 


Flg.  9. 

geradlinige  Bewegung  vorgeschrieben.  Die  Richtung  dieser  Bewegung 
steht  senkrecht  auf  der  Längsrichtung  des  Maassstabes.  Der  Maass- 
stab selbst  kann  in  seiner  Längsrichtung  gegen  den  Schlitten  Seh 
mittels  einer  Mikroraeterschraube  ili  noch  etwas  verschoben  wer- 
den. Er  ist  aus  Silber  gefertigt  und  durch  feine,  nur  unter  dem 
Mikroskop  deutlich  sichtbare  Striche  in  Millimeter  eingelheilt.  Der 
.Mittelpunkt  der  Theilung  liegt  in  der  Mitte;  von  da  an  sind  nach 
beiden  Seiten  hin  die  Millimeterslriche  fortlaufend  numeriert. 
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Ad  dem  Schlitlen  ScU  befindet  sich  nun  weiterhin  in  der  zur 
Richtung  seiner  geratllioigen  Bewegung  senkrechten  Richtung  eine 
Führung  für  ein  Prisma  Q.  Dieses  letztere  Prisma  giebt  die  Basis 
fUr  ein  genügend  starkes  Stativ  //  zum  Halten  des  Schrauben- 
mikroskopes  Sm  ab.  Awf  diese  Weise  ist  dem  Mikroskop  von  jeder 
Stellung  aus  geradhnige  Bewegung  in  zwei  zu  einander  senkrechten 
Richtungen  ermöglicht.  Denn  es  macht  einerseits  die  Bewegung  des 
Schlittens  Seh  mit,  andererseits  kann  es  in  der  Längsrichtung  dieses 
SchUttens  mit  dem  Prisma  Q  verschoben  werden.  Dadurch  ist 
man    in   der  Lage,    das  Mikroskop    parallel    mit  sich    an  jede   Stelle 


über  der  photographischen  Platte  zu  lilhreo  und  dabei  immer  ein 
scharfes  Bild  der  empündlichen  Schicht  zu  behalten.  Da  es  haupt- 
sächlich auf  eine  genaue  Einstellung  des  Mikroskops  in  der  Längs- 
richtung des  MaasMStabes  M  ankommt,  so  ist  das  Prisma  Q  mit  einer 
Mikrometerschraube  versehen. 

Das  Mikroskop  Sm  ist,  wie  schon  «rwahnt,  ein  sogenanntes 
Schraubenmikroskop.  Das  Objectiv  desselben  giebt  ein  nur  schwach 
vergrösserles  reelles  Bild  der  Theilung  des  Maassstabes  einerseits 
und  der  Zeichnung  auf  der  photographischen  Platte  andererseits. 
In  der  Ebene    dieses  Bildes  befindet  sich    ein  Doppelfaden,    welcher 
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auf  einem  kleinen  Rahmen  ausgespannt  ist.  Dieser  Rahmen  lässt 
sich  mittelst  einer  sehr  genau  gearbeiteten  Mikrometerschraube  von 
geringer  Ganghöhe  in  der  Bildebene  senkrecht  zu  der  Richtung  des 
Doppelfadens  seitlich  verschieben.  Das  Verhältniss  zwischen  Ver- 
grösserung  des  reellen  Bildes  und  Ganghöhe  der  Mikrometerschraube 
ist  so  abgemessen,  dass  zehn  Schraubenumdrehungen  dazu  gehören, 
um  bei  feststehendem  Mikroskop  den  Doppelfaden  von  einem  Strich 
der  Millimetertheilung  des  Maassstabes  bis  an  den  folgenden  zu  be- 
wegen. Es  entspricht  daher  einer  Umdrehung  der  Mikrometerschraube 
eine  seilliche  Verschiebung  des  Doppelfadens  von  0,1  mm.  Die  An- 
zahl dei:  Schraubenumdrehungen,  d.  h.  also  die  Anzahl  der  Zehntel- 
Millimeter  lässt  sich  an  einem  in  der  Bildebene  unverrückbar  be- 
festigten Theile  in  Form  einer  kleinen  Zahnstange  ablesen.  Der 
Kopf  der  Mikrometerschraube  trSgt  nun  eine  Trommel  T,  auf  derem 
Rande  sich  eine  Eintbeilung  in  100  Theile  befindet,  so  dass  man 
mittelst  einer  an  der  Aussenseite  des  Mikroskops  befestigten  Marke 
die  Hunderstel  einer  Schraubenumdrehung,  d.  h.  also  die  Tausendstel- 
Millimeter  der  seitlichen  Verschiebung  des  Doppelfadens  ablesen  kann^). 

Endlich  ist  an  dem  Stativ  H  für  das  Mikroskop  noch  ein  Hohl- 
spiegel Sp  befestigt,  welcher  das  Tageslicht  oder  das  Licht  einer 
seitlich  stehenden  Lampe  auf  die  Theilung  des  Maassstabes  reflectirt. 
Die  photographische  Platte  wird  dagegen  von  unten  her  mit  Hülfe 
eines  schräg  gestellten  grossen  Planspiegels  (in  den  Figuren  nicht 
angegeben)  durch  Tages-  oder  Lampenlicht  stark  beleuchtet. 

Der  Hauptvortheil ,  welchen  dieser  Coordinatenmesser  vor  an- 
deren besitzen  dürfte,  liegt  darin,  dass  man  den  Punkt,  dessen  Co- 
ordinaten  man  messen  will,  und  die  Theilung  des  Maassstabes  in  ein 
und  demselben  Gesichtsfeld  eines  Mikroskopes  hat.  Dies  ist  dadurch 
erreicht  worden,  dass  die  mit  der  Theilung  versehene  Fläche  des 
Maassstabes  schräg  gegen  die  Oberfläche  der  pholographischen  Platte 
gestellt  ist,  so  dass  es  möglich  wird,  den  Punkt,  für  welchen  man 
die  Messung  vornehmen  will,  in  die  Ebene  der  Theilung  des  Maass- 

\)  Wäre  die  Höhe  der  Mikrometerschraube  so  abgemessen,  dass  schon  nach 
fünf  Umdrehungen  der  Doppelfaden  um  die  Entfernung  zweier  Millimeterstriche 
im  Ocular  seitlich  verschoben  erschien,  so  müsste  natürlich  die  Trommel  in  dop- 
pelt so  viel,  also  200  Theile  getheilt  worden  sein,  um  eine  directe  Ablesung  von 
0,004  mm  zu  gestatten. 
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Stabes  zu  verlegen  (Fig.  11).  Infolge  dessen  muss  auch  das  Mikro- 
skop schräg  gestellt  werden  und  zwar  so,  dass  seine  optische  Axe 
auf  der  Theilungsfläche  des  Maassstabes  senkrecht  steht.  Man  kann 
auf  diese  Weise  in  dem  Gesichtsfelde  des  Mikroskopes  gleichzeitig  ein 
scharfes  Bild  der  Theilung  und  des  Punktes  erhalten,  dessen  Goordi- 
naten  man  messen  will. 

Bei  der  Messung  hat  man   nun   folgendermassen  zu   verfahren. 

Man  stellt  zunächst  die  photographische  Platte  durch  Drehen 
des  Ringes  R  so  ein,  dass  die  auf  ihr 
markierte  verticale?-Axe  (mittelste  Vertical- 
linie  der  Coordinatentafel)  genau  parallel 
der  Richtung  verläuft,  in  welcher  der 
Schlitten  Seh  bewegt  werden  kann. 
Diese  Stellung  lässt  sich  mit  Hülfe  des 
Mikroskopes  leicht  controlieren ,  denn  es 
muss  dann  bei  der  Bewegung  des 
Schlittens  die  mittelste  Yerticallinie  der 
Coordinatentafel  immer  zwischen  dem 
Doppelfaden  bleiben.  Darauf  wird  der 
Maassstab  mit  Hülfe  der  Mikrometer- 
schraube Mi  so  lange  seitlich  verschoben, 
bis  der  Nullstrich  der  Theilung  mit  der 
f-Axe  in  eine  verticale  Ebene  fällt,  so 
dass  dann  an  jeder  Stelle  der  Nullstrich 
der  Theilung  und  das  im  Mikroskop 
sichtbare  Stück  der  i^-Axe  gleichzeitig 
zwischen  dem  Doppelfaden  erscheinen. 

Nachdem  man  diese  Einstellung  der  photographischen  Platte  und 
des  Maassstabes  mit  genügender  Genauigkeit  erreicht  hat,  ist  man  in 
der  Lage,  die  zur  f-Axe  senkrechte  Coordinate  (also  auf  den  Platten 
1*  und  1^  die  f-Coordinate  und  auf  2*  und  2^  die  ly-Coordinate)  für 
alle  Punkte  der  photographischen  Platte  bis  auf  0,001  mm  zu  messen, 
vorausgesetzt,  dass  die  Grösse  und  Form  des  Punktes  eine  Ein- 
stellung des  Doppelfadens  bis  auf  diese  Genauigkeit  gestattet,  und 
dass  man  die  hierzu  erforderliche  Uebung  erlangt  hat.  Man 
bewegt  zu  diesem  Zwecke  den  Schlitten  Seh  und  gleichzeitig  das 
Mikroskop  mittelst  des  Prismas  Q  auf  dem  Schlitten  so  lange,  bis  der 
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Punkt,  dessen  Coordioale  man  messen  will,  im  Gesichtsfeld  erscheinl. 
Durcb  die  eine  Mikrometerschraube,  welche  die  Feineinstellung  des 
ganzen  Mikroskopes  gestattet,  bringt  man  dann  Doppeifaden  und 
Punkt  zu  einander  im  Gesichtsfeld  in  eine  solche  Lage,  wie  es  Figur  12 
andeutet.  Selbst  wenn  der  Punkt  einen  etwas  grösseren  Durch- 
messer besitzt,  als  die  Entfernung  der  beiden  parallelen  Faden  be- 
tragt, lasst  sich  diese  Einstellung  noch  sicher  bewirken,  da  man 
leicht  abschätzen  kann,  ob  auf  beiden  Seiten  gleich  viel  Über  den 
Doppelfaden  hinausragt.  Im  Allgemeinen  wird  nun  der  Üoppelfadeo 
nicht  auch  gleichzeitig  einen  Millimeterstrich  bedecken.  Belindet  sich 
derselbe  z.  B.  zwischen  dem  12'"°  und  IS""  Theilstrich,  wie  in 
Figur  13  angenommen  ist,  so  hat  man  als  Ganze  des  in  Millimeter 
ausgedruckten  Coordinatenwerthes  die  Zahl  12.  Um  den  Bruchthetl 
eines  Millimeters  zu  messen,  um  welchen  die  wahre  Zahl  über  die 
Zahl  12  hinausgeht,  verschiebt  man  darauf  bei  fest  stehendem. 
Mikroskop  den  Doppelfaden  durch' 
Drehen  der  Trommel  T  so  weit  nach 
rechts,  bis  der  mit  der  Nummer  12 
versehene  Millimeterstrich  genau  ein- 
gestellt ist.  An  der  Trommel  liest  man 
dann,  unter  Berücksichtigung  der  Anzahl 
dernöthigen  ganzen  Schraubenumdrehun- 
gen, direct  bis  auf  0,001  mm  den  ge- 
suchten Absland  ab.  Derselbe  betrage' 
0,317  mm,  dann  bat  man  als  Coordi- 
natenwerth  des  betielTenden  Punktes 
12,317  mm.  Durch  wiederholte,  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  angestellte  Messung  an  demselben  Punkte  konnte  man 
sich  überzeugen,  dass  die  Einstellung  sich  bei  den  meisten  Punkten 
unserer  photographischen  Platten  bis  auf  wenige  Tausendstel- Millimeter 
genau  bewirken  hess,  so  dass  man  sich  wenigstens  auf  die  absolute 
Richtigkeit  derHundertstel-Millimeter  bei  derEinstellung  verlassen  konnte. 
Ob  nun  auch  thatsachlich  der  Coordinatenwerth  diese  Genauig-> 
keil  besitzt,  hangt  dann  nur  noch  von  der  Güte  der  Mikrometer— 
schraube  im  Mikroskop  und  der  Genauigkeit  und  der  Feinheit  der 
TheiluDg  des  Maassstabes  ab.  Um  in  dieser  Beziehung  ganz  sicheri 
zu  gehen,    Hessen  wir   sowohl    das  Mikroskop  als  die   Tbeilung   des 
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Silbe rmaassslabes  von  Herra  Pröcisionsmechaniker  Wanscdaff  Iq  Berlin 
(Blisabethufer  1 )  berstellen ,  welchem  die  pliysikalisch  -  technische 
Reichsanstalt  eine  Reihe  sehr  genau  arbeitender  Inätruiuente ,  z.  B. 
Theilmaschinen    fUr    Langen-    und  Winkellheilung  u.  s.  w.,    verdankt. 

Nachdem  für  alle  Punkte  auf  der  photographischen  Platte  die 
eine  Coordinate  gemessen  worden  ist,  dreht  man  den  Ring  R,  auf 
welchem  die  Platte  befestigt  ist,  um  90°  herum  und  ist  dann  im 
Stande,  auf  ganz  entsprechende  Weise  die  andere  Coordinate  (f-Co- 
dinate)  zu  messen.  Um  auch  die  Drehung  des  Ringes  mit  genügender 
Genauigkeit  ausführen  zu  können,  halten  wir  auf  den  Ring  R  in 
gleichen  Abständen  vier  silberne  Klötzchen  K  aufgesetzt  und  auf 
denselben  durch  Üerrn  Wanschafp  je  einen  nach  dem  Centrum  des 
Ringes  gerichteten  feinen  Strich  in  der  Weise  anbringen  lassen,  daas 
diese  Striche  Theile  von  genau  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Radien  des  Ringes  darstellen.  Vor  der  Drehung  wurde  dann  das 
Mikroskop  in  eine  solche  Stellung  gebracht,  dass  der  eine  Strich  im 
Doppelladen  lag;  darauf  wurde,  wahrend  das  Mikroskop  fest  stand, 
der  Ring  so  lange  gedreht,  bis  der  nächste  Strich  an  dieselbe  Stelle 
im  Mikroskop  gekommen  war.  Bevor  nun  in  der  neuen  Stellung 
der  Platte  die  Coordinatenmessung  vorgenommen  werden  konnte, 
musste  der  Maassstab  mit  Hülfe  der  Mikrometerschraube  Mi  von 
Neuem  so  weit  seitlich  verschoben  werden,  bis  der  Nullstrich  der 
Tbeilung  mit  dem  auf  der  photographischen  Platte  in  der  Mitte  der 
Coordinatenlafel  besonders  markierten  Coordinatenanfangspunkl  in  eine 
verticale  Ebene  zu  liegen  kam.  Im  üebrigen  gestaltete  sich  dann 
die  Messung  genau  so  wie  früher. 

Durch  die  Messung  auf  den  pholographischen  Platten  eihält  man 
noch  nicht  die  richtigen  Werthe  von  Si,  fn  it  ""»d  Ci-  Denn  unter 
diesen  Grössen  sind  ja  die  Coordinaten  der  Projectionen  auf  die  zur 
optischen  Ax.e  des  Apparates  senkrecht  gestellte  und  im  Räume  durch 
den  Coordinatenanfangspunkl  0  hindurch  gehende  Coordinatenlafel  zu 
verstehen.  Die  Photographien  geben  aber  nur  ein  verkleinertes  Bild 
dieser  Coordinatenlafel  mit  den  in  ihr  liegenden  Projectionen.  Be- 
zeichnet man  die  auf  den  photographischen  Platten  gemessenen 
Coordinaten  beziehungsweise  mit  f^,  f , ,  r;,  und  Cii  so  müssen  die- 
selben in  jedem  einzelnen  Falle  noch  mit  der  Zahl  multipliciert  werden, 
welche  angiebl,  uoi  wie  viel  eine  jede  Lange  auf  der  Coordinaten- 
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tafel  grösser  ist  als  ihr  photographiscbes  Bild.   Diese  Verhftltaisszahl  ist 

aber  nichts  anderes  als  die  schon  früher  angeführte  Grösse  p  oder  X. 

Die  Angaben  des  Coordinatenmessers  beziehen  sich  auf  Milli- 
noeter  als  Maasseinheit.  Man  erhält  daher  durch  Multiplication  mit 
k  aus  den  direct  gemessenen  Coordinaten  die  ebenen  Coordinaten 
auf  der  Coordinatentafel  ebenfalls  in  Millimetern  ausgedrückt.  Nun 
empfiehlt  es  sich,  als  Maasseinheit  für  die  Längen  beim  Gehen  des 
Menschen  das  Centimeter  zu  verwenden,  damit  die  Maasszablen 
nicht  zu  gross  ausfallen.  Will  man  daher  die  Coordinaten  £t,  C|,  tj^, 
^2  in  Centimetern  aus  den  in  Millimetern  ausgedrückten  direct  gemes- 
senen Coordinaten  fi,  Su  ^29  S2  erhalten,  so  muss  man  nach  der  Mulli- 
plication  mit  A  noch  durch  10  dividiren.     Man  hat  demnach,   wenn 

man   an    Stelle   von    X  wieder  seinen   Werth    y;   einsetzt   und   diese 

Grössen,  wenn  sie  zu  dem  photographischen  Apparat  1*  oder  1^  ge- 
hören, mit  dem  Index  1 ,  und  wenn  sie  dem  Apparat  2''  oder  2^  an* 
gehören,  mit  dem  Index  2  versieht: 

^^  ~  lol;^^'  ^^- ToT;  ^»'    ''^-ToTi''''  ^'~To7'^'-    ^^'^ 

Dabei  ist  nicht  ausser  Acht  zu  lassen,  dass  die  Grössen  /  und  /'  in 
den  beiden  ersten  Formeln  andere  Werthe  besitzen  als  in  den  beiden 
letzten,  denn  die  ersteren  beziehen  sich  ja  auf  einen  anderen  photo- 
graphischen Apparat  als  die  letzteren.  Femer  gehören  für  die  rechte 
Körperseite  die  in  den  beiden  ersten  Formeln  vorkommenden  Grössen 
/  und  /'  auch  einem  anderen  Apparat  (l*")  an  als  für  die  linke  Körper- 
seite (1^).  Entsprechend  sind  die  in  den  beiden  letzten  Formeln 
auftretenden  Grössen  /  und  V  für  die  rechte  Körperseite  aus  einem 
anderen  Apparat  (1*)  abzuleiten  als  die  für  die   linke  (1^). 

In  den  folgenden  Tabellen  sind  nun  die  durch  directe  Messung 
ermittelten  Werthe  der  vier  Grössen  fj,  fj,  1^2  und  g^  für  alle  drei 
Versuche  niedergelegt.  Da  zu  der  rechten  Körperseite  andere  Con- 
stanten gehören  als  zur  linken,  so  sind  am  Ende  einer  jeden  zu  ein 
und  derselben  Körperseite  gehörenden  Tabelle  die  Werthe  der  Con- 
stanten und  die  aus  ihnen  folgenden  Formeln  für  die  Berechnung 
angegeben.     Genau   genommen   müssten    ja    nun    die    zu    derselben 
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Körperseite  gehörenden  Constanten  für  alle  drei  Versuche  überein- 
stimmen. Es  haben  sich  jedoch  bei  den  drei  Versuchen  kleine  Ab- 
weichungen in  der  Grösse  von  /'  herausgestellt,  welche  zu  der  beliebig 
angenommenen  Lange  /  =  86  cm  gehören.  Diese  geringen  Diffe- 
renzen haben  darin  ihren  Grund,  dass  beim  verschiedenen  Einschieben 
der  Cassette  die  empfindliche  Schicht  der  photographischen  Platte 
nicht  immer  genau  wieder  an  dieselbe  Stelle  gekommen  ist.  Daraus 
resultieren  nun  allerdings  auch  etwas  verschiedene  Werthe  der  Ent- 
fernung 6  zwischen  Coordinatentafel  und  photographischer  Platte.  Die 
Unterschiede  sind  aber  im  Verhaltniss  zu  der  Grösse  von  e  so  gering, 
dass  sie  vernachlässigt  werden  können. 

Es  wurden  von  jedem  Versuch  nur  31  aufeinanderfolgende 
Phasen,  welche  gleichmässig  um  die  Mitte  der  Coordinatentafel  grup- 
piert waren,  herausgegriffen.  Um  die  Messungen  nicht  ins  Unbegrenzte 
zu  häufen,  wurden  ausserdem  nur  die  Coordinaten  der  Gelenkpunkte, 
des  Scheitelpunktes  vom  Kopfe,  des  Schwerpunktes  und  des  Punktes 
an  der  Spitze  des  Fusses  gemessen  und  die  Schwerpunkte  der  ein- 
zelnen Glieder  zunächst  ausser  Betracht  gelassen.  Da  die  Coordi- 
naten des  Kopfscheitels  von  beiden  Seiten  gemessen  wurden,  so  waren 
ohnedies  für  jede  Seite  bei  einem  Versuch  9-4-31  =  1116,  für  den 
ganzen  Versuch  also  2  •  1116:=  2232,  und  für  alle  drei  Versuche  ins- 
gesammt  6696  Messungen  auszuführen.  Hiervon  kommen  allei*dings 
einige  in  Wegfall.  An  manchen  Stellen  waren  die  Punkte  so  un- 
deutlich, dass  eine  Coordinatenmessung  nicht  mit  genügender  Ge- 
nauigkeit durchführbar  war,  so  z.  B.  beim  111.  Versuch  die  Stellungen 
vom  Schwerpunkt  des  Fusses  und  der  Fussspitze  und  auch  zum 
grossen  Theil  vom  Handgelenk  der  linken  Seite.  Bei  einigen  Phasen 
war  ferner  das  Hüftgelenk  durch  den  Unterarm  verdeckt  worden,  so 
dass  auch  dadurch  die  Anzahl  der  Messungen  sich  etwas  verringerte. 
Dafür  waren  aber  beim  111.  Versuch  die  Coordinaten  eines  Punktes 
im  Innern  der  zum  Oberschenkel  gehörenden  GsissLER'schen  Röhre 
bestimmt  worden. 

Die  Resultate  dieser  directen  Messungen  sind  in  den  folgenden 
Tabellen  niedergelegt  worden. 
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Tabelle  1.                           I-  VerSÜCh,  rechts  (Tafel  1«  und  2"}.                                 ^| 

Schultergelenk 

Eltbogengelenk 

Handgelenk 

Nr. 

reehU 

rechts 

rechl» 

Ä^' 

v=', 

';;   ,   f.   1    ;; 

f.     1     n',     1     .". 

r. 

f\    1   ^;   1   .-.    1  ;; 

~ 

-5a,4j- 

+32,619 

f28,81B 

+22,871 

-56,7971+35,310 

+  10,341 

+  8,100 

-43,S53l+3I,ss 

-  6,6961-5,391 

" 

2 

-55,3flfl 

+31,127 

+29:73. 

+2;.;96o 

-53,831+34.003 

+  11,08» 

+  8,700 

-41,701+32,572 

-  7  .»il-e.s.o 

ä 

^Bt,aTi 

+29,7)7 

+30,731 

+ 

-51,832l+3J,188 

+  11,824 

+  9,109 

-46,I1bI+3J,I3 

-  7.93 

-6.358 

■ 

-47,111 

+28,347 

+  31,370 

+25,881 

-5ü,lli:  +  i2,80 

+  12,815 

+  10,050 

-17,333  +35,19 

-  v> 

-6,000 

■ 

-«,10» 

+27,00  8 

+31,804 

+25,901 

-48,25S!+32,17 

+  13,142 

+  10,699 

-47,673+36,96 

-  7,01 

-5,140 

1 

-39,018 

+25,834 

+31,391 

+25,w6i 

-45,7141+31,10 

+  13,611 

+  I0,S33 

-46,711+36,01 

-  6  72 

-slioo 

w 

-34,BBfl 

+24,137 

+30,782 

+2a,sei 

-42,682'+30,66 

+13,136 

+  10,610 

-45,0781+36,05 

-  6,88 

-5,630 

^ 

-30,4  V6 

+22,7  80 

+29,763 

+21,981 

-38,480+29,29 

+12,313 

+10,000 

-42,358+35,70 

-   7,10 

—6,730 

-26,11« 

+21.271 

+28,783 

+24,380 

-33,911  +27,80 

+  11,304 

+  9,210 

-38,60l'+34.9B 

-  7,77 

-eis  10 

Ui 

-21,811  +19,916' 

+28;.  13 

+24,000 

-29,138+26,31 

+  10,161  +  8,630 

-33,316  +33,1» 

-  8,S7 

-7,100 

f« 

11 

-16,889 

+  18,413 

+27,870 

+23,980 

-23,512  +24,68 

+  fl.893l+  8,210 

-26,0761+31,06 

-9  62 

-8,11« 

II 

12 

-ll,B87 

+  16,811 

+27,979 

+24,190 

-17,331+22,81 

+    9,811 

+  8,091 

-17,826+27,»; 

-1041 

11 

■. 

-   7,011 

+lS,ii* 

+28,111 

+24,«10 

-10,811  +20.41 

+    9,895 

+  8,139 

-  71787  +24;i8 

-10  64 

11 

■ 

-   2.81S 

+13,619 

+2H,191 

+25.900 

-    4,301  +18,25 

+  10,340 

+   8,980 

+  2,121+19,91 

-    9,61 

11 

■ 

+   l,flJl 

+  11,739 

+30,679 

+27,130 

+  2,017+16,08 

+10,200 

+  12,931+14,91 

-  6;8s 

-5,912 

11 

■ 

■1-  6,RII3 

+10,148 

+31,711 

+28,130 

+  7,189 

+  14.38 

+i3;937 

+  11,680 

+2I,470:+10,82 

-  3,41 

-3,04» 

U 

■ 

+  10,U« 

+  8,183 

+32,360 

+2H,no 

+  13,151 

+  12.18 

+14,08l'  +  l2.8&0 

+30,809|+   5,68 

+  0,616'+0,761 

n 

■ 

+  14,18i 

+  6,6&a 

+32,280 

+29,19» 

+  18,933 

+  10,68 

+  14,677,+  13,300 

+38,18 

+  1,11 

+  4.060'+4,»10 

18 

■ 

+  18,lSt 

+    4,S70 

+31,878 

+29,320 

+24,919 

+  8,80 

+  14,881 

+  13,800 

+  14,98 

-    2,93 

+  6.862 +6,7»ll 

1! 

■ 

+22,882 

+  2,490 

+30,980  +28,880 

+30,511 

+  6,16 

+  14,878 

+  13,330 

+50,93 

-  6,86 

+  8,132+8,304 

U 

■                     21 

+27,1  flg 

+  0,110 

+29,978 

+28,330 

+35,741 

+    3,57 

+  13,881 

+  12,800 

+5ß,269|-   9,61 

+  8,081+8,«»» 

11 

22 

+31,957 

-2,100 

+29,1*1 

+27,880 

+10,888 

+  0,96 

+  12,730 

+  11,8)9 

+60,9l8l-li;87 

+  7,588+8,038 

n 

2» 

+36,  H2 

-   4,420 

+28,8  r,3 

+27,580 

+  44,281 

-  1,30 

+  11,1.71 

+  11,100 

+64,70 

-13,79 

+  5,S9l'+5,««0 

11 

24 

+411,801  -  6,8ill 

+28,109 

+27,730 

+47,788 

-  3,31 

+  11,188 

+  10,800 

+67,81 

-15,27 

+  2.311  +2,170     M 

25 

+45,2oisl-  9,110 

+28.811 

+28,210 

+50,8HJ-  5,47 

+10,791 

+10,000 

+69,39 

-15.8) 

-   1,123 -i;*18     Ji 

26 

+49,Ufl4 

-11,800 

+28,997 

+28,853 

+54,JJ0  -  7,S4 

+  10,731 

+10,700 

+70,ioi;-15.io 

-   4,931  -4,769     « 

27 

+53,K11 

-13,800 

+29,510 

+29,300 

+57,111-10,06 

+  10.961 

+  10,810 

+Ö9,-Ol'-I4.0o 

-  7,396  -7,178     H 

28 

+57.«  13 

-15,870 

+;HI,44I 

+30,SSi 

+60,016-12,99 

+  11,133 

+11,161 

+68.Täi'-.12.56 

-8,118-8,*».    1» 

2S 

+61,380 

-17,810 

+31,107 

+31,838 

+61,8151-13,30 

+12,0311  +  12,100 

+87.821-11,30 

-  7,981-8,0)8    29 

^                     30 

+65,1  IB 

-19,630 

+31,09  1  +32,10« 

+63,177  -14,17 

+  12,633'  +  12,710 

+il7,15J  -10,17 

-  7,531-7.160     M     ' 

1          ^ 

+Ü8,ft8p.|-21,i0o 

+31,141^1+32,988 

+6i,oi7  -15,2;iol+13,u8s!+13.ie8 

+67,i8i;-10,oo 

-  7,183;-6,770      Jl 

■ 

Hüftgelenk 

EuiegeleDk. 

I.  Pussgelenk 

Nr. 

rechts 

rcchis 

rechts 

Nr, 

i", 

t;  1  f.  1  f.  1 

r,    1    -;;    1    c.    1    ci 

f, 

v'. 

1 

-58,3S2 

-5,793 

-58,330+31,872 

-33,381  -26,8S6 

-79,137 

+35,187 

-46,960 

-36,556 

2 

-53,110 

+29,490 

-4,880 

-3,878 

-50,011+28,037 

-32,019  -26,100 

-69,702 

+32,312 

-47,19» 

-37,94  3 

3 

+27,990 

-42,S2t'+25,797 

-30,187-25,143 

-59,143 

+28,889 

-48,941 

-39,881 

4 

-43,98- 

+26,288 

-2,917 

-2,4  67 

-35,416+23,072 

-2«,lfll  -24,500 

-18.110 

+21,713 

-50,788 

-42,111 

G 

-39,643 

+24,806 

-2,978 

-2,393 

-29.119+20,187 

-28,387-24,111 

-36,877 

+20,306 

-52,130 

-44,668 

6 

-35,723 

+23.370 

-3,471 

-2,916 

-24,iao'  +  18,329 

-28,131  -24  418 

-34,903 

+  15851 

-53^401 

-isls»! 

1 

-31,979 

+22,010 

-4,711 

-3,960 

-19,936+16,327 

-29;ill  -25  830 

-U,I83 

+ii;73. 

-63,318 

-47,100 

8 

-27,80 

+20,830 

-6,28» 

-5,331 

-15,8771  +  14,130 

-30,800-27,001. 

-   4,081 

+  8,183 

-52,447 

-47,361 

9 

-23,19 

+  19,083 

-7,101 

-6,072 

-10,811+12,180 

-31,310-27,770 

+  1,010 

+  5;«  17 

-52,605 

-48,017 

10 

-18,48 

+  17,380 

-7,219 

-6,210 

-   4,791+10.105 

-30,961-27,770 

+  3,895 

+  l.oos 

-54,008 

-19,897 

11 

-12,99 

+  15,660 

-7,071 

-6,188 

-  0,1211+  8,840 

-31,311-28,2(0 

+  6,607 

+  2,771 

-54,677 

-50,511 

12 

-  8,07 

+11,118 

-6,313 

-5,330 

+  4,702+   7,816 

-30,7^3  -27,890 

+  7,861 

+    2,338 

-54,908 

-50,984 

13 

-   3,91 

+  12,81- 

-5,791 

-5,096 

+  8,291  +  6,310 

-30,330  -27,880 

+  8,111 

+  2,019 

-55,080 

-51,109 

14 

+  11,378 

+  9,171  +   5,870 

-30,7081-28,110 

+  8,20) 

+    1,986 

-55,91» 

-51,127 

la 

+  3,76 

+  9,73 

-3,971 

-3,800 

+  10,(113+   5,410 

-30.8341-28,110 

+  8,113 

+  1,9)0 

-54.045 

-51,06» 

18 

+  6,86 

-3,822 

+10,471+   4,770 

-30,815-28,190 

+  8,11) 

+    1,880 

-54,883 

-51,000 

n 

+  10,35 

+  7,13 

-3,632 

-3,129 

+  11,134,+  4,110 

-30,890-28,170 

+    8,170 

+    1,780 

-51,90» 

-50,»)» 

18 

+13,74 

+    6,60 

-3,831 

-3,371 

+  11,917  +  3,600 

-30,907-28,810 

+  8,297 

+   1,700 

-54,884 

-50,980 

1& 

+  17,87 

+  3,70 

-4,089 

-3,810 

+l:f,114j+  2,810 

-31,015:-28.80(l 

+  8,394 

-54,798 

-50,990 

20 

+21,84 

+   1,93 

-4,797 

-4,613 

+  15,108!+    1,710 

-31,2431-29,270 

+  8,581 

+  Oll 

-54,733 

-50,097 

21 

+25,11 

+  0,14 

-6,311 

-6,110 

+  17.118;+  0,748 

-31,366;-29,170 

+  8,97B 

+  1,303 

-54,489 

-50,704 

23 

+29,87 

-   1,99 

-5,008 

-5,110 

+20,173,-    0,809 

-31,380-29,810 

+  9,713 

+   1,071 

-53,783 

-50,191 

22    1 

23 

+34,17 

-  4,40 

,-5,80S 

-5,010 

+24.US'-   3,130 

-31,5Tl'-30,l20 

+11,058 

+  0,635 

-52.734 

-49,3S8 

23    1 

24 

+39,11 

-  7,10 

-5,S73 

-5,7  60 

+29,717-  1,110 

-31,9001-30,810 

+13,181 

-  0,111 

-51.110 

-48,213 

24 

25 

+44,08 

-10,01 

1-5,911 

-5,810 

+36.888'-  8,810 

-32,733-31,920 

+17,377 

-2^153 

-19,319 

-46,843 

25 

36 

+49,1  Ä 

-13,10 

+46,001,-11,110 

-33,711-33,1112 

+23,812 

-  4,«»o 

-47,381 

-15.587 

26 

27 

+N,34 

-5,871 

+54,681'— 15,890 

-33,467,-33,831 

+31,860 

-  8,889 

-47,087 

-46,088 

17 

^ 

+59,09 

-18,47 

-4,836 

+62,802-20,410 

-32,188-33,184 

+11,316 

-13,885 

-17,818  l_i7,s»i 

16 

^^ 

-20,68 

-3,730 

+69,806-24.170 

-30,799' -32,1 80 

+50,891 

-19,116 

-49,170  -6U,S8« 

28 

^K 

+fi8,os 

-23,03 

-3,070 

-3,110 

+76,133-28,280  -29.5SS|-31,400 

+61,630 

-251091 

-51,183  -53^81 

W 

k 

+72,01 

-25,00 

-3,080-3,170 

+82,1371-31.818  -28.904-31, 107 

+72,818 

-31,134 

-52,101  -»,7« 

A 

1 

6S] 
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Schwerpunkt  (ies  Fusses 

Fussspilze 

KopfpuDkt 

rechts 

reell  is 

voD  rpchts 

f.     :    'f. 

r, 

c, 

i\ 

>?; 

;; 

Cj 

i\     1     n',    1     C, 

?, 

-80.S3S 

+35,705 

-51,240 

-40,057 

-75,8is 

+32.010 

-57,0'23 

-45,808 

-52,078 

+20,183 

+52,186 

+43,397 

-70,7BI 

+32,410 

-5l,ä5i> 

-4i;3ii 

-64,819 

+28,^60 

-57,602 

-46,617 

-48,195 

+18,417 

+53,036 

+44,653 

-59,3  sfl 

+2e,ss3 

-53,188 

-13,603 

-52.121 

+24,084 

-57,031 

-48.021 

-43;>.9i 

+16,750 

+53:806 

+45,084 

-47,307 

+2B,lS7 

-S&,105 

-45,930 

-39,514 

+  19,479 

-58,110 

-49,333 

-39,844 

+  15,136 

+54.116 

+46,3«  3 

-34,988 

+  lfl,SSt 

-56,106 

-48,1*8 

-26,081 

+  14,459 

-57,115 

-50,053 

-35,780 

+13,721 

+54:1 69 

+46.713 

-22,01» 

+  14,079 

-50,8  8  B 

-49,7  »S 

-13,SSfl 

+  9,180 

-55,740 

-49,030 

-31,739 

+12,110 

+53,1)3 

+46,701 

-lü,3Sl 

+  10,23S 

-56,117 

-60,251 

-  2,180 

+   5,17« 

-53,007 

-48,058 

-27,070 

+  10,083 

+52.075 

+46.369 

-  0.307 

+  6,8K4 

-54,450 

-49.TJ2 

+  7,091 

+  2,130 

-49,808 

-46,490 

-23,318 

+  9,047 

+52.074 

+45,000 

+  5,308 

+  4,2ia 

-5^,131 

-50,17  5 

+  12,004 

+  0,380 

-49,564 

-46,800 

-19,173 

+51,108 

+45,7  67 

+   7,7  SO 

+  2,040 

-56,)  31 

-52,200 

+15,534 

-   1.4S7 

-52.137 

-49,573 

-15,174 

+  B.060 

+51,049 

+45.7  S  7 

+10,S4S 

+  l,:iB7 

-J7,734 

-54,000 

+18,001 

-  3,825 

-55,703 

-53,557 

-IO,Ho 

+  4,470 

+51,081 

+46,189 

+io,sss 

+  0,84  6 

-5B,iai 

-54,880 

+19,343 

-  4,11« 

-57,806 

-5S,lfl6 

-  7,0*8 

+  3,031 

+51,514 

+46.917 

+11,618 

+  0,>I4 

-58,107 

-54,760 

+  19,642 

-    4,414 

-58,171 

-55,890 

-  3,109 

+   1,658 

+52,115 

+47,053 

+  11,038 

+  O.soi 

-58,477 

+  19,55) 

-  4,100 

-58,100 

-55,8*0 

+  Ö,73S 

+  O.ofls 

+53,192 

+49,181 

+11.09! 

+  0,770 

-58,180 

+  19,550 

-  4.510 

-5V,240 

-55,710 

+  4,898 

-   1,811 

+54,132 

+50,805 

+11,030 

+  O.TÜO 

-&e,4  3i. 

+  19,589 

-  4.580 

-58,17  5 

-5S.7S0 

+  8,384 

-  3  431 

+  54,88! 

+51,672 

+11,048 

+  0,730 

-58,4,  s 

+  19,578 

-  4,01« 

-58.310 

-55,840 

+12:518 

-  5,403 

+55,152 

+52,181 

+fl,Da) 

+  iJ,oäa 

-58,30« 

+  19.597 

-  4,08« 

-50,313 

-55,900 

+16,307 

-  7,167 

+54,931 

+62,513 

+11,082 

+   0,8  Ä* 

-58,3  7  S 

-54,SS0 

+  19,608 

-  4,70« 

-58,377 

-55,900 

+20;6B9 

-  9,348 

+54:330 

+52,431 

+11,081 

+  0,810 

-58,357 

-54,500 

+19,011 

-   4,75« 

-58,185 

-56,030 

+24,863 

-ii;44) 

+53.507 

+52,118 

+11,183 

+  0,iS5 

-38,140 

-54.420 

+  19,708 

-  4, SU« 

-äS.nss 

-56,100 

+29,111 

-13,000 

+52,880 

+51,813 

+n,eTo 

+  0,445 

-57,T«« 

-54,100 

+20,043 

-  4,000 

-58.909 

-öMoo 

+33,38S 

-16,0  3  s 

+52,017 

+S1,«66 

+13,3» 

+  0.3S7 

-57,183 

-53,B!io 

+20,418 

-  5,07  0 

-59.230 

-56,8(10 

+37,815 

-18,60fl 

+5I,!94 

+51,781 

+13,014 

-  o;4i9 

-55,831 

-52,180 

+21,060 

-  ä,S8<l 

-59,875 

-57100 

+41,885 

-21175 

+51,501 

+52,144 

+le,«6 

-    1,858 

-53,933 

-SO,UT0 

+21,810 

-   5,087 

-60.001 

-57,680 

+45,914 

-23,<B4 

+51,740 

+53,014 

+21,044 

-   4,394 

-51,803 

-49,430 

+25,088 

-   8,150 

-58,7.1 

-56,014 

+50,U1 

-26,375 

+52,184 

+54,161 

+80,017 

-  8,580 

-51,410 

-50,080 

+33,78« 

-13,770 

-57,185 

-5B;877 

+54,37« 

-28,991 

+53,013 

+55,606 

+40,1  ES 

-13,885 

-52,303 

-52,070 

+44,84S 

-19,880 

-57,531 

-58,141 

+59,983 

-31,610 

+53,901 

+57,004 

+50,700 

-19,180 

-53,M8 

-54,957 

+56,665 

-23.930 

-57.091 

-60,467 

+63,080 

-33,«10 

+54,SS7 

+58,281 

+63,000 

-25,8(8 

-55,648 

-58,310 

+69.595 

-32;770 

-58.384 

-62,88« 

+67,119 

-36,183 

+54,868 

+59,139 

+T4,B41 

-a2.40S 

-57,084 

-01,517 

+82,294 

-39,700 

-58,070 

-64.110 

+71.507 

-38,343 

+54,JST 

+59,667 

Für  den  photographischen  Apparat  1'  ergaben  sich  beim  1.  Ver- 
such die  Constanteo 

e  =  438  cm;     d  =  52  cm;     /,  =  86  cm    und    /;  =  5,8979  cm. 

Daraus  berechnet  sich  mit  Hülfe  der  Formel  (16),  wie  schon  oben 
aDgefÜhrt,  als  Werth  der  Entfernung  des  einen  Knotenpunktes  vom 
Coordinatenanfangspunkt 

a^  =  410,54  cm. 
Zu  dem  photographischen  Apparat  ä^  gehörten  beim  I.  Versuch 
de  Constanten 

e  =  634,5  cm;     d  =  69  cm;     /,  =  86  cm    und    li  =  5,4618  cm. 

Daraus  folgt  mit  Hülfe  der  Formel  (16)  für  die  entsprechende  Knoten- 
puDktsentfemuDg 

Ol  =  599,00  cm. 

Akku«,  i.  K.  B.  G«Ml1ich.  1.  Wiaaenieh.  UXT.  ^  g 
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Ferner  erhält  man  aus  diesen  G)nstanten  nach  den  Formeln  (1 7) 

S,  =  1,45815  .  i; ;  fc  =  1,45815  .  S'i ; 

jTj  =  1,5746  .  jji         wad     Si=  1,5746  .  £i  . 

Setzt  man  diese  Wertbe  in  die  Hauptformeln  7),  (8)  nnd  (9)  aof 
Seite  1 99  ein  ond  berücksichtigt  dabei,  dass  a  =  30*  war,  so  erhält 
man  die  Formeln  ftlr  die  Berechnung  der  räomlichen  Coordinaten 
j?,  y,  z  aus  den  in  den  voraufgehenden  Tabellen  niedei^legteo 
Werthen  der  ebenen  Coordinaten  li\  (j,  i;;,  und  ^. 

)lan  kann  diese  Formeln  dadurch  von  vornherein  etwas  bequemer 
filr  die  Rechnung  gestalten,  dass  man  die  beiden  ersten  durch  den 
Zahlenfactor  von  ^Ifj-^  im  Nenner,  und  die  letzte  durch  den  Zahlen- 
factor  von  y  im  Zähler  kürzt.     Dann  gehen  dieselben  Ober  in: 


156 175  .|;—  454,64  .  l.n^ 


•   •  , 


107105  +  219,63  .  1,"  +  162,55  .  ifi  —  lifj^ 


(18) 


_      90168  ■  i;  +  194737  .  t^'^  —  410,54  .  ilr^j 
^  —  107105  +  219,63  .  li  +  162,55  .  r/^  —  l.iyi  *  ^^^' 

^  _  (410,54-y).g.           ^  _  ,H98-1,732.x-y).c; 
''- 28T;55 ««»d-,- ^gp^^ ,  (20) 

wobei    die    beiden   sich   controlierenden  Wertbe   von   z  zur   Unter- 
Scheidung  mit  den  Indices  1   und  2  versehen  worden  sind. 

In   dieser   Gestalt  sind   die  Formeln    zur  Rechnung    verwendet 
worden.  — 

Für   die  Punkte  auf  der  linken  Körperseite  hatte  die  Messung 
auf  den  Photographien  folgende  ebene  Coordinaten  ergeben: 
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Tabelle  2.                                I.  VersUcH,   (Tafel  l"»  und   ^].                                                       ^1 

Schultergelenfc 

Eilbogenge  lenk 

Handgelenk 

Nr. 

links 

links 

link. 

Nr. 

f; 

1',  ]  f; 

^, 

r, 

li   '   »■;    1    -" 

■;'i 

v;    \    .",    \    :t, 

1 

-66,TB4 

+39,6131+31,884 

+32,033 

-67,769 

+41.202 

+  n,8s: 

+    8,099 

-60,14  3 

+44,01.*!-  9,679 

-7,371 

1 

2 

-62,0»« 

+35,181.  +33,283 

+33,784 

-B  1,19  6 

+39,288 

+  I3:ii61 

+  9.19 

-r.0,072 

+41.080 

-    6.068 

-6,018 

3 

-57,S5a 

+33,838 

+34,622 

+34,87' 

-55,128 

+37,460 

+  14.511 

+10,304 

-4o;44i 

+36,89« 

-   3,180 

-4,901 

3 

( 

-52,BB& 

+32,486 

+35,214 

+25,677 

-49,39« 

+35,870 

+15,471 

+  11.006 

-31,828 

+32,869 

-  0,117 

-2,547 

4 

5 

-47,1J1 

+30,885 

+35,20« 

+25,81 

-43,858 

+34,146 

+  15,838 

+  11,451 

-24,01« 

+38,041 

+  3,031 

-0,041 

5 

6 

-43,817 

+29,2»i 

+34,808 

+25,633 

-37,08« 

+32.571 

+  15.863 

+  11,401 

-17,136 

+  25.108 

+  5,538 

+3,134 

6 

7 

-37,8ifl 

+27;404 

+33,826 

+25,11« 

-32;S91 

+30.752 

+  14,091 

+  11.039 

-11,191 

+3I,B43 

+  6,973 

+4,2S7 

7 

S 

-32,4«. 

+25,406 

+32,7sa 

+24,686 

-26,629 

+28,728 

+  13,913 

+  10,315 

-   5,311 

+19.111 

+  7,2)0 

+5,431 

8 

8 

-27,S1S 

+23,SB8 

+31,74 

+24,043 

-21,418 

+20,88  0 

+12,^2» 

+  »,001 

-   0,217 

+16,116 

+  6,006 

+5,698 

9 

10 

-i«;»» 

+21.111 

+31,110 

+23,81 

-16.891 

+24.812 

+13,04  8 

+  9,11t 

+  4,093 

+  14,348 

+  3,B41 

+4,91» 

lU 

11 

-17,171 

+18,047 

+30,861 

+23,81 

-11,817 

+2a,«4  5 

+  11,618 

+    8,S17 

+  8,033 

+  1V74 

+  0,661 

+3,151 

11 

12 

-t2,l»s 

+16.828 

+31,188 

+24,130 

-   7,431 

+20,342 

+11,188 

+  8.91 

+  10,897 

+11,562 

-  2,931 

+0.61S 

13 

13 

-    7,JT1 

+  U,BB8 

+31,138 

+24,840 

-   3,858 

+18.1«7 

+11,810 

+  9,193 

+  11,990 

+  11,129 

-  6,060 

-2,)2S 

13 

14 

-  3,in 

+13,108 

+32,164 

+26.614 

+  0,831 

+16,383 

+13,209 

+  9,191 

+  12,34» 

+  11.161 

-  7,715 

-4,1141 

14 

15 

+    1,118 

+11,441 

+33,188 

+26,717 

+  3,091 

+15,118 

+13,103 

+  10,291 

+  12,207 

+  12,630 

-  7,860 

-6,284 

15 

16 

+  5,o»& 

+  9,9SU 

+34,221 

+27,173 

+  5,61» 

+  14,482 

+13,900 

+  10,968 

+  12,127 

+13:8.1 

-  7,420 

-6,313 

16 

17 

+  9,S71 

+  8.171 

+34,717 

+28,179 

+  S.tO« 

+13,841 

+14,641 

+11,567 

+  12,111 

+  14,850 

-  7,021 

-6,040 

17 

IS 

+13,72« 

+  6.45S 

+34,071 

+2H,338 

+  10,716 

+14,80» 

+11,778 

+  13,767 

+  16.867 

-  6.889 

-5,7:14 

18 

IS 

+  18,i«8 

+  4.11« 

+34,170 

+28,161 

+  14,287 

+  ll!86l 

+  14,751 

+11,704 

+15,961 

+  15.181 

-  7,034 

-5,T11 

19 

30 

+  22,721 

+  2,«is 

+33,324 

+27,684 

+18,381 

+  10.314 

+  14,140 

+11,278 

+19,041 

+  14,984 

-  7,471 

-fi.ioo 

30 

31 

+37,411 

+  0,BT» 

+32,111 

+il.lOi 

+23,078 

+  8,601 

+13,158 

+10,583 

+23,101 

+13,960 

-  8.162 

-6.741 

3t 

42 

+33,431 

-   1.311 

+31,481 

+26,868 

+28,374 

+    6,868 

+  12,187 

+  9,884 

+28,34  7 

+  12,192 

-  8,»46 

-7,109 

32 

J3 

+37,121 

-  3.2tl7 

+3U,847 

+2Ü,4»o 

+34,041 

+  4,371 

+  9,387 

+34,786 

+  9,816 

-  9.864 

-8,316 

33 

24 

+43,nij 

-    5,41S 

+30,750 

+26,653 

+40.381 

+   1,81> 

+  11,013 

+  9,109 

+42,574 

+  6,182 

-10,674 

-9,064 

24 

25 
2» 

+48,41» 
+54,<i4\< 

-  7.8i8 

-lü,iso 

+30,830 
+31,460 

+27,6«3 
+27,910 

+46.984 
+54,319 

-  0,771 

-  3,871 

+  10,905 
+  11,318 

+  9,143 
+  9,816 

+61,012 

+  2,106 
-  3,119 

-10,831 
-10,381 

-9,130 
-9,147 

25 
26 

+61,017 

27 

+S8,78S 

-12,157 

+33,311 

+28,910 

+60,988 

-  6,81« 

+  12,187 

+10,189 

+70,441 

-  8,713 

-  9661 

-8,148 

27 

38 

+63,«4» 

-14,138 

+33,865 

+30,488 

+67,543 

-    9,981 

+  13.631 

+  13,037 

+79,717 

-14,821 

-  6:122 

-5.837 

28 

29 

+88,1  s<. 

-16,810 

+34,790 

+31. SSI 

+73,291 

-12.73« 

+  14.990 

+13,803 

+87,704 

-20.117 

-  3,137 

-3,016 

29 

SO 

+T2,S18 

-la.is» 

+3ä,3b8 

+32,760 

+79,115 

-15,410 

+  15.912'+I4,1,S» 

+95,320 

-25,981 

+    0,019 

-0,083 

30 

Sl 

+77.20« 

-21.778 

+35,318 

+3;t.üus 

+84.111 

-18,001 

+  16,2141  +  15,019 

+  101,71- 

-31,311 

+  2,802 

+2.7^6 

31 

Hüftgelenk 

Kniegelenk 

I.  Fussgelenk 

Nr. 

links 

links 

links 

Nr. 

r,    1   -?; 

:", 

■-" 

i\    1   '.;   i    c^    1    v. 

(\    1   '/> 

C! 

-■; 

+34,7  32 

-1.932 

-54,303 

+3Ü,6a3|-33,on 

-23,117 

-52,072 

+26,163 

-61,379 

-45..,6 

1 

-S8,tt5J 

+33,418 

-1,813 

-1,30» 

-53,078 

+30,309;-ai,797 

-23,014 

-^2,0-7 

+26,140 

-61,308 

-45,0  Hl 

3 

-55,1(8 

-52,017 

+29,781-31,648 

-33,881 

-52,101 

+26,120 

-61,106 

-44..,60 

3 

-51,341 

+30,848 

-1,083 

-0,780 

-51,011 

+29,1941-31,343 

-32,800 

-52,073 

+26,110 

-61,106 

-44,800 

4 

-47.320 

+29,034 

-1,186 

-0,S83 

-49,8114 

+28,484-31,114 

-22,810 

-51,688 

+28,131 

-60,676 

-44,84  0 

5 

-43,112 

+ae,2s» 

-1,191 

-1,111 

-47,847 

+27,7431-31,248 

-22,912 

-51,887 

+36.040 

-60,800 

-44,816 

6 

-38;84u 

+2e;77i 

-2,303 

-1,718 

-45,081 

+36,881 

-31,144 

-23,189 

-51,712 

+25.921 

-60,821 

-44,7»0 

7 

-33,741 

+25,683 

-3.138 

-2,37» 

-42,746 

+25,818 

-31,881 

-33,493 

-51.314 

+25.798 

-60,630 

-44,812 

8 

-28,794 

+23,216 

-3,860 

-2,817 

-3!),I13 

+24,810 

-31,870 

-33,772 

-50,8 171+35,739 

-59,988 

-44,180 

9 

-33.71)5 

+3i;3i8 

-3,89* 

-3,190 

-34,186 

+23,183 

-32,181 

-34,184 

-49,3311+25,184 

-58,711 

-43,112 

10 

-I7,8»2 
-12,001 

+  18,884 
+  18.457 

-4,059 
-4,860 

-3,2)1 

-28,181 
-20,719 

+21,»6B 
+  19,839 

-32,117 

-33,365 

-24,898 
-25.870 

-40,8!0'+25,oa8 

-42,0  48' +23,7 11 

-56,682 

-54:810 

-42.257 

11 
12 

-  fi,i02 

+  13,917 

-4,038 

-3,187 

-11,170 

+16.812 

-34,101 

-26,720 

-35,1331+31.481 

-51,949 

-39,316 

13 

-    1,182 

-3,190 

-   3,118 

+  13,013 

-33.77» 

-26,877 

-26,380+18,313 

-51,017 

-39,1V6 

14 

+  3.BS1 

+  9,SS2 

-1,991 

-1,887 

+  6,181 

+  9,270 

-32,180 

-26,121 

-15,371+14,061 

-51,896 

-40,811 

15 

+   7,397 

-0,037 

+  13,611 

+  6,111 

-31,034 

-25,111 

-  5,197l+  9,819 

-53,110 

-42,0)2 

16 

+  13,824 

+  5,201 

-0,383 

-0,367 

+  21,113 

+   2,451 

-29,784 

-24,921 

+  7,119  +  4,380 

-55,878 

-46,001 

17 

+  18,224 

+  3,421 

-0,489 

-0,461 

+27,91» 

-  0,608 

-29,257 

-24,7114 

+  19,893  -  0,»72 

-57,845 

-48,775 

18 

+23,ss» 

+   1,6(17 

-1.340 

-1,113 

+33,189 

-  3,170 

-29:473 

-25,310 

+33,863  -  6,83! 

-59,130 

-51,304 

19 

20 

+27,040 

-   0,261 

-2.417 

-2,102 

+37,788 

-   5,909 

-30,57  3 

-26,141 

+45.111  -12,114 

-59,368 

-52,720 

30 

X| 

+31,^fiS 

-  2^340 

-3,889 

-3,108 

+4I,48S 

-  8,309 

-32.089 

-28,104 

+55,275-17,147 

-58,409 

-53,043 

21 

22 

23 
U 

+37,088 

-  4,118 

-4,39« 

-3,849 

+46,783 

-10.870 

-32,881 

-28,930 

+61,163  -20,199 

-58,709 

-53,919 

22 

+42.860 

-  6,068 

-4,127 

-3,98» 

+53,707 

-13,610 

-33,140 

-28.940 

+63,148  -21,801 

-60.171 

-55,781 

_^ 

+48,4  4  5 

-  9,ioü 

-4,179 

-3,758 

+57,002 

-15,232 

-32,685 

-29,41,1 

+66,530  -23,197 

-60,7  58 

-56.808 

^M 

+53,217 

-10,860 

-3.864 

-3,310 

+62,747 

-17,106 

-32,183 

-29.389 

+67,825  -23,911 

-61,074 

-57,118 

^M 

-12,861 

-2,849 

+67,419 

-19,015 

-31,888 

-29,180 

+68,370-24,190 

-61,170 

-57,203 

^M 

2« 

-14,970 

-2,071 

+69.310 

-30.014 

-31,51« 

-29,239 

+68,183-24,310 

-61.090 

-57,1-0 

H 

+67.oaü 

*17,2S1 

+70,714 

-20,880 

-31,181 

-29.211 

+68.560  -24,410 

-61.010 

-57,JT6 

H 

+70.888 

-lill7 

+71,880 

-21,810 

-31,220 

-29,232 

+68,836  -24,100 

-60,1.30 

-57,200 

^M 

.5S    l+H,SSJ 

-21,360 

-1,06!. 

-1,131 

+72,931 

-22,609 

-31.080 

-29,213 

+68,720  -24,180 

-60,860 

-57,130 

^M 

^,ni 

-1,209 

+74,143 

-23,191 

-31,088 

-M,2«o 

+68,800  -24.060 

-6tt,770 

• 

-U|m 

ita^ 
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Schwerpunkt  des  Fusses 

Fussspilze 

Kopfpuokt 

Nr. 

link«! 

links 

Nr. 

r, 

v',    1    r,    1    ?, 

i't 

t;  I   M 

,"= 

i\   \   -A       f;    ;    .-. 

~ 

-48,7:iS 

+25,1is 

-65,0 00 -48,0 SU 

-311,17  0 

+21,440 

-65,230 

-49.190 

-58.o»i 

+23.808  +57,38«  +42,840 

2 

-48,«  81 

+25,307 

-64.S9l-48,03ä 

-J9,l*i 

+21,44  7 

-65.254 

-49,100 

-53,107 

+21,908+58,414  +43.033 

-486T8 

+25,191 

-64,976  -48,021. 

-39.154 

+2i;448 

-65,27  8 

-49,110 

-48,4  57 

+20,2S4  +5SM'Ji +44,043 

4 

-48;«41 

+25,174 

-64,900  -48,000 

-39,148 

+21,449 

-65,303 

-49,220 

-43,990 

+  1S,(,M  --■.;!  :  .  .   -  r-  ..-1. 

5 

-18,«40 

+25,157 

-64,941-47,990 

-39,137 

+21,450 

-6S,327 

-49,130 

-39,492 

+  li;.M        "■■'          -  :■■   .ii 

6 

+2ä,no 

-39,1  SB 

+21,461 

-65,34  6 

-49,240 

-35,03. 

+  1.VJ..                    .   1  .  -■,.,'     6 

7 

-48)820 

+25,15a 

-64.01  o|-47)oao 

-39,119 

+21,461 

-65,370 

-49,250 

-3Ü,S21 

+  i::.iM      -.-.    ..-.-i.,.,,;)      7 

8 

-18,5  sa 

+25,107 

-64,7  «a -47,010 

-38,087 

+21,386 

-esliso 

-49,340 

-25,727 

+  ll..-:,i^..;,;;ii^t.-..ni. 

S 

9 

-48,2H 

+25,iOB 

-64,t3s!-47,6s7 

-38,718 

+21,940 

-65,860 

-49,524 

-21,136 

+  9,4o; 

+56,444 

+44..9), 

10 

-47,618 

+25,074 

-63,9I0|-47,298 

-38,375 

+21,190 

-66,245 

-49,849 

-16,725 

+  55,921 

+44,892 

lli 

11 

-46,05  s 

+24,761 

-62,74o!-4e,iii 

-37:503 

+  20,853 

-öbNoo 

-50,295 

-120B9 

+  'ii«i 

+55,B1J 

+45.210 

11 

12 

-43,318 

+23,831 

-6U,i00 -44,812 

-38,004 

+20.44  4 

-66,040 

-50,305 

-  7.775 

+  3,390 

+56,184 

+45,BI>8 

11 

13 

-37,002 

+21,010 

-57,214  -43,0-J 

-32  50. 

+19,194 

-65:307 

-49,041 

-  3,463 

+  56,789 

+46,8411 

IS 

14 

-28;i7. 

+  18,T4S 

-56.285  -43,051 

-23;2T0 

+  15,740 

-64,055 

-49,653 

+  0.724 

-  o:«07 

+57;708 

+48.043 

14 

15 

-16.aji 

+14,070 

-57,100-44,788 

-10,30i 

+10,195 

-63.851 

-50,097 

+  5,228 

-  2,838 

+  58,751 

+40.305 

15 

16 

-  5,1011 

+  9,B00 

-58,830  -47,200 

+  VIJ 

+  5,040 

-64,160 

-52,242 

+  8,978 

-  4,30n 

+59,424 

+50.331 

16 

^ 

+  a.in 

+  3,871 

-60,020  -50,200 

+17,255 

-  1,190 

-64,444 

-54,120 

+13.472 

-  6,272 

+59,728 

+51,000 

17 

K 

+22,171 

-  2,060 

-62,1S4 -52,035 

+31,170 

-  7,250 

-63,97  0 

-55.357 

+17.873 

-  8,188 

+  59,4T1 

+51,23« 

IS 

■ 

+a6,jfli 

-  6,4t6 

-63,0481-55,098 

+45.478 

-13,784 

-62,140 

-55,640 

+22.119 

-10,288 

+58:808 

+51.138 

19 

■ 

+49,B).o 

-14,818 

-82.1  &1 -55,885 

+58,320 

-20,000 

-58,786 

-54.210 

+26,  Sil 

-12,457 

+57.016 

+50,807 

20 

■ 

+(H),4S1 

-19,380 

-60,253-55,436 

+68.251 

-24,510 

-55,117 

-51,980 

+31,4  Jl 

-I4,"<i. 

+57."  2  4 

+50,  SIT 

21 

■ 

+66,147 

-22,412 

-80,380 -56,810 

+74,107 

-2ti.8Bg 

-55:i44 

-52,820 

+:ii;,Hr 

-Ifi.TIV 

+50,1.3 

!2 

■ 

+8$,  585 

-24,000 

-62,800  -58,800 

+77.010 

-28,070 

-68,340 

-56.070 

+.[11,;:. 

-|V,T-M,^-.^5.'.^71 

+50.521 

23 

■ 

+7o;s8« 

-25,4^5 

-64,000  -60,490 

+79.800 

-31,070 

-62,300 

-611.13  4 

+4:1,1.-.. 

+  51.flOS 

!1 

m 

+71,710 

-26,IS0 

-64,800-61,240 

+80,850 

-32.100 

-64,610 

-62,810 

+49,  Vi 

^.iö,:nB 

+  51,807 

25 

2B 

+71, "00 

-26,1  BS 

-04,910-61.380 

+80,800 

-32,114 

-65.000 

-62,880 

+  34, 5^7 

-25,003 

+56,975 

+52,971 

le 

27 

+71,7TS 

-26,190 

-64,880 -61,;i4« 

+SO.eui 

-32,228 

-65.000 

-82.930 

+59,241 

-2;,4ao 

+ä7;7T9 

+54,308 

V 

28 

+71,108 

-26,i07]-64,8i0|-81,aoo 

+S>0.T14 

-32.142 

-65,000 

-62.9B0 

+64,149 

-30,208 

+58,802 

+55,74? 

H 

39 

+71,814 

-26,19» -64,700 -61.200 

+80,758 

-32,158 

-65.000 

-63.030 

+69,516 

-32,800 

+59,182 

+56,01« 

» 

30 

+7l,8JS 

-26,199 -114,710^61,210 

+80;7BS 

-.12,170 

-65.000 

-63,070 

+72,841 

-35,580 

+59:330 

+57  712 

30 

31 

+7I,SS3 

-26,lOo|-64.a40-6l,ieo 

+80.S10 

-32,184 

-65,000 

-83,108 

+76,8371-38,256 

+58,970 

+58,080 

31 

Die  zugehörigen  Conslaolen  waren  «  :=  30"  und  ausserdem:  für     ^^H 

den  photographischen  Apparat  1'':                                                     ^^H 

e=:ii6cm;    d  =:  ^&,5cm-,    /,  =  SGcni     und    /;  =  6,43823 cm');     ^H 

fUr  den  photograp  h  ischen  Apparat  ^^i                                              ^^M 

e  =  388,5  cm;    d  =  67  cm;     f,  =  86  cm    und    li  =  5,33310  cm.     ^^M 

Beachtet  man,  dass  Formel  (8)   für  die  hnke  Seite  zunächst  nur    ^H 

den  enlgegecgeselzten  Werth  von  i/  liefert,  wie  fiUher  auseinander-     ^^M 

gesetzt  worden  ist,  und  stellt  man  infolge  dessen   vor  diese  Formel     ^^H 

das    negative    Zeichen,    so    erhält  man  durch    Einselzeu  der  Werthe    ^^H 

für   die    Constanten    in    die    Formeln    (16),     (7),    (8)     und    (9)    die     ^^M 

folgenden,    für    die    linke    Seite    des    1.    Versuchs    geltenden     ^^H 

Formeln: 

^1 

1)  Dieser  uqJ  die  Werllie    :i!ler  folgenden  l(  oder  ti  sind  Millelwerlhe  aas        ^^M 

je   10  Messuagen.                                                                                                                            ^^1 

69] 


y  = 


Der  Gang  Des  Menschen.     I.  Tiieil. 

UäSOC  .  ;;  —  396,09  .  t,'iji 

106909  -t-  197,53  .  .','  +  <80,i1  .  i/,  —  S',!/ 
8S4t9  .  äi  +  199068  .  r/',  —  417,39  .  j 


tu 

(21) 
(22) 


100909  +  197,53  .  {,  +  180,i1  .  y,  —  j,'.,, 
I,  =  (1,33577  —  0,00320  .  y)  .  f,'     und 
I,  =  (1,61257  —  0,00203  .  I  —  0,00U6.i/)  .J,'.     '  ' 

Die  letzten  beiden  Formeln  weichen  der  Form  nach  von  den 
Formeln  (20)  ab,  weil  in  ihnen  von  vornherein  mit  dem  Nenner 
durchdividirt  worden  ist.  Dies  erwies  sich  iu  diesem  und  den 
spateren  Füllen  als  für  die  Rechnung  besonders  praktisch. 

Beim  II.  Versuch  ergab  die  Messtin.i,'  folgende  ebene  Coordinaleri 
für  die  Punkte  der  rechten  Seite: 


Tabelle  3.                                 "'  "VerSUCh.   .echts 

{Tafel  1"  iin 

.1     i"). 

nr 

Schultergelenk 

EUbogengelenk 

HundgeleDk 

Sr. 

rechte 

rc:cbls 

rechts 

-Vr. 

r,      \      r/,           -      !      C4 

r,    1    i;    1    c,    1    ,■; 

i\   1  •?;  1  '1   1   "j 

l 

-69,S0» +37,082 +28,71» +22,  flu» 

-(i7,fi3  +40,7ori  +10,ti!i  +  8,flu& 

-4«,27l.:+35,324 

-   1,649 

-1.002 

~ 

2 

-HS,77s;+35,88l!+2a,lls+2a,lia 

-64,134  +39,740  +11,044  +  8,710 

-46,240+35.010 

-  4,306 

-3,10» 

2 

3 

-6l.si3'+3*,:nn  +2S,eoo  +23,004 

-fiO.aSO  +38,127  ;+ll,4ÜS+  9,202 

-48,240 

+35,188 

-  6,183 

-4,848 

3 

■t 

-57,7*21+33,0m;+30,B4  6+24,808 

-58.222 +3l!,g8» +12,118+  9,e»4 

-48,912 

+35,710 

-  7,193 

-5,807 

4 

3 

-53,1170 +;U,'^  SS, +31,416+25,617 

-58,211  +36,008  +12,*0li;+10,10S 

-19,571 

+36,404 

-  7,417 

-5,734 

5 

-IÜ.1I1I  +3(l,Mü  +31,8171+25,800 

-54,111  +35,2S0+12,37li'+1O,413 

-19.84  6 

+36;9oo 

-    7,606 

-6,S03 

6 

iVTi.i      5'),i:„4-31,«ii,+25,86o 

-51,80%  +-'i4.48S'  +  13,I1  1  +IO,6B4 

-49,317 

+36,080 

-  7,8S» 

-5,005 

7 

ll    ■     ■       r.    -  .1,  -r30,91o'+2Ö,8!iO 

-48,u2a  +33,820  +12,057+10,507 

-48,138 

+36,090 

-   7,874 

-0,120 

8 

■T     „       ._i,   .71  +,-|O,0T»!+2&,lST 

-45.lir.+32,48o'+12,438 +10,118 

-45,877 

+36,858 

-   8,310 

-6,800 

■J-    .    -1\   .i.. +-i9,16s'+24,661 

-40,067  +31,lö7:  +  n,aOI  +  9,626 

-42,805 

+36.109 

-   8,898 

-7107  6 

10 

11 

--i-.i..i  .  :;,iii  +-i*'.iZ'i+24,i3s 

-3ä.Mjr+2H,8S8 +10,722+  8,833 

-38.379 

+35,149 

-   9,4  81 

-7,813 

11 

11 

-23,SLj,  +  22.i„,(,  -r'iS.li!  +24.070 

-30.700  +28,020  +10,300  +  8,810 

-32,807 

+33,856 

-  9,S»8 

-8,073 

12 

3 

-18,m+:iü,,,;.-r2Vi,.  +24,374 

-24,71.7  +26,280+  9,071,+  8,410 

-25,587 

+31,49:^-10,318 

-8,440 

13 

4 

-I3,64.-,.^iVi..l+^\.;,  +24,044 

-I8.328.+24,495 +10,018.+  8,600 

-n,426 

+38,880-10,377 

-8,S60 

14 

a 

-  8,fllä^+i;,:n.+2lM,,-,+25;m 

-12,101+23,880+10,580;+  9,144 

-  7,910 

+25,181-  9,807 

-8,154 

15 

6 

-  4,85i)'+15,;ao +30,58,? +27,n! 

-  6,S13+20,*73+11,B44,+10,18« 

+   1,891 

+21,810-  8,008 

-6,780 

16 

7 

-  0,l3s|+14,t50 +31,788 +28,370 

-  O,6il+18,7S0, +12,8861+11, 458 

+  11.258 

+  17,075-  5,423 

-4,802 

17 

8 

-r  3,-S8  +12,890;+32,1B3  +28,»flO 

+  5,268  +16,022 

+  13,B47;+12,S03 

+20,366 

+12.81S-   3,474 

-2,07» 

16 

9 

+  e,lU +10,880 +32,4Ba'+29,600 

+  Il,il57,+14,»B0 

+  14,258'+12.86S 

+29,048  +  7,»70:+  0,487 

+0,700 

19 

+  12.130+   e,B40+3t,OiS  +2S,SS0 

+  17,600+12,880 

+  11.271 

+  13,0*0 

+36,794  +  3,418+  3,017 

+3,150 

2U 

+  16,-71,+  6,940+31, 104, +28,048 

+23,076+10,500 

+  13,000 

+  13,'J0O 

+43,070-  ü,140;+   4,501 

+4,700 

21 

2 

+21,110,+  4,840 +30,iS  1+28,  &0U 

+;S.317  +  8,080;+13,404 

+  13,040 

+48,830-  3,180+   5,11» 

+5,174 

23 

3 

+2ü,ioo+  2,4ao +29,503+28,080 

+33,835,+  5,J1U;+12,581 

+  12,800 

+53,9811  -   i^i  +  4,184 

+4,580 

23 

4 

+3»,7BO+  0,010+29,118+27,010 

+37,884+   3,120+11,812 

+11,600 

+57,030,-  8,100+   2,848 

+3,000 

24 

S 

+35.3b7-  2,S70,+a8,UI3]+27.97  0 

+41,815+  0,06O;+ll,222 

+  11,000 

+80,987,-  Ü,I3U+  0,398 

+1,100 

25 

6 

+39,884-  4.US0 +29,088 +28,;i.'.o 

+-i4,»32  -   0,880 

+  10,»2'i 

+  10,(40 

+63,880  -  9,670  -  2,39» 

-2,14  7 

26 

7 

+44,500,-  6,B4o:+29,4ai+28,s-o 

+48,0»7  -  2,880 

+  10,800 

+  10,710 

+63,771  -  9,800  -   5,144 

-6«5» 

27 

S 

+4e.,i07l-  8,740'+30,04«  +29,700 

+51,161  -  4,880 

+  11,227 

+  11,040 

+63,701  -  8,520  -   7.223 

-O 

2S 

o 

+52,173|-10,R0U  +30,094'+31,»UO 

+53,871:-  fi,flBS 

+  11.980 

+  11,840 

+63,3611-  B,000!-    7,748 

-M,o? 

29 

Ü 

+ia,01B -12,8IO,+31,64a;+32,OSfl 

+55,5071-  7,808 

+12,810 

+  12,600 

+63,010  -  7,100,-  7,58 5, -7,0«,» 

3» 

t 

+S9,0S7|-14,7O0|+32,347[+32,»00 

+57,6431-  8,020 

+  13,333 

+  13,17« 

+63,043 

-  6,500 

-   7,266 

-T,ooü? 

31 

W.    BraUHE    VfB    0.   FiSCHBB , 


[70 


Huflgelenk 


19 


-70,7  so 
-Ü5,7J0 
-60.850 

-56,081 

-46,053 
-42,1141 
-39,BSJ 
-35,011 
-30,700 
-25,sa3 
'-20,I«s 
-IS.osi 
-lO.Tt 

-  e,77 


-1-36,801  -6,297l-4,s. 


+27,sii 
+25,031 
+24,Stil 
+23,091 
+2l,4ua 

19,BO0 
18,083 


+  16,7S 
+  15,17. 
+  13,9»: 
+12,1S2| 


r  7,813 
rll,S12 

+lS,2a:i 

+)8,BJo 

1+23,579 
+28,180,  . 
+33.3021- 

xo  +38,i8s'- 

27  +43,806  - 

SS  +48,705 

39  +53,33$  - 

30 

31  +62,B13  - 


+  9,fl«s|-3,770 


+  2,*6T  -5,SH 


-75,652+38,481 
-07,1001+35,887 
-äS,80B|+33,08U 
-50,580+30,120 
'43,0X1+27,608 
-37,Ulll+2ä,ll3 
-31,«0T  +22,781 
-27, 141, +20,0  41 

-33,oaG+lS,Rii8 
-t8,fljal+16,7-.y 

-12,1541  +  14.825 

-  6,700  +12,ri>!0 

-  2,515+11,850 


+  9,4BS+  5,740 
+  11,510+  4,7S0 
+15,000  +  3,530 
+  19,307,+  1,030 
+2-1,050-  0,HI> 
+32,550  -  2,7BB 
+41,713-  6,075 
+5Ü,021*'-il,550 
+58,51 7 1-15,580 

+65,03:1  -IB.jso 
+72.177-23,170 


-33,158 
-33,812 

-32,870 


-30,743 
-31,808 
-31,120 
-31,11  s 
-31,359 
-30,809 
-30,905 
-31,DD4 
-31,010 
-31.08 


-26,741 
-2K,liO 
-25,591 
-24,0  IS 
'24,007 
-24,138 
-24,881 

-2fi,4a3 

-27,500 
-27,504 
-27,786 

-27,801 

-27,850 


!8,330 


,_.s-28,_._ 

-31,215-28,770 

-31,4  8  7 1-38,9  50 
-31,687-29,250 
-31,83]I-29,53D 

-31,87sl-30,0üo 

-32,3Bll 


-33,280 
-34,1 


-31,9110 
-33,140 
-33,510 
-32,590 


-93,617+40,303'- 

-86,80s|+"" 


+35,737: 

32,407 

+29,016 

+25,ioo' 

+20,986 
24,057+17,233, 
13,713+13,38» 


-68,344 
-5S.200 
-47,097 


bI+10,1 


-  2,196,+  8,167, 

+  0,240+  6,855|- 

+  2.003+  5.816,- 

+  2,680+  ^,503 

+  2,770|+  S,1S3, 

+  2,815+  5,401; 

+  2,851  +  5,336| 

+  2,879+  5,2' 

+  2,3: 


-^48,742-37,360  1 
-47,181  -36,561 
-47,187-37,160,, 
-48,236-38,672  1 
-19,836  -40,765 
-51,710-13,1321 
-53,3.^0-15,173  1 
-53,980,-46.886 
-54,154  -47,888 
-52,037'-47,5jb|[ 

-53,800 1—18,8 


54,6 


49,1331 


+  3,005 


+27,871 
+38,078 
+-16,385 
+  ä9,-J0! 


+  5,140) 

+  5,030, 
+  4,932 
+  4,683' 
+  4,134! 
+  3,103 
1,506' 


-  9,1411 
-11,030 
-19,802 


-55,10l'-50,5»Sl' 

-55,31u'-50,83lU 

-55,2BJ  -50.S5b" 

-55,27  l|-50,S3a 

-55,ai3'-50,810 

-55.127-50,760 

-b5,071J— .iO,70«   ■i 

-56,661-50,7101^ 

-54,9941-50,70(^1: 

-54,720-50,45!^ 

-54.0111-49,011= — 

-52,090 -49,07». 
-51,301-47,88 
-J9,t23 -46.42 

-47,488-45,21  -i 
-47,171-45.0*.  .-( 
-47,87l'-47,l»  -4 
-19,368'— 19.78  */, 
-51,443!-53,2O0// 


Schwerpunkt  des  Fusses 

Fussspitze 

Eopfpunkt 

Nr. 

rechts 

rechts 

*on  ret-hls 

r,    1    ',;   1    .",    1    ,-. 

i'i    1   k'.   1   .=;   ]   -^ 

'.':    ;    c^    1    r,    ' 

I-95,12b;+40,703 

-53,90o!-40,5i3 

-90,118!+38,203!-60,l91 

-16,169 

-64,233 

+25,513+51,301  +42,l»s 

; -88.5461+38,086 

-51,423,-39,700 

-83,858+35,718.-58,359 

-45,661 

-59,016 

+23,91ll+52,01fl +43,017 

-79,630+35,711 

-51,620-10,430 

-74,1881+31,6111-57,441 

-45,8S0 

-55,881 

+22,213+52.051  +44.11S 

-l>8, 878  +32,137 

-52,681-42,180 

-62,370+27,580-57,707 

-47,070 

-51,259 

+20,0361+53,883  +15,186 

-57,B63|+28,83« 

-53,310-41,308 

-50,348  +24, 00s  -58,117 

-48,15* 

-47,151 

+19,3t4,  +  54,17B+46,n8 

-45.672 

+24,005 

-66,082-46,672 

-37,S7S'+19,864'-58,118 

-49,696 

-13,116 

+  17,928 +54,619 +48,eio: 

-H2,84fl 

+2U.081 

-57,220-19,036 

-23,9B4|+15,28b'-57,339 

-50,164 

-38,915 

+16,368'+51,327  +16,711 

-21,258 

+15.073 

-57,134,-511,132 

-12,740+11,078-55,308 

-49,823 

-35,01* 

+  14,9011+53,728l+16,iJJ 

-  9,420 

+11.BJ6 

-55.«60,-5Ü,110 

-    l,40l'.+  7,31l'-52,lU3 

-47,750 

-30,109 

+13,»65+52,79S +16,119 

-    1,006 

+  9,078 

-54,886  -49,840 

+  5,411,+  5,460-50,010 

-46,377 

-26,144 

+11,613 +52,038'+15,gn 

+   1.740[+  6.034 

-56,1801-51,646 

+  9,41)7  +  3.406-52,006 

-48,664 

-21,613 

+  H',^l*,+51.S73  +15,;»i 

+  4.11o'+  5,140 

-57,4  51-53,040 

+  12,454,+  0,833-51,887 

--il,806 

-17,532 

+  8,870+51,438+46,017 

+   5,311'+  4,473 

-58,800  -54,150 

+  13,858-  11,517-57,396 

-54,270 

-13,11S 

+  7.071  +51,681+16,611 

+   5,819+  4,204 

-58.710-54,140 

+  14,110-  11.014-58,287 

-55,170 

-  9,103 

+  5,617,+52,154 +47,181 

+   5,816:+  4.2CU 

-58.720'-54,12B 

+  14,170-   U,B83,-58,30S 

-55,110 

-  4,907 

+  3,905+53,131+48,078 

+   5.840+  1.212 

-58,711-51,104 

+  14,106-  0,990-5^,107 

-55,330 

-  0,861 

+  2,216j  +  54.06fl  +49.9St 

+   5.617'+  4.216 

-53,600,-54.300 

+14,210-    1.004-58,430 

-55,260 

+  3,10U 

+  0,498  +51,801, +51,055 

+  5,862|+  4,190 

-:i8,fl66  -S4.300 

+  14,218-   1,021,-58,473 

-55,330 

+   7,067 

-   1,2B0:+55,134 +51.73) 

+  5,871  +  4,176 

-58,8  4. -.1-54, 310 

+  14,140  -    I,01d'-58,520 

-55,354 

+  11,137 

-    3,168+54,084  +5?,0H 

20 

+   5,804  +  4,lS0.'-5B,02o!-.i4,320 

+14,151  -   l,08ä'-58,S8O 

-55,300 

+  15,318 

-   5,1891+54,462  +52,011 

21 

+  5,715+  4,10ii'-S8.591|-54,lso 

+  14,173-   l,lls|-58,040 

-55,460 

+  19,218 

-   7,025  +53,740  +51,761 

22 

-^   5,91o'+  4,044;-58.420 -54,18" 

+  14,120,-    1.170'-58.S20 

-55;506 

+23,206 

+53,015 +51,613| 

23 

+  6,333,+   3,B81i-5S.fll6'-53,700 

+  14,741  -   1.20al-59,091 

-55.SO0 

+27,753 

-111369 

+52.379+51,11« 

24 

+  6,973+  3,711 -57,368 -.-13,118 

+  15,150,-    1.476-59,417 

-56,2.0 

+32.010 

-13,723 

+52,001; +51 ,666 

25 

+  8,301  +  3,013-55,085-52,056 

+  15,700,-    1,771-59,990 

-56,720 

+36,311 

-16,177 

+5t,oso!+52,*ii 

26 

+  11,187+   1,813 

-53,9951-50,167 

+  16,S7b'-  2,1431-60,387 

-57,210 

+40,330 

-18,537 

+52,1B1,+S1,7»6 

27 

+  17,363-  0,806 

-51,986 

-19.110 

+21,108'-  4,780-58,705 

-56,376 

+44,toi 

-30,661 

+B2,7O7;+S3,*00 

2S 

+25,830,-  4,104 

-51,607 

-49,670 

+29.780-  9,710-57,570 

-56,408 

+48;i5J 

-Umi 

+58,B3»l-»-S5*e» 

29 

+35,828  -  9,172 

-52,426 

-51,570 

+40,810-14,921-57.7101-57,900 

+52,81» 

-^i^                   'i 

30 

+46.761,-14,350 

-54,022 

-54,375 

+52.8*6 -2ll,574|-58.340;-eO,010 

+56^14* 

31 

+59,21  U 

-20,503 

-56,016 

-57,091 

+66,ilo;-27,310, -59,806 

-62,296 

-t-eMQ 
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Als  Werlhe  der  Constanten  hatten  sich  beim  II.  Versuch  ergeben, 
fUr  den  photographischen  Apparat   P: 

e  =  438  cm:    d  =  52  cm:    /^  =  86 'cm   und    l[  =  5.88277  cm, 

und  für  den  pholographischen  Apparat  2*: 

e  =  634,5  cm,   d  =  69  cm:   /.  =  86  cm  und   K  =  5.47414  cm. 

Infolge  dessen  lauteten  die  Formeln  zur  Berechnung  der  räum- 
lichen Coordinaten  für  die  rechte  Seite  des  II.  Versuchs: 


24 


156527  .  ^,  —  454,75  .  fj'i\j 
^  ~  107071  +  220J6.  S[  +  162,11  .  1^,  —  ^;^.^' 

_     90371  .  g;  4-  194234  .  t-.  —  410,48  .  >;>/, 
y  ~  107071  +  220,16  .  ü  -r  '62,1  I  .  r;.  —  l,',;,  '  ^"' 


9r;N 


z^  =  ;i,46190  —  0,00356  .  y    .  :;,  und 

Si  =  (1,57102  —  0,00227  .  .r  —0,00131  .  ?/;  .  ^rj 
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Diese  Formeln  weichen  etwas  ab  von  den  Formeln  (18),  (19) 
und  (20)  infolge  der  geringen  Verschiedenheiten  in  den  Werthen  von 
/,'  und  /2-  ^^^^  könnte  aber  unbedenklich  jene  Formeln  an  Stelle 
dieser  verwenden,  da  erst  in  den  späteren  Decimalslellen  ein  Unter- 
schied in  den  sich  ergebenden  Coordinaten  werthen  zu  Tage  tritt. 

Die  ebenen  Coordinaten  der  linken  Seile  waren  beim  II.  Versuch 
folgende : 


H                         '■222                               W.  Brause  tNu  0.  Fisciikb,                                   [7S    ^^M 

1           Tabeii«  j.                    II.  Vereach,  links  (Tafel  i"-  und  ^b).                        | 

■ 

ElIbogeDgeleDk 

Handgelenk 

H 

links 

links 

links 

St. 

i',     1     V, 

i*.    1    i";  . 

r,    1    ^',    1    si    1    ,% 

S'.     1     v\     .      >t     1      Ci 

-76,053+38,310 

+30,417 

+31,341 

-79,159 

+43,3oi|+10,li7+  7,037 

-76,S33'+45,7a4  -11,397  -  7,6S7 

-71,512 +a6,flS7 

+31,010 

+21,800 

-72,038 

+41,13B,+10,807|+   7,183 

-67,425 +42,110;-10,910-   7,508 

-66,68  «'+35,811 

+32,113 

+22,829 

-6ii,üSii 

+39,0111  +11,881+  8,lis 

-57,480l+37,97H  -  9,216-   6,413 

-61,T»6 +34.111 

+33,S6a 

+24.04 

-59,571 

+37,019, +13,17S'+  9,41! 

-47,1811+33,401,-  0,141'-  4,l»( 

-57,217  +32,080 

+34,880 

+25,015 

-53,721 

+35,1601+14,680+10,50^ 

-38,1231+29,585,-  2,886'-   !,-«(? 

-52,3»»+3I,lBS 

+35,151 

+25,640 

-47,713 

+33,889 +15,866 +11,JJ1 

-29.044+24,880+  0,785+  0,640 

-47,484  +29.*89 

+36,004 

+25,7  61 

-41,510 

+31,811+16,061+11.709 

-21,7901+20,881  +  4,241  +  3.»0e 

-42,103 +27.u:iy+34,u;'+25,i4 

-36,004 

+30,139+15,911+11,710 

-15.698+17,738+  6,501+  5,14« 

-37,S«3^-2i-."ii  -y!...   ■.2.1.0.11 

-29,807 

+28,030l+l5,161 +11,378 

-  0,1131+14,734  +  8,lli;+  6,501 

-32,1157--':                          -:ll,:ioo 

-24,4114 

+25.»30|  +  14,3Oll  +  10,7l3 

-   3,639 +12,164  +  8,481  +  6,71« 

-27,717 -:-■■           1     ■      -■:(,m 

-19,143 

+23,807 +13,16fl'  +  lÜ,076 

+   1,6371+10,481  +  7,417  +   5,080 

-22.B3:  ..I''    •    --.l,..  ..    -:;.U65 

-15,02  a 

+21,702;  +  12,541'+  9,631 

+  5,719+  9,129+  5,210+   4,263 

-l8,osi,-ri:,i...i  -rui,.ni  -r:i4,os 

-10,072 

+19,803  +12,096'+  9,100 

+  9.148  +  8,388  +  2,000  +   ),7(0 

-13.681, +lli,ÜfcS  +31,47B|+24.i78 

-  7,181 

+18.2331  +  12,213, +  9,800 

+  11,403+  8,305-  1,193-  0,173 

+32,111+25.33» 

-  3,113 

+  16.606+12,76 

+  0,975 

+  12.434  +  9,111  -  4,360  -  3,51» 

-  4,ei2  +I2,BS3 

+33,150+26,317 

+  0,BS6 

+15,0Bu'+13,iw 

+  10,838 

+  12,304+10,476-  5,391,-  4,84« 

-  0,677, +10,B0fl 

+33,0(10 +27,000 

+  2,003 

+14,171+13,05 

+12,367, +11,848'-  6,515-  5,»«» 

+  3,017  +  9.314 

+34,356+27,6:14 

+  5,154 

+13,l9:i:+14,28 

+  11,313 

+12,335!+13,0«1  -  6,970,-   6,320 

IS 

+  8,1»«+  7,lüB+34,I63;+27.77fl 

+  7,SI8 

+12,822+14,15 

+  11,417 

+  12,70o!+14,10l-  7.001-  5,IiS 

» 

^1 

+  12,777  +  5.S0ll|+33,lllSl+27,720 

+  10,037 

+11,«10'+14,58 

+  11,381 

+14,1181+14,507!-  7,117-  5,606 

2« 

^B 

+  n,(l7B'+  3,[.6S 

+33,17  5 

+27,636 

+14,110 

+  10,730|+I3,96 

+  11,110 

+16,66«'+U,507  -  7,639  -  e,21T 

11 

^1 

+21,&3»;+    1,808 

+32,404 

+27.040 

+18.339 

+  9.187+13,10 

+10,610 

+19,791+13,910  -  9,019  -  6,550 

u 

^1 

+26,841  -  (1,378 

+31,300 

+26,676 

+23,1)43 

+  7.030,+12,31 

+  9,905 

+24,779l+12,ioo;-  8,838-  7,100 

tt 

^H 

+31,8S8  -  2,376 

+31.116 

+26,44  0 

+29,446 

+  4,103, +  11,61 

+  9;630 

+30,811  +  9,05 

-  9,309  -  7.»S0 

H 

^H                25 

+37,117  -  4,610 

+30,554 

+26,600 

+35,610 

+  2,17l!  +  U,17 

+  S,13l 

+38,213,+  6,11 

-10,10s  -  8,630 

ix, 

^B 

+42.47S|-  6,7BO+30,elS 

+26,000 

+41,877 

-  0,100+11,03 

+  9,257 

+46,475  +  2,11 

-10,41»  -  9,00« 

tA 

^H 

+47,sj;'-  e,900'+31,356 

+27,610 

+48,580 

-  3.661  +1l,190:+  9.801 

+55,813  -  3,01 

-10,001  -  8.780 

v 

■ 

+52,101  -ll.HO  +32,176'+28,6as 

+S4,917j-  6,405;  +  12,143 +10,510 

+64,9741-  B,BOo;-  8.604 

"^ 

H 

+56,7^7  -13,IS», +33,401  +3(J.ü2« 

+61,0381-  9.377 +13,55  l,+ll,liei 

+73,0 36 : -14,600 1-  5,740  -  5,uof 

* 

H 

+61,178 -15,1S0+34,M7|+31,37 

+66,»io;-I2,iao!+I4,ai6;+13,44o 

+81,6flel-20,70o;-  2,as»:-  2,439 

w 

^B 

+B5,ii(lB|-n.»lo+35,Hl|+32,i3 

+73.001 1-I4.9B0, +  15,051 1  +  14,570 

+89,24  3|-26,75o|+  O.I85I+  üa»? 
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IlOflgeleok 

Kniegelenk 

1.  Fussgelenk 

Nr 

links 

links 

links                         rssa^i 

-^1     {     i'i     \    ^,     \    C, 

^\     \    Vi     \     C,     ,      .-. 

r,    1    n;   1    >T    1    « 

~ 

|-72,<114 

+36,017 

-»....!-.,.,. 

-61,00» +31,114 -31,897 

-22  93  ;i 

-56,39i,+26,070 

-60,89» 

-44,483 

2 

+34,BSS 

-2,110 

-58,408+30,037  -31,741 

-2Uii 

-56,24sl+26,589 

-60,910 

-44,611 

+33,677 

-1,4311 

-56.764+30,128  -31,S61 

-22,758 

-56,185'+26,580 

-«0,890 

-44,103              i 

4 

-59,885 

-l,i»3 

-55,513'+29,B91 -31,137 

-22,711 

-50,163  +26,810 

-60,84  0 

-44,470 

4 

S 

-56,160 

-1,110 

-54,501 

f  29,110 -3I,J01 

-22,080 

-56,128+26,510 

-60,770 

-44.417 

5 

B 

-52,310 

+30,068 

-0,810 

-53,378 

f 28,763 -31,175 

-22,055 

-56,073  +26,890 

-6o;7io 

-14,410 

(i 

T 

-48,110 

+28.7  7S 

-l'sl3 

-1,089 

-52,075 

(-28,108-31,179 

-22,741 

-50,01o;+26,4B« 

-60,030 

-44,391 

7 

8 

-44.40« 

+27,510 

-2,061 

-1,323 

-50,101 

f  27,498  -31,189 

-22,915 

-55,987  +26,120 

-60,570 

-44,»M 

9 

-39,fl8S 

+25,801 

-2,011. 

-2,182 

-47,080+26,572-31,611 

-23,171 

-55,728  +26,310 

-60,404 

-44,117 

t 

lU 

-35,107 

+24,163 

-3,si» 

-2,681 

-44,8811+26,561 -31,687 

-23,430 

-55,103+26,101 

-59,890 

-43,8« 

10 

11 

-30,118 

+22,384 

-3,870 

-3,005 

-10,35b'+24,:io'I -32.011 

-23,880 

-54,003  +26,045 

-58,075 

-43.187 

11 

12 

-24,701 

+20.101 

-4.013 

-3,131 

-34,905+22.830-32,377 

-24,373 

-51,048  +25,864 

-hl.W 

-42,301 

11 

Vi 

-18,808 

+17,671 

-4,040 

-3,102 

-27.197  +->0,714  -33,120 

-25,238 

-47,687, +24,600 

-55,101 

-40,8« 

13 

M 

-13,40(1 

+15,400 

-4,178 

-3,348 

-18,007  +!7,743;-34,036 

-20,349 

-11,583+22,60  1 

-52,417 

-30,»16 

14 

la 

-   8,081 

+12,017 

-3,617 

-2.054 

-  8,860 +I3,033:-33,871 

-26,712 

-32,731  +19,5U;-50,811 

-38.731 

IS 

IB 

-   3,140 

-2,401 

-  0,381  +10,140-32,404 

-26,074 

-22,493  +15,301-51.120 

-39.934 

16 

17 

+    l,IS8 

+  fi,;fl4 

-1,4SS 

+  7,480+  7,120-30,951 

-25,218 

-11,451+11,031 

-52,842 

-42,011 

17 

18 

+  6.U11 

-0,S2O 

+14,033  +  3,816  -20,030 

-24,627 

+  0,158+  5.033 

-55,031 

-44.SI4 

19 

+   4,671 

-0,403 

+21,711'+  0,531 

-28,970-24,10« 

+13,198  +  0.351 

-57,137 

-47,835 

20 

+16,606 

+  2,SIS 

-1,314 

-I.IOS 

+27,483-  2,341 

-29,127-24,889 

+26,130-  5,014 

-58.754 

-50,121 

21 

+20,810 

+  0,680 

-2,440  -2,072 

+31,183  -  4,053 

-30.813 1-26,0  00 

+38,088 -11,110 -öB'.oei 

-51,871 

31 

22 

+25,381 

-  I.ssi 

-3,811-3,121 

+34,777-  7,161 

-31,746-27,500 

+47,819-15.811-68,010 

-52.0  9S 

33 

+30,813 

-  3,6»5 

-4,34  »1-3,704 

+4ü,396!-10,lO0 

-32,ieo|-28,ioo 

+54,109  -19.551,-58,010 

-52,81  > 

24 

+35,83i 

-  5,783 

+17,093-12,00» 

-31.861,-28,200 

+56,574-21,411-59,381 

-54,60? 

25 

+41,030 

-  8,107 

-4,137,-3,700 

+5I.I06|-l4.O30 

-32,109-28,730 

+59,691  -22,953-58,780 

-55,3*1 

26 

+4G,70B 

-10,007 

-3,305 1-3,16« 

+56,681  -16,700 

-31.631-28,600 

+60,800  -23,064,-60,017 

-55.78» 

17 

-11,980 

1-2,000 

+60,616 

-18,300 

-31,180-28,800 

+61,203-24,0141-60,108 

-56,01» 

38 

28 

+55,BJ0 

-14,011 

-2,335-2,144 

+62,06U 

-lUiBOO 

-31.1Bs!-28,olO 

+61,364'-24.l0o'-60,i00 

-55,011 

211 

+59,60« 

-1,070' 

+64,014 

-20,42» 

-31.03S  -28,1130 

+81,381  -24,uo;-60,o96 

-56,870 

30 

»U 

+63,340 

-18,080 

-1.170-1,660 

+65,033 

-21,180 

-30,881  ;-2e,8io 

+61,411,-24,190  -60.040 

-55,817 

ai 

k 

+62,131 

-20,11» 

-1.117-1,002 

+66,oi3{-21,9S'i 

-30,760,-28,84  3 

+61,tTO|-24,14O;-50,O7O 

-55,810 

J 

^^L-                     >  beitoiitct  uns 

cherl 

M 

^ 

■ 

ä 
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Tabelle                                                                                                                                                                                                      ^| 

Schwerpunkt  des  Fusses 

FusspilzG 

Kopfpunkt 

Xr. 

Imks 

Uoks 

von  links 

Nr. 

f,      1      V',     :      C. 

Z 

(\    1   ',;   1   ^   1    ^» 

*;    1  -?;   1   f; 

Y 

-52,78: 

+25.470 

-64,521 

-47,505 

-43,380+21,425-64,520 

-48,410 

-69,853+26,3881+56,042+41,108 

1 

2 

-52,7  tiS 

+25,(70 

-&4,51o 

-47,500 

-43,300 

+21,425-64,555 

-48,130 

-65,4031  +  25,08*1+56,885  +41,878 

2 

-52,S00 

+25,4  «5 

-64,503 

-47;iB5 

-43.340 

+  21,425-64,574 

-48,45» 

-60,7551+23,550+57,045  +43,061 

3 

i 

-52,917 

+25,460 

-64,480 

-47,400 

-■43,330 

+21,125-64,800 

-48,470 

-55,845  +21,880, +58,930  +44,147 

4 

5 

-52,838 

+25,4S0 

-64,470 

-47,180 

-13,320 

+21,425  -64,820 

-48,190 

-51,613  +20,lS8|+59,553  +44,810 

5 

A 

-52,838 

+25,447 

-64,4fiO 

-47,470 

-43,310 

+21,426  -64,850 

-48,510 

-46,938+18,451 

+59,641, +45,3  50 

6 

7 

-52.SI0 

+25,425 

-64.130 

-47,4  .so 

-43,310 

+21,415  -64,670 

-48,530 

-42,231+16,57* 

+59,1381+45,458 

7 

8 

-52,soo 

+25.418 

-64,1  !0 

-47,4  Jo 

-43,3  to 

+21,415  -64,800 

-48,500 

-3S,0S1 +14,811 

+58,6381+46,331 

B 

9 

-52,-80 

+25,408 

-64.400 

-47,380 

-43,310 

+21,410-64,770 

-48,820 

-33,073+12,890 

+  57,*79'+44,B33 

9 

10 

-52.1*0 

+25,as3 

-64,180 

-47,280 

-43,117 

+31,3*0-65,035 

-48,780 

-28,430  +10,872 

+56,55  3 '+44,471 

10 

11 

-51.901 

+25,318 

-63,747 

-4fi,05« 

-42,000 

+21.210-65,370 

-49,01- 

-23,891+  8,801 

+55,948+44,433 

11 

1! 

-50,8:10 

+25.14  4 

-62,900 

-46,38» 

-41, «8  Ol +20,8  05] -65,847 

-49,105 

-1S,901+  6,810 

+5.%671 1+44,5  »4 

13 

13 

-48,4  *s 

+24,371 

-60,fi00:-44,S9.i 

-41, osol+20,i03 -06,080 

-49.018 

-14,117  +  4,832 

+56,795 

¥45,157 

13 

U 

-43;iM 

+22,SS3 

-57,7^0-43,111 

-38,is:i]  +  19,73! -65,184 

-49,358 

-  9,848  +  2,887 

+56,165 

+45,86* 

14 

lü 

-31,ei^+19,fifl5 

-56,os!l-42,iu] 

-29,7üu+lli, 733' -63,000 

-48,840 

-   5,335l+  0,017 

+57,088 

+47,045 

15 

16 

-23,630  +15,1(2* 

-56,S2f.|-43,7eo 

-17,805 

-63,142 

-49,700 

-  0,88»  -   I,37S 

+58,008 

+48,285 

16 

n 

-U,M7l+lÜ,977 

-5Ö,ni. 

-4G,14« 

-  4,70u 

+  6,100 

-63,500 

-51,180 

+  3,301  -  3,1S3 

+58,703 

+49,186 

17 

18 

+  l,s8a 

+  5,243 

-60,17  5 

-49,020 

+  9,603 

+  0,110 

-63,810 

-5:1,010 

+  7.588  -  5,U8 

+59,01* 

+49,900 

18 

19 

+  16.741 

-  0,788 

-61,013 

~51,!t05 

+24,558 

-  e,i-e 

-63,518 

-54,iso 

+  11,953,-  7,07* 

+58,848 

+50,345 

19 

10 

+S().01II 

-  7,ä30 

-62,(131 

-54,130 

+39,iS4 

-12,«,'' 

-61,«8o 

-54,810 

+16,40»-  9,111 

+58,100 

+50,121 

20 

31 

+42,Bos 

-13,140 

-61,700 

-55,020 

+51,325 

-18,7  00 '-58,7  00 

-53,614 

+30,68*  -11,085 

+57,450 

+40,900 

21 

Ti 

+52.93  S 

-18,100 

-50,S71 

-54,550 

+60,728 

-24,100?! -54,970 

-51,070 

+24.831  -13,070 

+56,671 

+49,671 

22 

33 

+59,423 

-21,780 

"59,570 

-55,180 

+67,028 

-20,45O'-54,28O 

-51,500 

+2B,*8*  -15,287 

+56,913 

+49,833 

23 

34 

+111,518 

-23,BB< 

-61,5S« 

-57,3*0 

+69,603 

-28,O50; -57.104 

-54;950 

+34,2831-17,383 

+55,875 

+49,818 

34 

35 

+63,T3S 

-25,560 

-62,7  90 

-58,810 

+72,300 

-3!,14o|-60,B70 

-58.81" 

+38.930 

-19,60« 

+55.601 

+50,103 

25 

3fi 

+M,«flO  -25,180  -Ü3,Bii«;-59,S8« 

+■3,100 

-31,800 

-63,080,-00,070 

+43,238 

-21,481 

+55,81* 

+50,880 

26 

37 

+O4,B0o-26,U00'-6;),«-«  -59,fl:lu 

+73.2851-32,100 

-63,584  -61,23« 

+47,«B7 

-23,583 

+56,525 

+  52,000 

27 

JS 

+04,010-28,000  -fl3,(i40-5H,O4o 

+73,3001-32,130 

-fi3.«io;-6l,i,',n 

+52,083 

-25,803 

+57,37* 

+53,320 

28 

29 

+64.030  -26,iioo'-63,02o'-511,6SO 

+73,300-32,150 

-03,620-01,270 

+56,819 

-28,217 

+58,13* 

+54,700 

29 

30 

t61.c30  -26.000  -63,000-59,710 

+73,300-32,170 

-63,04ol-61,3oo 

+60,059 

-30,041 

+58,805 

+55,970 

30 

31 

+64,040 -26.oii0-63,&Sü!-59,7 ,10 

+73.30u|~32,lü0 

-63,0«o!-Cl,330  +65,320 

-33,313 

+59,000 

+56,700 

31 

^L.                Die  zugehörigen  ConstaDlea    betrugen  für  den  II.  Versuch    beim                     ^H 

^^1        photographischeo  Apparat  1'':                                                                      ^H 

^H          e  =  &i6  cm;    d  =  55,5  cm;    l,  =  86  cm   und    /,'  =  0.i2ö04  cm,                      ^H 

^H         UD(1  beim  pholographischen  Apparat  ä'':                                                            ^^| 

^H'         e  =  588,5  cm;    d  =  67  cm;  /^  =  86  cm    und   /^  =  3,31771  cm. 

^^|.                Hieraus   ergeben    sich  als  Formeln   zur  Berechnung    der   rSum- 

^^H        liehen  Coordinaten  der  linken  Seite  beim  11.  Versuch: 

^H 

142356  .  f,'  ^  396,02  .  I,'?,; 

(27) 

V^ 

06354  -f-  196,93  .  S[  +  180,02  .  ijj  —  i',i/^ 

H                                82189  .  ^l  +  198607  .  7,^  —  ii7,34  .  ^  ijj 
^^^^^               106354  +  196,93  .  ^l  -\-  180,02.  j^;—  l^^j  '             ^     ' 

^^^^t  =  (1,33851  —  0,003ä07  .  y)  .  Ci'            und                              ^^^^ 

^^^1 

(,=  (1.6173 

4  —  0,002539  .jr  — 0,001466  .  f/)  .fi,                ' 

■ 

■ 

?  bedealet  u 

nsicherl 

^ 

■■ 

224 


W.  Bradne  und  0.  Fisches, 


[7* 


Die  Unterschiede  zwischen  diesen  und  den  entsprechenden  For- 
meln (21),  (22)  und  (23)  des  ersten  Versuchs  sind  wiederum  so 
gering,  dass  man  bis  zu  der  Genauigkeit,  welche  man  ftlr  die  Coor- 
dinaten  erzielen  kann,  übereinstimmende  Werthe  durch  beide  Formel- 
gruppen erhalt.  — 

Beim  III.  Versuch,  welcher  bei  grosser  Belastung  des  Mannes 
angestellt  worden  war,  ergaben  sich  durch  die  directe  Messung  die 
in  der  folgenden  Tabelle  niedergelegten  Coordinatenwerthe  ftlr  die 
rechte  Seite,  wobei  bemerkt  sein  mag,  dass  zu  den  schon  früher  für 
die  Messnng  bestimmten  Punkten  noch  einer  auf  der  GEissLEH'schen 
Röhre  des  Oberschenkels  hinzugenommen  worden  war. 


III.  Versuch,  rechts  (Tabelle  i «  und  2»). 


Schultergelent 

EllbogeugoleDk 

Handgelenk              f 

Nr. 

rochk 

rpchts 

rechls                    h 

',;   1   ^   1   ^' 

r,     1    ■;;    1    s-,     :     f, 

r,    1    .i    1    c    1  r.  ( 

-61,373 

+33,413 

+30.711+24,011 

—80,327  +36,6311+12.017 

+  9101 

-50,003 

+34,307 

-  «,070-7,300 

-57,4  US 

+32,2H4 

+31,483  +24,843 

-58,088 

+36,-35u +12.775 

+  fl;807 

-S0,fl.3 

+36,(83 

-   fl.lfi'j'-LSDI 

-53,483 

+3I,iaD 

+31,(isi  +25,400 

-85,887 

+36,0471  +  13,-138 

+10,380 

-50,7  BO 

+36,773 

~  9.nii'-7,'MT 

-49,S»* 

+30,014 

+32,07« +25,004 

-53,734 

+  35,80« 

+13.S8B 

+  10,741 

-50.383 

+37,715 

-  S.s:i7  -t.üia 

-45,0*3 

+2B,004 

+3 1,743 '+25,1, 50 

-51,113 

+35,374 

+13,961 

+10,141 

-48.31* 

+38,371 

-li,')4B 

+27,350 

+31,0(17+25,350 

-48.833 

+34,307 

+13,371 

+  tD,54H 

-47;3B(i 

+38,597 

-  fl,!-;" 

-37,710 

+26,080 

+30,378+24,730 

-44,MS 

+33,7«s 

+12.841 

+  111,031 

-44,1)1 

+3B,4S5 

-  9,758 

-7,1ftS 

--33,4311 

+25,44« 

+30,17« 

+24,316 

-39,801 

+32,835 1  +  11,053 

+  9,130 

-40,317 

+37,777 

-1D,4B3 

-8,4« 

-28,1181 

+24,1T< 

+28,970 

+24,109 

-34,6 1 3 

+31,304+11.150 

+  8,854 

-34,630 

+36,86* 

-11,190 

-S,.1T 

-24,4  u  3 

+23,00» 

+  2S,000 

+14,100 

-29,135 

+29,770+10,861 

+  a,83o 

-27,797 

+34,138 

-11,554 

-9,413 

-2Ü,i07 

+21,730 

+20,370 

+24,800 

-23,173  +38,08*1+11,178 

+  9,13« 

-19,737 

+31.3«» 

-11,360 

-9,3»9 

-1 0,0,1 3 

+  20,371 

+30,ifii 

+25,760 

-17,417+26,133+11,811 

+    9.801 

-11,015 

+27,840 

-10,330? 

-12,0S4 

+  19.008 

+31,107 

+2B,B10 

~ll.sl»|+24,19'j',+l2,943 

+  10,801 

-  1,831 

+23,710 

-  B.497 

-7,191 

+17,860 

+32,104 

-  5,784i+22,18l  +14,180 

+12.310 

4-   7,033 

+  19,360 

-  5,780 

-4,885 

-  4,s2i 

+  lö,10>] 

+33,0^3 

+  0,100+20,181  +15,430 

+13,180 

+  15,477 

+  14,415 

-  2,698 

-2.1J0 

-   U,SJS 

+14,730 

+33,317 

+20,463 

+   5,348,+18,UI  +16,180 

+  14,310 

+22,914 

+  W.S97 

+  0,180 

+0,168 

+  2.S5S 

+  13.J80 

+33,083 

+  10,463^+16,008  +16,3681+14,440 

+29,039 

+  5,380 

+  2,860 

+a,98« 

+  (i.sm 

+  ll,iB«l+32,3DS 

+29,338 

+  15,473+13,848  +lü,130j+U,4B0 

+35,473 

+   1.300 

+  4,931 

+4,980 

+  10,BUS 

+  9,-lB,+3l,633 

+28,718 

+20,l<ll+ll,s40|+15,i44, +  14,140 

+40,010 

-   2,168 

+  ß,060 

+6,170 

+  15,013 

+  7,T50:+30,70ü 

+26,130 

+24,7lll+  9,300, +  14,735 +13,710 

+45,011 

-    5-080? 

+  6,030 

4-19,3&l 

+  5,0681+29,830 

+27,860 

+28,sfi! 

+  7,190+13,854-13,110 

+4B,BB0 

-   1,»8* 

+  4,711 

+21,311) 

+  3.sift;+29,*s3 

+27,710 

+32,557 

+  5,O00;  +  l3,03B -12,580 

+52,131 

-  8.S0O' 

+  2,593 

+27,8  la 

+29,317 

+27.900 

+  35,704 

+  3,130+12,180-12,050 

+54.539 

-  9,360 

-  0,21S 

+31,«38 

-  0'it^8 

+29,458 

+28,100 

+38.55S 

+  1,500 +I2,03a'-n,9io 

+55,871 

-  S,130 

-  3.360 

+35,6TS 

-  3.000 

+29,834 

+41,113 

-  0,1351  +  11,840  -11,710 

+56,143 

-  8,100 

-  6,106 

+39,178-  4,880 

+30,3  fil 

+29«»? 

+43,413 

-   I,71«i+l2.10.1 -12,089 

+55.601 

-  6,800 

-  l,sso 

+42,U47'-  6,73fi 

+31 .348 

+311.900 

+45,377 

-  2,833+12,739-12,600 

+54,9« 

-  4,0,0? 

-  8,539 

+66, BOB  -  8,TC0 

+31,800 

+31,830 

+40.878 

-  3,600l+13,30B -13,170 

+54,t«3 

-  3,soo 

-  8,600 

+  50,181  -16,930 

+32,886 

+32,170 

+48,853 

-    4,410+13,770-13,715 

+54,572 

-  3*»' 

-  8,561 

+  54,ilU -12,100 

+31,174 

+32,280 

+51,336 

-  5,17fl'+13,!ll0 -13,930 

+55,163 

-  S.to' 

-  8,817 

+57.930 

-15.03« 

+31,180 

+32,0110 

+54,131 

-  6,819 

+  13,700 

-13,780 

+57.135 

-3«„? 

-  S,ttt 

?  bedculet  unsicher  I 


Der  Gang  dss  Menschen.     I.  Treil. 


Nr, 

Haftgelenk 

Kniegelenk 

1.  l'Lissgelenk 

rechts 

rschls 

rerhts 

Nr. 

■r,    1    -:;    1    S-.   !    :; 

f'    I   -li   1  '"    1    *"'. 

i\       '.i   1   M    1    ;; 

1 

-63,1.14 

-1.755 

-02,441  +3l,Ono, -29,301  -23,421 

-79.703 

+3S,1»7 

-47,»og 

-.17,459 

I 

2 

-60.18» 

-0,s2fl 

-55,8611 +30,074l-2S,l9l  -22,504 

-99.780 

+32.1  B9 

-19,542 

-39,348 

2 

3 

-49,773 +28.42o|-27,172|-22.1i.« 

-58,154 

+28,9»8 

-61,548 

-41,095 

3 

4 

+29,ilo 

-0,17 1 

-14,461 +26,7ft8-26.flS8|-2I.SJ8 

-48.118 

+25,772 

-53.371 

-44,000 

1 

6 

+28,23  s 

-(I,«B1 

-40,175  +25,304 -26,8301-32,177 

-36,980 

+22.597 

-54,473 

-45,795 

5 

6 

-45,»(I0 

+27,0110 

-1,748 

-1.480 

-36,810 +24,104!-28,U57!-23.3S2 

-2fi,5S0 

+  19,079 

-54,481 

-46,837 

6 

7 

-41,»QI 

+25,B83 

-2,8  so 

-2,381 

-33,1*8 +22,739 -29,3081-24,005 

-18,104 

+  17,358 

-53.772 

-46,855 

7 

8 

-37,1S8 

+24,HB 

-3,521 

-2,«41 

-28,150 +21,213i-29,78ol-I5.1»l. 

-13,560 

+  15,933 

-54,307 

-47,8« 

8 

9 

-32,717 

+23,845 

-3,»  50 

-3,181 

-22,475 

+19,»BI 

-29,907-25,458 

-11,048 

+14,801 

-56,591 

-48,»67 

9 

10 

+22,SS0 

-3,087 

-I9,ass 

+19,1117 

-30,170-25,010 

-   8,881 

+  14,075 

-56.153 

-49,750 

10 

11 

+21.431 

-2,536 

-14.S30 

+18,081 

-3n,818:-25,5B3 

-   7,053 

+13,083 

-56,517 

-50,113 

11 

13 

-19.«7J 

+20,lfll 

-2,383 

-2,001 

-10,878 

+  16,B6S 

-2Ö,U2 

-25,373 

-  7,880 

+  13,48» 

-56,649 

-50,17  1 

12 

13 

-15,132 

+19,017 

-1,515 

-l.ion 

-  9,508 

+  16,484 

-28,08» 

-25,1»S 

-  7.881 

+13,431 

-56,545 

-50,180 

13 

14 

-11,78* 

-0,810 

-  9,431 

+18,135 

-28,703 

-25,071 

-  7,850 

+13,430 

-56,40* 

-50,U7 

U 

15 

-  8,ISS 

-0,410 

-  8,711 

+  15,777 

-28,sso 

-24,804 

-  7.831 

+13,300 

-56.393 

-50,087 

15 

IB 

-  4,001 

+  14,17» 

-0,434 

-0,374 

-   7,432 

+16,114 

-28.183 

-24,753 

-  7,800 

+  13,156 

-56,SS1 

-50,049 

16 

17 

-  fl,sot 

+13,631 

-0,574 

-  6.171 

+  14,531 

-28,003 

-24,783 

-  7,500 

+13,187 

-56.384 

-50,010 

17 

IB 

+    2,fllB 

+12,072 

-  4,8(14 

+13,011 

-27,»S8 

-24,77» 

-  7,515 

+  13,097 

-56,109 

-50,015 

18 

19 

+  6.«  11) 

+IO,sui 

-1,843 

-i;bs7 

-   2.B8S 

+  12,044 

-28,060 

-2S,iios 

-  7,308 

+12,»Ttt 

-56,177 

-49;o»o 

19 

30 

+  10,211 

+  8.S0U 

-2,411 

-2,110 

-  0,6*8 

+  11,854 

-28.004 

-25,131 

-  7.010 

+  12,860 

-55,838 

-49,720 

20 

21 

-i-U,30» 

+  6,773 

-2,nsj 

-2,42» 

-   2,053 

+  10,533 

-27.915 

-25,t7U 

-  B,182 

+12.883 

-55.159 

-49.1(7 

21 

32 

+18.7»* 

+  4,4J1 

-2.70» 

-2,553 

+  6,0U7 

+  8,738 

-28,020 

-25,494 

-  4..44 

+  12.111 

-54.005 

-48,180 

22 

23 

+23,4  «8 

+    1,081 

-2.743 

-2,502 

+  12,454 

+  6,110 

-28.138 

-2M9I 

-  2.S08 

+  11,002 

-32.308 

-47,054 

23 

24 

+28,137 

-2,0B0 

+  19,57* 

+  3,105 

-28.1.73 

-27,101 

+   1.792 

+  8,958 

-49,071 

-45;4lo 

24 

25 

+32,411 

-2,551) 

+27,405 

-  0,700 

-29,813 

-28.113 

+   5,930 

-47.085 

-43,003 

25 

2C 

+36,4«! 

-l,SBIt 

+35,43» 

-   5,030 

-29,507 

-29.58« 

+  15,707 

+  1,061 

-47,030 

-44,117 

26 

27 

+4U.ie3 

-  S,457 

-0,U91 

-0,734 

+42.314 

-  8,887 

-28,531 

-27.118 

+24,470 

-  3,413 

-47,583 

-45:744 

27 

38 

+44.141 

-IÜ,18S 

-0,117 

-0,153 

+48,887 

-12,379 

-27,033 

-27,651 

+33,50« 

-   ti,708— 18,987 

-18.131 

2S 

29 

-12,457 

+0.015 

+54.4  70 

-15,758 

-20.800 

-27,258 

+43,773 

-14,813:-S0,»S1 

-51,483 

29 

30 

-14,431* 

-0,120 

+59,034 

-18,7-J 

-26,770 

-27,354 

+54.578 

-■iO,920  -S2,S04 

-54,807 

30 

:ii 

-16.:fu; 

-0,031 

+64.011 

-21,021. 

-27,100 

-28,130 

+65,098 

-27,1»3 

-53,»70 

-57.5*8 

31 

Schwerpunkt  des  Fusses 

Pussspilze 

Nr, 

rechls 

rechts 

Nr. 

'.'.  \  ^"^  \  r. 

^i    !    .;    1    i-. 

^"; 

1 

-80.«o' 

+34,'J52 

-52,ai,? 

-10,719 

-73.030 

+30,846 

-57,3S7 

-15,087 

1 

X 

-69,500 

+31.7B0 

-53,920 

-42,804 

-82.010 

+27,390 

-57,989 

-10,941 

2 

« 

-57.S00 

+28,375 

-55,730 

-45,193 

-49,580 

+23,404 

-57,»i7 

-1M.094 

3 

4 

-45,830 

+24.781 

-57,170 

-47,387 

-37,110 

+  19.830 

-57,159 

-18,815 

4 

E 

-33.780 

+21.301 

-57,090 

-48,90» 

-25,010 

+  16,395 

-50,053 

-18,001 

5 

» 

-23.560 

+18,111 

-56,901 

-40,301 

-14,370 

+  13,430 

-53,411 

-17.338 

9 

-13,861 

+15,867 

-55,494 

-48,753 

-  fi,407 

+  11.113 

-50,605 

-15.190 

7 

» 

-  9,175 

+14,441 

-58,143 

-4B.710 

+  10.380 

-51,173 

-46.370 

3 

i 

-  7.00S 

+13,371 

-57,91t 

-51.671 

+   1,080 

+  8,733 

-54,31-1 

-49,4  74 

9 

-  5,»81 

+  12.506 

-59,548 

-53,173 

+  3,244 

+  7.10t 

-37,018 

-52.700 

10 

-  4,880 

+  12,317 

-58,803 

-53.610 

+  3,708 

+  fi,0J3 

-59,113 

-51,104 

tl 

-  4,855 

+12,373 

-59,839 

-53,500 

+  3,740 

+  6,847 

-59,300 

-54,184 

12 

-  4,860 

+  12,335 

-58,815 

-63485 

+  3,748 

+  6,835 

-59,320 

-64,303 

13 

-  4.845 

+  12,195 

-59,791 

-53;465 

+  3,760 

+    6,816 

-59,34  0 

-54,321 

14 

-  4,840 

+  12,180 

-59,788 

-53.448 

+  3,784 

+  6,810 

-59,360 

-54,34 1 

15 

-  4.B35 

+12,iKa 

-59,746 

-53,427 

+  3,771 

+  6,808 

-5n,590 

-54,300 

16 

-  4,83» 

+12,. 50 

-59,732 

-.S3,40S 

+  3.7S0 

+  6,7  »6 

-59,400 

-54,380 

17 

-  4,H15 

+  12,130 

-58,899 

-53.389 

+  3,912 

+  6:790 

-59,400 

-54,413 

18 

-  1,»10 

+12,100 

-59,670 

-53,370 

+  3,838 

+  6,770 

-59,530 

-54,480 

19 

-  4.817 

+12,044 

-59,443 

-53,100 

+  3,957 

+  6,710 

-59,664 

-54,630 

20 

-  4.109 

-59,061 

-52,853 

+  4.i:ii 

+  6,03« 

-59,t30 

-54,810 

2] 

-  3,488 

+  11,714 

-58,388 

-52,300 

+  1,708 

+  6,400 

-60,088 

-55,000 

32 

-  2.083 

+  10,801 

-57,001 

-51,123 

+  5,425 

+  6,790 

-60,521 

-.■i6.045 

23 

+  0.TB3 

+  9,380 

-54,59* 

-49,380 

+  5,430 

-66,838 

-55,900 

24 

+  8,313 

+  6.399 

-51,080 

-47,080 

+  10;630 

+  2,704 

-59,000 

-54,890 

25 

+14,311 

-51,376 

-18,017 

+  18,585 

-   2,970 

-57,470 

-51,7  80 

28 

+23,718 

-  3;4»o 

-51,903 

-19,764 

+28,880 

-  9,015 

-57,164 

-56,040 

27 

+33,045 

-  9.131 

-53,387 

-52.801 

+39,970 

-15,170 

-57,550 

-57.980 

28 

+44,813 

-15.640 

-55.112 

-55.943 

+61,960 

-22,067 

-57.S10 

-60,040 

29 

+fifi,6»4 

-22,379 

-56,811 

-59,108 

+64,330 

-29,317 

-S7,sso 

-61.500 

30 

|4«,flli 

-29,312 

-57,187 

-61,488 

+7B.196 

-36,330 

-55,970 

-61,00» 

Sl 
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Punkt  auf  der  rechten 

Ropfpunkt 

Nr. 

Oberschenkel  Pöhre 

von  recbls 

Nr. 

«     1    >;;    1    ^    ;    ;; 

i',        1       1'.       1       M        1        C, 

~ 

-62.981    +32,us 

-19,013     -15,0iO 

-52,871 

+20,610 

+53,1  sl 

+43,771 

~ 

2 

-57,34«  |+30,l».t 

-411,085 

+  19,198 

+53,715 

+44,011 

2 

■i 

-ä2,J07    +29,110 

-IS'OIO,  -14,830 

-45,117 

+  18,050 

+53,080 

+45,157 

3 

4 

-47,311    +27,ün2 

-17,Sl)s] -14,137 

-41.430 

+  16,813 

+53,84  4 

+J5,S54 

4 

5 

-43,205    +26,343 

-17.003  1  -14,840 

-37,4  85 

+15,518 

+33,395 

+45;ii.o 

5 

6 

-39,60*.    +25,131 

-19,165,  -15.«3 

-33,181 

+  14,100 

+52,61» 

+45,015 

6 

7 

-36,01»    +23,S3S 

-!0,S07 

-16,000 

-29;6B9 

+13,070 

+51,613 

+44,673 

7 

-31,145    +22,4110 

-20.S01 

-17,539 

-25,708 

+tl,73B 

+51,131 

+44,418 

8 

9 

-25,»4S, +21,1511 

-20,01.3 

-17,816 

-21,81,4 

+  10,406 

+51.740 

+44,157 

9 

10 

-22.113    +20.361 

-21,11» 

-18,061 

-18,05! 

+  9,137 

+50,sfl3 

+44,917 

10 

11 

-17.4S3    +19.114 

-20,534 

-17,876 

-14,156 

+   7,751    +51,300 

+45.«  6b 

n 

12 

-13.6Bfl    +18,081 

-19,001 

-17,352 

-10,513 

+  6,115    +52,000 

+46,081 

12 

13 

-Il.Bls    +n.34a 

-19,841 

-n,05S 

-  6,7Sfl 

+  4,0S3    +52,1117 

+47,sso 

13 

14 

-iU,S14  1+16,758 

-l^U 

-16,786 

-  3,000 

+  3,156    +55,740 

+49,013 

14 

15 

-  8,514  Ulä.üSi 

-18,s30 

-16,156 

+  0,5HU 

+  1,604     +54,191 

+49,875 

15 

16 

-  6.448  1+15,051 

-18,710 

-16,486 

+  4,10« 

+  0,01.3    +54,150 

+50,315 

16 

17 

-    4,3-8  .+14,170 

-18,741 

-16,5»4 

+    7,615 

-  1,1*S  ,+53,U40 

+50,143 

IT 

19 

-  a,jfli 

+  13,J*,3 

-18,86& 

-16,780 

+n,iis 

-  3,101 

+53,311 

+50,281 

18 

19 

+  u,iau 

+12,110 

-19,is3 

-16,173 

+  14,840  1-  4,001 

+52,514 

+50.011 

19 

20 

+  3,11» 

+10,S21 

-19,311 

-17,133 

+  18,470  1-  6,67- 

+51,780, +49,74S 

20 

21 

+  6,811 

+  8,i«i 

-18,340 

-17.5)8 

+22,100 

+51,133  1+44,068 

21 

22 

+  1!,,07 

+    7,11.8 

-19,416 

-17.803 

+2«,oos 

-11,111 

+50,015  1+49,881 

22 

23 

+16,13» 

+  4,876 

-19,iS8 

-17,140 

+29,870 

-13,370 

+51,051    +50,548 

23 

34 

+23,100 

+   1,668 

-20,000 

-18.807 

+33,887 

-15,814 

+51,138    +51,141 

34 

25 

1  +29;ia3 

-  IJtl 

-20,1  as 

-18,530 

+37,300 

-17,718 

+52,060  (+52,585 

25 

3S 

+35,8  IB 

-  5.40S 

-2o:o7i 

-19,S»3 

+41,001 

-19,007 

+&2,85Sj +53,011 

26 

27 

1    +41,687 

-  8.73S 

-19,117 

-I9;73» 

+44,701 

-31,B03 

+53,57-  1+55.171 

27 

28 

1  +47,050 

-11,807 

-18.310 

-18,150 

+48,103 

-23,804 

+54,014    +56,081 

26 

29 

+52,113 

-14,818 

-17,860 

-17,it-0 

+51,603 

-25,01.. 

+64,018 

+56,851 

29 

30 

1  +58,8S3 

-n.iss 

-17.7S4 

-17,971 

+55,838 

-28,oss 

+53,003 

+56,708 

30 

31 

+60,0  IS 

-19.S10 

-1S.Ü.4 

-I7,7as 

+59,38« 

-30,113 

+52,073 

+56,701 

31 

Die  Werthe  der  Conslanten   waren   beim   III.  Versuch  für  den 
photographisctien  Apparat  1': 

e  =  438  cm;    d  =  äi  cm;   l,  =  86  cm    und    l',  =  5,86671  cm, 

und  für  den  photographischen  Apparat  2': 

e  =  634,8  cm;  li  =  69  cm;  l,  —  86  cm   und  li  =  5,43188  cm; 

Daher  sind  die  Formeln  für  die  reclite  Seite  des  III.  Versuchs: 


155233  . 


-  454,51  .  ii'.;.; 


105896  +  218,37  .  ;,'  +  161,65  .  i,.;  —  I,  i„ 

89624  .  ;;  +  193597  .  rj,  —  4IÜ.42  .  ;,'!;', 
105896  +  218,37  .  ,','  +  161,65  .  ij,  —  i',/,', 

:  (1,46590  —  0,00357  .  y)  .  C[         und 


z,  =  (1,58325—  0,00229  . 


-0,00132  .ij)  .  i,. 


(30) 
(31) 
(32) 


77] 
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Endlich  hatten  sich  als  ebene  CoordJnaten  der  linken  Seite  beim 
III.  Versuch  durch  die  directe  Messung  die  in  der  folgenden  Tabelle 
niedergelegten  Werthe  ergeben.  Diese  letzte  Messungsreihe  war  in 
mehrfacher  Beziehung  etwas  unvollkomnsener  wie  die  ftUlieren. 
Manche  Punkte,  wie  Schwerpunkt  des  Fusses,  Fussspilze  und  zum 
Theil  auch  das  Handgelenk  und  I.  Fussgcleuk  waren  auf  der  photo- 
graphischen Platte  überhaupt  nicht  deutlich  genug  zu  sehen,  um 
eine  Messung  der  Coordinaten  zuzulassen,  andere  Punkte  waren  da- 
gegen im  Vergleich  zu  denen  auf  den  übrigen  photographischen 
Platten  weniger  scharf  begrenzt,  so  dass  die  Genauigkeit  der  Messung 
darunter  leiden  mussle. 


TabeUe  6. 

III.  Versuch, 

links 

(Tafel 

l*"  un 

i  21»). 

Schultergelenk 

Ellbogengeleok 

Handgelenk 

Nr. 

li[)ks 

links 

links 

Nr 

'',    1    '/=    1  •  c,    1    ,-; 

s\    1    .;    1    ;,'    1    .-, 

>^      1    l',     1     i*.     1    c, 

-6ä,»fl3i+37,9l5J  +  34,BUi  +26..^s- 

-06,7  8.1  i+4  2,7  OS 

+  14,i89|  +  ll,073 

-43,711 

+  8,olfl| 

1 

-Ki.o««  +:ie,a&2 

+35,3901+27,406 

-»2,408+41,383 

+  lä,44l;+ll,S00 

-39,443 

+  8,743; 

2 

-56,-lä 

+34,7*1 

+35,800+27,88: 

-58,086 

+39,910 

+lS,ois;+12,i8s 

-35,380 

+27,M5? 

+  9.|t8?|+7,374 

3 

-51,(17 

+33,120 

+35,836 

+27,048 

-53,839 

+38.410 

+  15,^40 

+  12,154 

+25,797 

,+7,l«S 

4 

-4S,'iSl 

+31,430 

+34,BB<1 

+27,H0(i 

-49,875 

+30,761 

+  15,108 

+  11,833 

+24,081 

+6,560 

5 

-i3,IH3 

+20,513? 

+34,010 

+Z7k»oo? 

-45,317 

+34,063 

+  14,108 

+  11.141 

+22,170 

■+5,700 

6 

-39.10  S 

+27,708 

+32,917 

+26,4  86 

-411,713 

+33,004 

+  13,100 

+  10,34  3 

1 

7 

-34,8*0 

+26,94fi 

+25,010 

-aS,9»4 

+31,035 

+12,164 

+  9,097 

-13,000 

+  17.060 

+  4,830+4,091 

8 

-:iO,iao 

+13,841 

+31,333 

+25,8.7 

-31,381 

+28,011 

+  11,634 

+  0,190 

-  9,171 

+  15,870 

+  4,330;+3,687 

9 

-25,SSB 

+21,*80 

+31,114 

+25,737 

-26,iii 

+26,037 

+  11,310 

+  U,I47 

-  4,530 

+  13.376 

+  4,390|+3,780 

10 

-11,173 

+  19,4  30 

+31,48U 

+20,191 

-21,788 

+24,40» 

+  11,646 

+  H,430 

+  0,130 

+  B,050!+4,347 

11 

-17,070 

+  17,498 

+32,110 

+26,036 

-17,431 

+22,371 

+  12,197 

+  10,000 

+  4,490 

+  8,937 

+  5,B10'+5,074 

12 

-13,130 

+15.780 

+27,9  48 

-13,430 

+20,60« 

+  13,131 

+1(1,873 

+  8,450 

+  7,178 

+  6,840+5,847 

13 

-  9.4<4 

+  t4.1«U 

+29,0DO 

-  9,086 

+  18,980 

+  14,138 

+  11,774 

+  5.M,? 

';+6,9S0 

U 

-   6,640 

+  12,480 

+3^,^,a^\+2•.|.^^Q 

-    5,881 

+  17.331 

+  14,757 

+  12,306 

+lfi,iso 

+    8,540 

15 

-   1,S10 

+  10,810 

+34,s«^!+3O,01O 

-   2,053 

+is,-n 

+i*,mf 

+12;840 

+  19.860 

+  8,630 

16 

+  2.M0 

+  9,077 

1+29,8  SS 

+    1,081 

+  14,01.^ 

+  14,458 

+12,17« 

17 

■1-  6,108 

+33,B,o?,+29.4üo 

+   6,t66 

+  12,340 

+  13,740 

+  12.701 

18 

19 

+  10.215 

+  !>',&»* 

+32,Bo?,+29,050 

+  10,400 

+  10,013 

+  12,905 

+11,139 

19 

10 

-«-14,413 

+  3,800 

+32,010+28,600 

+14,938 

+  8,910 

+  12,040 

+  10,478 

20 

11 

-HM5S 

+  2,144 

+3I^To?,+28.18h 

+  19,510 

+11,474 

+10.077 

+11,1*0 

+  6,140 

21 

M 

-H3.sij 

+  0,130 

+31,31o|+28,311 

+24,337 

+  5.471 

+11,130 

+  9,806 

+45,070 

+  5,304 

22 

U 

-t-2S,n& 

-  I,30O 

+31,600 

+28,7  4. s 

+29,138 

+  3,700 

+  11.8? 

+  10.101 

+51.000 

+  5,810 

23 

U 

+32.773 

-   3,160 

+32,340 

+29,694 

+34,310 

+   1,031 

+  12,160 

+  lt,040 

+56,070 

+  6,705 

24 

» 

+37.330 

-  4««' 

+33,130 

+30,071 

+39,185 

+  0,316 

+  13.366 

+  12,047 

26 

» 

+41,B10 

-  6;??4 

+34,340 

+32,038 

+43,780 

+  14,340 

+  13,181 

+65,170 

26 

n 

+46,010 

-  8.860 

+36,140 

+33,371 

+48,313 

-  3^8 IB 

+  15,310 

+  14,147 

+69,7  oo 

+10^000 

27 

K 

+J0,I1J 

-10.930 

+35,760 

+34,187 

+52.830 

-  5.740 

+  16,000 

+  14.910 

28 

»  1+54,567 

-13,070 

+35,035 

+34.601 

+56,980 

-   7,044 

+  16,108 

+  15,135 

2V 

MJ+SMTO 

-16.108 

+35,480 

+34.618 

+61,344 

-  9,701 

+15,738 

+14,041 

30 

)1 

1 +63.100 

-t7,fljo 

+34,834 

+31,000 

+65,3.0 

-11,930 

+11,834 

+  14,193 

31 

d 
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H                Tabelle 

BaflgeleDk 

Kniegelenk 

I.  Fussgelenk 

H 

links 

link»! 

links 

Nr. 

r, 

•:',     1     :",    1     ^"i 

i\ 

i\    1    ',■;    1    :i    1    ,% 

^M 

-67,166 

+38,713 

-3,981 

-2,802 

-62,030 

+34,948,-33,700 

-25,4  83 

+32.338 

-46,70B 

1 

^H 

-63,46e 

+37,188 

-3,S8« 

-2,883 

-61,080 

+34,419-33,010 

-25.440 

+32,170 

-46.8B0 

2 

^1 

-saliM 

+35,948 

-3,810 

-2,538 

-OO^OIO 

+33,83  7 '-33,890 

-25,480 

+32;>,o 

-46,800 

3 

^M 

-55,B80 

+34,378 

-3,710 

-2,713 

-56,814 

+33,208-33,800 

-25,587 

+32,000 

-46,860 

4 

^H 

-52.180 

+32,847 

-4.180 

-57,470 

+32,878 

-33,880 

-25,711 

-63 

+31,9110 

-61,4 

-46,800 

5 

^H 

-48,31» 

+31,371 

-4.870 

-sliaa 

-55,890 

+31,957 

-33.780 

-25,8.1 

+31,830 

-46.430 

e 

^H 

-44,300 

+29,™,? 

-5,830 

-53,844 

+30,970 

-33,900 

-26,187 

+31,700 

-46,380 

7 

^V 

-39.980 

+27,901 

-6,136 

-4,840 

-50,394 

+29,884 

-34.350 

-26,511 

-62   C8. 

+31,490 

? 

-46.100 

6 

■^ 

-35,190 

+25,813 

-6,800 

-5.I7S 

-46,184 

+28,583 

-34.SO0 

-26,931 

-60,5«. 

+31,180 

? 

-45,380 

9 

10 

-29,9S0 

+23.310 

-6,880  -5,312 

-40,SS0 

+26,838 

-34.880 

-2760! 

-58,2m. 

+30,380 

-57,800 

-14,050 

10 

11 

-24,81» 

+20.709 

-6,4B0'-5,33ü 

-32,130+23,894 

-28,844 

-53,710 

+28,820 

-54,930 

-42,600 

11 

12 

-19,730 

+  18,331 

-0,390,-5,131 

-23,000'+2Ü,0!0 

-29,880 

-46,980 

+26,300 

-62^? 

-41.000 

12 

1» 

-U,itas 

+16.1  IS 

-5,330,-4,473 

-13,990+15,914 

-35.(00? 

-29,418 

-38,180 

+22,410 

-61,080 

-41.000 

13 

U 

-10,530 

+  14,137 

-4,090-3.431 

-  6.J0fl'  +  I2.8S8 

-33.^6 

-28,542 

-28,300 

+17,660 

-51,480 

-42,100 

14 

15 

-   6,liT 

+  12,110 

-3,110-2,878 

+   1,103  +  9,444 

-32.285 

-27,B02 

-17,783 

+13,070 

-63,018 

-44.300 

15 

16 

-   2,I!2 

+  10,778 

-2,700-2,313 

+   7.63sl+  6,8B1 

-31,044 

-26,94-i 

-   6.70O 

+  8,310 

-55,125 

-47,000 

IG 

n 

+   1,B30 

+  9,174 

-2,790-2,407 

+13,115  +  4,078 

-30,810 

-26,796 

+  5,000 

+  3,430 

-57,1841-49.730 

n 

18 

+  5,56T 

+  7,833 

-3,460'~2,1.89 

+17.883'+  2,01S 

-30,834 

-27,331 

+  16,450 

-   I,39o|-58.«78!-52.IOO 

18 

19 

+  9,411 

+  6,044 

-4,830-3,984 

+21,130+  0,158 

-32,085 

-28,918 

+27,570 

-   5,72oI-S9,135 

-53,500 

19 

20 

+  13,780 

+  4,335 

-5,880-5,009 

+24,100'-   I.74B 

-30,11« 

+36,100 

-  8.801. 

-58.M0? 

-54.108 

20 

21 

+iS,Gao 

+28««?-  3,838 

-31,133 

+40«K.t 

-59.139 

-55,000 

21 

22 

+23,807 

+  0,8971-6,410-5,780 

+34.S50?  -  6,008 

-31,384 

+43,000 

-12,80; 

-60.480 

-60,300 

22 

2:( 

+28,080 

-    l.lll 

-5,880-5,381 

+38,890'-  7,160 

-34,080 

-31,490 

+45,480 

-13,630 

-60,670 

-57,000 

33 

24 

+33,710 

-  2,817 

-5,348-4,913 

+43,430  -  8,930 

-33,840 

-31,430 

+46,6  bo 

-14,140 

-80,600 

-57,100 

24 

25 

+38,I&( 

-  4,843 

-4,8  SS  -4,38  S 

+46,841,-10,308 

-33,340 

-31.381 

+46,930 

-14,171 

-61,080 

-57,80« 

2& 

2B 

+42,8M 

-   fi.48B 

-3,9«!  -3;7B8 

+49,34bI-1,,ij, 

-33:i7o 

-31,401 

+46,970 

-1-1,340 

-61,000 

-57;8oo 

» 

27 

+  46,fl<i( 

-   8,418 

-3.3110 -3.315 

+49.170-11,738 

-33,180 

-31,410 

+47,030 

-14,380 

-60,940 

-67,100 

37 

2B 

+50,1  IS 

-10,343 

-3.116-3,185 

+49.910-12,391 

-33.000 

-31,375 

+47,090 

-14,44« 

-80.S80 

-57.S00 

38 

29 

+54,080 

-12,I6S 

-3,115-3,380 

+50,980'-13,031 

-32.08D 

-31,106 

+47.140 

-14.500 

-60.810 

-57.100 

3» 

SO 

+57,7  jo 

-14,usi 

-3,8*7  -3,777 

+52.190-13,710 

-33,040 

-31,533 

+47.100 

-14.560 

-60,760 

-57,100 

3D 

3t 

+iSI.:!flo'-l5,tiso 

-4,310-4,413 

+53,7  48; -14,86  9 

-33,140 

-31.88! 

+47,180 

-14.880 

-60,700 

-5T,00(  ^ 

Kaplpunkfj 

■ 

Nr. 

vcn  links 

r.     1     r/,    ;     «     ]     ;; 

■ 

1 

-57,o*«|+24,si7l+ä6,8ao+J5,a. 

2 

-52,S19'+22,S20  +57,410 

+46,450                                                                                                                                        ^^H 

3 

-49,818 +21,070 +57,fllo 

+*ß.|'"                           Die   zur    linken    Seile    des    III.  Ve^ 

4 

-44,SIS +19,1*0 +57,SS0 

+47,186 

S 
6 

-40,110+17,380  +58,780 
-35,88ol  +  15,dJo'+55,a9« 

+i'iMo                     suchs  gehörenden  Constanlen  besassen  fol- 

^ 

-31,713'  +  13,«70 +54,910 

+46,305                     eende  Werthe  für  den  photographisctuk 

K 

-27,iOol  +  11.33o +54,110 

+45,900                          .                      .                         r            a      I             ^^ 

■ 

-23,IBS 

+  9,300 +53,snu 

+45,830                     Apparat  T:                                                ^H 

■ 

-19,140 

+  7,230'+ä3,SBo;+46,llo                                                                                                                           ^H 

12 

-15,118 
*1I,IB0 

+  S,l80l+54,U0O +46,940                                                               ,,„                                    „„    „                      ^H 

+  3,]To'+54,oia[+47,g8o                                  e  =  446  cm;      a  =  oö,5  cm;      ^^| 

13 
U 

-  7,H8 

-  3,328 

+   l.»3o'+55,BOn 
-  0,180+56,400 

+5o;loo                         h  =  S6  cm    und     ^  =  6,3i830  cn^H 

IS 

+  0,sss 

-  2,100+56,890 

^^M 

le 

17 

+  4,aso 
+   8,090 

-  3,910 +56,«:o 

-  5.TS» +56,890 

+5i|i;ao                     und     für    den    photographischen     ^^M 

18 

+  11,883 

-  7,S00+56;oi0 

ll\'*l\                     parat  2^                                                    W 

19 

+  IS,T« 

-  9,380+55.180 

^                  20 

+  10.fi83 

-11.190+54,480 

^H 

i 

+23,877 
+27,713 

-13,030+53,950 
-14,840+53,785 

+tZll                               ß^  388,5  cm;     d  =  67  cm;      ^M 

f 

+31,830 
+36,081 

-IMBO 
-18,  «30 

+54,080 
+54,800 

tsäiie                         'i  =  86  cm     und     V^  =  5,67074  CIB^| 

25 

+39,9111 

*20,fllo 

+55,200 

+53^800                                  n^H 

26 

+43,97« 

-22,«  SO 

+56.21* 

^H 

27 

+47,90  Ol -24,870 

+57,010 

^^M 

28 

+51,«U7 -27,080 

+57,4  IS 

^^M 

^                     2» 

+55,  S3  8 -29,380 

+57.300 

^^^^H 

K 

+59.S90 -31,710 +56.980 

^^^^^M 

■                  ^' 

+G3,&4u|-34,3H0 

^^^^^^^M 

t_^^l 

^^^^^^H 

^^^^^^K             ?  bedeulet  unsicner:                         -;  uieso  v.aoraiDaien  iienuien  sicn  nicni  geiiHB 

^^^^ 

chefiem 

akles_  ii 

•s  _durQ 

k  mb 

_eiden  ABBW_dBs_B 

Ohcchen 
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Daraus  ergaben  sich  endlich  die  zur  Berechnung  der  rttumUchen 

Coordinaten  der    linken    Seite    des    III.   Versuchs    geltenden 
Formeln  : 


»   »   » 


_  152206  .  gl'.—  398.32  .  ijiyä 

^  ~  H2354  +  210,71  .  i'i  +  177,74  .  rj'^  —  fi'^j 

_  87876  .  il  +  196751  .  >?ä  —  417,05  .  j.tj'^ 

^  ~        112354  4-210,71  .  i;+  177,74  .rj\  —  i[tj'^  ' 

z,  =  (1,35469  —  0,00325  .  y)  .  f,"        und 

«1  =  (1,51656  —  0,00237  •  ar  —  0,00137  •  «/)  •  fi . 


(33) 


(34) 


(35) 


Die  Berechnung  der  räumlichen  Coordinaten  mit  Hülfe  der 
Formeln  (1 8)  bis  (35)  hatte  wiederum  Herr  Dr.  G.  Höckner  gütigst 
übernommen,  welcher  uns  schon  bei  der  Bestimmung  der  Trägheits- 
momente des  menschlichen  Körpers  und  seiner  Glieder  unterstützt 
hatte  ^).  Die  Rechnungen  sind  mit  grösster  Sorgfalt  mit  Hülfe  einer 
Rechenmaschine  ausgeführt  und  die  Resultate  genau  controliert  wor- 
den, so  dass  trotz  des  ungeheuren  Zahlenmaterials,  welches  die  di- 
recte  Messung  geliefert  hatte,  ein  Fehler  nahezu  ausgeschlossen 
erscheint. 

Wir  schulden  Herrn  Dr.  Höckner  den  grössten  Dank  dafür,  dass 
er  mit  unermüdlicher  Ausdauer  sich  der  beschwerlichen  Arbeit  unter- 
zogen hat.  Ohne  seine  thätige  Mithülfe  würden  wir  nicht  im  Stande 
gewesen  sein,  in  absehbarer  Zeit  die  Ableitung  der  räumlichen  Co- 
ordinaten der  Gelenkmittelpunkte  aus  den  Daten  der  directen  Messung 
zu  Ende  zu  führen. 

Da  eine  detaillierte  Angabe  der  einzelnen  Zwischenstufen  dieser 
Rechnungen  kein  allgemeineres  Interesse  beanspruchen  dürfte,  und  da 
auch  die  resultirenden  Coordinaten  noch  nicht  das  Endziel  unserer 
Untersuchung  bilden  konnten,  weil  sie  zu  den  willkürlich  gewählten 
Punkten  der  GEissLER^schen  Röhren  und  nicht  zu  den  Mittelpunkten 
der  Gelenke  gehören,  so  sollen  sowohl  die  Zwischenrechnungen  als 
auch  diese  vorläufigen  Resultate  nicht  mitgetheilt  werden,  um  durch 
dieselben  den    Umfang   der    Arbeit  nicht   unnöthig   zu   vergrösseru. 


0  Yergl.:  Abhandlungen  der  mathemttiselir^yBisehen  Klasse  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wiimom  HD,  8.  46  Anmerkung* 
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Um  aber  zu  jeder  Zeit  einen  Einblick   in  die  Enlslehutig  der  räum- 
lichen Coordinalen  der  Röhrenpunkte  und  eine  Controle  der  Rech- 
nungen  zu  ermöglichen,    sind   dieselben    im    Archiv    der    Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  deponiert  worden.    Da  es 
im  Verlaufe  der  folgenden  Auseinandersetzungen  oft  nöthig  wird,  auf  | 
die  Coordinalen  der  Röhrenpuukle  Bezug  zu  nehmen,  so  sollen  die-  | 
selben  für  jeden  Versuch  in  eine   besondere  Tabelle   angeordnet  ge- 
dacht werden.     Diese  Tabelle    soll   die   Bezeichnung  Tabelle  A,  Ta-  | 
helle  B  oder  Tabelle  G  führen,  je  nachdem  sie  beziehungsweise  zum  \ 
I.,  II.  oder  III.  Versuch  gehört.     In  jeder  dieser  Tabelle  ist  als  Werth 
der  i-Coordinale  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Grössen  s,  und 
z^  angenommen;    insbesondere  sind  als  Coordinaten  des  Kopfpunktes  | 
ebenfalls    die    arithmetischen   Mittel    der    beiden   von   verschiedenen  j 
Seiten  gewonnenen  Goordinatenreiben  eingetragen  zu  denken. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Coordinatenangaben  hängt  die  Sicher- 
heil aller  weiteren  Schlussfolgerungen  ab.     Um  sich  über  die  letztere  1 
von  vornherein  ein  Urtheü  bilden  zu  können,  ist  es  daher  erforder- 
lich, einen  Blick  auf  die  erzielte  Genauigkeit   der  Goordinatenwerlhe  | 
zu    werfen.      Für   diesen  Zweck   giebt    die    von    uns  eingeschlagene  I 
Untersuchungsniethode  zwei  Mitlei    an  die   Hand.     Eineiseits  hatten 
wir  jede  ;-Coordinate  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  und  unter  Be- 
nutzung von  verschiedenen  durch  die  Messung  gelieferten  Daten  ab- 
geleitet.   Die  grössere  oder  geringere  Uebereinstimmung  dieser  beiden, 
mit  z,  und   z^   bezeichneten,    Grössen    ist    ein    Kennzeichen   für    die 
erzielte  Genauigkeit.     Andererseils  gab  die  Thatsache,  dass  wir  einen 
Punkt,  den  Kopfpunkt,  von  beiden  Seilen  für  die  Messung  verwendet  j 
halten,  einen  noch  sichereren  Maassstab  für  die  Erkennung  der  Ge- 
nauigkeit ab.     Wahrend    die    beiden  2  noch    in  gewisser  Weise  von 
einander  abhängen,  da  in  beiden  Formeln  (9)  Seite  1  99  dieselbe  Grösse, 
nämlich  y,  vorkommt,  sind  die  Goordinaten  des  Kopfpunktes,  welche 
mittelst  der  photographischen  Apparate  1'  und  2'  gewonnen  wurden,  ' 
vollsländtg  unabhängig  von  den  mit  Hlllfe    der  beiden    anderen  Ap- 
parate l**  und  2''  ermittetlen  Coordinaten  desselben  Punktes. 

Was  zunächst  die  s-Coordinaten  anlangt,  so  greife  ich  aus  dem  ! 
im  Archiv  niedergelegten  Zahlenmaterial  einige  Beispiele  heraus. 

Für  den  rechten  Huflgelenkpunkt  hatten  sich  beim  I.  Versuch  ( 
folgende  Werthe  der  beiden  z  ergeben: 
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Nr. 

*i 

1 

3 
4 

—    6.57 

—    6,69 

—    4,13 

—    4,16 

1» 

0 

—    4,03 

—    4,02 

6 

—    4,86 

—    4,86 

7 

—    6,64 

—    6,59 

8 

—    8,80 

—    8,75 

9 

—    9,92 

—    9,87 

10 

—  10,08 

—  10,05 

11 

—    9,85 

—    9,82 

Nr. 

^i 

«2 

12 

—  8,82 

—  8,71 

13 

—  8,03 

—  7,95 

14 

15 

—  5,51 

—  5,53 

16 

— 

17 

—  4,89 

—  4,89 

18 

—  5,03 

—  5,08 

19 

—  5,64 

—  5,73 

20 

—  6,65 

—  6,69 

21 

—  7,40- 

—  7,50 

22 

-  7,77 

—  7,88 

Nr. 

31 

»2 

23 

—  8,06 

—  8,12 

24 

—  8,15 

—  8,19 

25 

—  8,22 

—  8,23 

26 

—  8,54 

27 

28 

—  6,46 

—  6,45 

29 

— 

30 

—  4,27 

—  4,16 

31 

—  4,28 

—  4,19 

Die  Phasen,  für  weiche  keine  Werthe  von  z  angegeben  sind, 
waren  beim  Versuch  durch  den  Unterarm  verdeckt. 

Man  sieht,  dass  die  beiden  z  an  einigen  Stellen  vollständig 
übereinstimmen  und  nur  in  ganz  wenig  Fällen  eine  Abweichung  bis 
zu  0,1  cm  zeigen. 

Damit  sind  keineswegs  diejenigen  Goordinatenwerthe  heraus- 
gegriffen worden,  welche  die  beste  Uebereinstimmung  zeigen.  Man 
betrachte  z.  B.  die  folgende,  aus  der  Mitte  herausgegriffene  Reihe 
von  Werthen  der  beiden  z  für  den  von  der  rechten  Seite  photo- 
graphirten  Kopfpunkt  beim  II.  Versuch. 


Nr. 

it 

So 

Nr. 

Zi                       %2 

Nr. 

«1 

«2 

11 

+  75,21 

+  75,19 

16 

+  78,41    +  78,37 

21 

+  77,82 

+  77,79 

12 

+  74,91 

+  74,92 

17 

+  79,43   +  79,41 

22 

+  76,76 

+  76,73 

13 

+  75,16 

+  75,17 

18 

+  79,89  +  79,83 

23 

+  75,85 

+  75,84 

14 

+  75,90  1  +  75,89 

19 

+  79,66  j  +  79,62 

24 

+  75,35 

+  75,34 

15 

+  77,08 

+  77,07 

20 

+  78,87   +  78,83 

u.  s.  ^ 

w. 

Es  giebt  nun  allerdings  Fälle,  in  welchen  die  beiden  %  etwas 
mehr  von  einander  abweichen.  Dann  zeigen  aber  gewöhnlich  die 
Differenzen  eine  stetige  Zu-  oder  Abnahme  und  weisen  dadurch  auf 
einen  systematischen  Fehler  hin,  wie  z.  B.  in  der  folgenden  aus  der 
zum  Kopfpunkt  (von  rechts)  gehörenden  Tabelle  des  III.  Versuchs 
herausgegriffenen  Reihe: 

Abhandl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissenicb.    IXXY.  \  7 


Nr 

:,                   i,         '  ünlerschied 

11 

+  :i,-i 

+  7i,35      +0,3» 

\i 

+  '5,^1 

+  75,35  ;     +  0,36 

13 

+  77,01 

+  76,7»  ,    +  Ü,3<t 

u 

+  78,18 

+  77,91 

+  0.27 

15 

+  78,78 

-i-  78,65 

+  0. 1  .■! 

16 

+  78.83 

+  78.73 

+  0,10 

17 

+  78.35 

+  78,33 

+  0,02 

Nr. 

s,                 :j          ü[i[ers<^bi<^d 

18 

+  77,41,+ 77,49 

—  0,05 

19 

+  76,31    +  76,47 

-0,16 

SO 

+  75,87  '  +  75,47 

-  0,M 

Sl 

+  74,58 '+74,7» 

-  0,88 

Sä 

+  74,131+74,46 

-  0.33 

Diese  ÜBlerschiede  rühren  sicher  nicht  von  zufälligen  Üeobacli- 
tungsfehleiTi  her,  dazu  nehmen  sie  viel  zu  stetig  ab.  Man  könnte 
sich  dieselben  beispielsweise  dadurch  entstanden  denken,  dass  bei 
der  Messung  die  eine  pholographische  Plalte  oder  auch  nur  die  auf 
ihr  abgebildete  Coordinatentafel  etwas  aus  ihrer  richtigen  Lage  heraus- 
gedreht worden  wäre.  Daher  üben  diese  Differenzen  nur  einen  Ein- 
(luss  auf  die  Orientirung,  nicht  aber  auf  die  Gestalt  der  Kopipuokl- 
curve  aus. 

Das  andere,  vollständig  einvvurfsfreie  Kennzeichen  für  die  er- 
zielte Genauigkeit  gaben  die  zwei,  absolut  von  einander  unabhän- 
gigen Bestimmungen  der  Kopfpunkt-Coordinaten  ab.  Besser  als  es 
Zahlen  vermögen,  vermittelt  die  directe  Anschauung  ein  ürtheil  über 
den  Grad  der  Uebereinslimmung  der  beiden,  von  verschiedenen  Seiten 
gewonnenen  Kopfpunktcurven.  Daher  sind  auf  Tafel  IX  zwei  zu- 
sammengehörende reclilwinklige  Projectionen  (auf  die  verticale  Gang- 
ebene  und  den  horizontalen  Fussboden)  von  Strecken  der  Kopfpunkt- 
curven des  I.  und  II.  Versuches  in  natürlicher  Grösse  aufge- 
zeichnet worden.  Es  ist  dies  für  den  I.  Versuch  das  StUck  zwischen 
den  Piiasen  9  und  13,  und  für  den  II.  Versuch  das  Stück  zwischen 
den  Phasen  14  bis  '18.  Die  kleinen  Dimensionen  der  Tafel  erlaubten 
natürlich  nicht,  die  ganzen  Curven  von  den  Phasen  1  bis  31  in 
natürlicher  Grösse  wiederzugeben.  Diese  kurzen  Stucke  genügen 
aber  auch  vollkommen,  um  die  Genauigkeit  der  von  uns  eingeschla- 
genen Methode  beurtheilen  zu  können.  Die  Punkte,  welche  von  der  i 
linken  Seite  aus,  also  mit  Hülfe  der  photographischen  Apparate  l'J 
und  S*"  gewonnen  wurden .  sind  zum  Unterschied  von  den  ent-J 
sprechenden,  aus  den  Bildern  I' und  jt*  abgeleiteten  Punkten  mitteld 
eines  durchbrochenen  Linienzuges  verbunden  worden.  Man  sieht,  daJ 
in    den  Projectionen   auf  die    Gangebene    nahezu  absolute    Uebereii 
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Stimmung  stattfindet.  Die  von  links  gewonnenen  Pi  ojectionen  auf  die 
Horizontalebene  weichen  dagegen  sämmtlich  ein  wenig  nach  links  von 
den  anderen  ab.  Dies  ist  auch  vollkommen  erklärlich  durch  den  Um- 
stand, dass  das  leuchtende  Object  am  Kopfe  natürlich  nicht  ein  mathe- 
matischer Punkt,  sondern  ein  kleiner  selbstleuchtender  Cvlinder  war. 
Die  photographischen  Apparate  der  rechten  Seite  hatten  uns  daher 
ein  Bild  der  nach  rechts,  und  die  beiden  anderen  Apparate  ein  Bild 
der  nach  links  gerichteten,  ihnen  zugekehrten  Oberfläche  des  Cylin- 
ders  verschafft.  Aus  diesem  Grunde  müssen  naturgemäss  die  beiden 
Curven  um  die  Dicke  des  lichten  Raumes  der  GsissLER^schen  Gapillar- 
röhre  von  einander  abstehen.  Zieht  man  dies  in  Rücksicht,  so  er- 
kennt man  auch  aus  den  Horizontalprojectionen  eine  überraschende 
Uebereinstimmung.  Die  letztere  ist  grösser  als  wir  erwartet  hatten 
in  Anbetracht  so  mancher  Fehlerquellen,  die  sich  erst  nach  den  Ver- 
suchen offenbarten,  als  es  zu  spät  war,  sie  zu  berücksichtigen.  Die 
beiden  aus  den  Kopfpunktcurven  herausgegriffenen,  auf  Tafel  IX  ver- 
zeichneten, Stücke  lagen  verhältnissmässig  günstig  für  die  photo- 
grapbische  Registrierung  und  die  Goordinatenmessung,  da  sie  sich 
nicht  zu  sehr  nach  rechts  und  links  von  der  Mitte  der  photographi- 
schen Platte  entfernten.  Die  mehr  nach  den  Rändern  zu  gelegenen 
Theile  der  Gurven  können  dagegen  nicht  mit  der  gleichen  Genauig- 
keit bestimmt  werden.  Denn  einerseits  sind  die  Bilder  nicht  so 
scharf  und  erlauben  daher  nicht  eine  so  genaue  Messung  der  Goor- 
dinaten,  als  die  Punkte  in  der  Nähe  des  Gentrums  der  Platte,  und 
andererseits  werden  selbst  bei  den  besten  Objectiven  die  Bilder  an 
den  Rändern  ein  wenig  verzerrt  sein.  Es  war  daher  ganz  natürlich, 
dass  die  Gurven  des  Kopfpunktes  nach  der  Anfangsphase  1  und  der 
Endphase  31  zu  eine  etwas  grössere  Abweichung  zeigten  als  die  auf 
Tafel  IX  aufgezeichneten  Theile  derselben. 

Die  angeführten  Beispiele  haben  wohl  zur  Genüge  gezeigt,  dass 
die  aufgewendete  Mühe  nicht  umsonst  war,  dass  vielmehr  mit  der 
erreichten  Beziehung  der  Gehbewegung  auf  ein  räumliches  Goordi- 
natensystem  ein  sicheres  Fundament  für  weitere  Untersuchungen  ge- 
schaffen worden  ist. 
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Ableitung  der  räumlichen  Coordinaten  der 
Gelenkmittelpunkte. 


Die  Düchsle  Frage,  welche  mit  Hülfe  der  zu  deo  Puakten  der 
GEissLEn'sclien  Röhren  gehörenden  Coordinaten  beantwortet  werden 
musste,  war  die  nach  den  räumlichen  Coordinaten  der  Gelenkmittel- 
punkte, Wenn  auch  die  GBissiER'schen  Röhren  fest  mit  den  einzelnen 
Körpertheilen  verbunden  waren,  so  stellten  sie  doch  keine  Linien  dar, 
welche  in  Rezug  auf  die  Bewegung  besonders  ausgezeichnete  Lagen 
innerhalb  der  Gliederabscbnitte  besassen.  Sie  sind  daher  auch  nicht 
geeignet,  durch  ihre  Stellung  die  genaue  Haltung  des  ganzen  Körpers 
unmittelbar  anzugeben.  Um  eine  directe  Anschauung  von  der  rela- 
tiven Stellung  der  einzelnen  Glieder  zu  bekommen,  milsste  man  sich 
mittelst  der  Photographie  die  Lagen  ihrer  LSngsaxen  verscbalTeD. 
Unter  Likngsaxen  sollen  in  Anbetracht  unserer  Zerlegung  des  meosch- 
liehen  Körpers  in  elf  starre  Theile  beim  Oberschenkel,  UnterscheDkel 
und  Oberarm  die  Geraden  verstanden  sein,  welche  die  Mittelpunkte 
der  beiden  das  Glied  begrenzenden  Gelenke  verbinden.  Für  den 
Kopf,  Fuss  und  das  starre  System  Unterarm  -{-  Hand  soll  als  LSogsaxe- 
die  Gerade  eingeführt  sein,  welche  den  Schwerpunkt  des  Gliedes  mit  i 
dem  Mittelpunkt  des  einen  begrenzenden  Gelenkes  verbindet.  Beim 
Rumpf  endlich  soll  die  Längsaxe  durch  die  Verbindungsgerade  der  iUilte 
der  Huftaxe  und  des  Mittelpunktes  vom  Allanto-Occipilalgelenk  dar- 
gestellt sein.  ' 

Kennt  man  die  Stellung  dieser  einzelnen  Langsamen  der  Eörper- 
theile,  so  ist  damit  im  Wesenllicheu  auch  die  Haltung  des  ganzen  Kör- 
pers gegeben,  abgesehen  von  etwaiger  Verdrehung  des  Kopfes,  Fusses 
oder  Unterarmes  -\~  Hand  um  ihre  LSngsaxen.  Denn  die  Lage  und  Ge- 
stalt des  Rumpfes  ist  für  die  Bewegung  des  Gehens,  bei  welcher  die 
Wirbelsäule  keine  wesentlichen  Verbiegungen  nach  vorn  und  hinlea 
erfahrt,  durch  die  Stellung  der  Hüft-  und  Schultergelenke  genügend  te- 
stimmt.  Die  Oberarme,  Oberschenkel  und  Unterschenkel  müssen  ferner 
bei  jeder  Haltung  des  Körpers  eine  ganz  bestimmte  Rollung  um  ihre 
l.fingsaxe    erfaluen    haben ,    welche    durch    die   gegenseitige  Stellung 
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ihrer  Längsaxen  und  die  L^ngsaKen  der  Unterarme  eioerseits,  und 
der  Fusse  andererseils  genügend  gekennzciclmet  ist.  Denn  wenn 
man  die  Längsaxen  von  Oberarm  und  Unterarm  feslgeslellt  denkt, 
so  ist  es  nicht  melir  mOglich,  den  Oberarm  zwischen  Rumpf  und 
Unterarm  um  seine  LSngsaxe  zu  rollen.  Jede  Drehung  desselben  um 
die  Langsaxe  wird  eine  gleichzeitige  Bewegung  der  Unterarmlöngsaxe 
zur  Folge  haben,-  die  letztere  kann  daher  in  gewissem  Sinne  als 
Zeiger  für  die  Rollung  des  Oberarmes  benutzt  werden.  Andererseits 
ist  es  bei  Feststellung  der  drei  Längsaxen  von  Oberschenkel,  Unter- 
schenkel und  Fuss  weder  möglich,  den  Oberschenkel  allein,  noch  den 
Unterschenkel  allein,  noch  endlich  bei  äusserster  Sireckstellung  im 
Kniegelenk  das  System  Oberschenkel  -j-  Unterschenkel  willkürlich  um 
seine  Langsaxe  zu  rollen.  Bei  Beugestellung  im  Knie  wird  jede 
Drehung  des  Oberschenkels  um  seine  Langsaxe  eine  Bewegung  det 
Unterschenkelaxe,  und  jede  Drehung  des  Unterschenkels  um  seine 
Langsaxe  eine  Veränderung  der  Riehlung  der  Fusslangsaxe  zur  Folge 
haben:  es  können  dann  geradezu  wieder  beziehungsweise  die  Längs- 
axen des  Unlerschonkels  und  Fusses  als  Zeiger  für  die  Rollung  des 
Oberschenkels  beziehungsweise  Unterschenkels  benutzt  werden.  Auch 
bei  der  Streckstellung  im  Kniegelenk  wird  die  Grösse  der  Rollung 
des  ganzen  Beines  um  seine  Langsaxe  im  Allgemeinen  durch 
die  Stellung  der  Fusslangsaxe  angezeigt  sein.  Es  ist  ja  natürlich 
durch  den  Bau  der  Gelenke  nicht  ausgeschlossen,  dass  z.  fi.  das  ganze 
Bein  um  einen  bestimmten  Winkel  um  seine  Langsaxe  gedreht  und 
gleichzeitig  der  Fuss  um  dieselbe  Axe  und  denselben  Winkel  im 
entgegengesetzten  Sinne  gedreht  wird,  so  dass  dabei  die  drei  längs- 
axen von  Oberschenkel ,  Unterschenkel  und  Fuss  ihre  Lage  beibe- 
halten. Der  Mensch ,  welcher  seine  unteren  Extremitäten  nur  vor- 
zugsweise zum  Gehen  benutzt,  und  welcher  seine  Muskeln,  beziehungs- 
weise die  motorischen  Nerven  seiner  Beinmuskeln  nicht  in  dieser 
Richtung  besonders  getlbt  hat,  vermag  aber  eine  derartige  Bewegung 
nicht  willkürlich  auszuführen. 

Aus  alledem  geht  hervor,  dass  die  Bestimmung  der  Lage  der 
Längsaxen  in  den  einzelnen  Momenten  des  Gehens  genügt,  um  die 
Haltung  des  ganzen  Körpers  bis  auf  etwaige  Rollungen  des  Kopfes, 
Fusses  und  des  Systems  Unterarm  -j-  Hand  um  ihre  bezüglichen 
Längsaxen    zu    erkennen.      Da    alle   diese  Längsaxen    im  Innern    der 
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Körpertbeile  verlaufea,  so  ist  es  unmöglich,  ihre  Lage  im  Räume  für 
die  verschiedenen  Bewegungsphasen  durch  die  Photographie  direct 
exact  zu  bestimmen.  .Man  kann  sich  dieselbe  nur  millelbar  ver~ 
scliaffen  uiit  Hülfe  von  Linien  oder  Puokten,  welche  sich  auf  der 
Ktirperoberfläche  befinden,  oder  welche,  wie  unsere  Geisslkh' sehen 
Rohrenpunkle.  ganz  ausserhalb  des  Körpers  liegen,  aber  starr  mit 
demselben  verbunden  sind.  Nur  solche  Linien  oder  Punkte  sind  filr 
die  Photographie  erreichbar. 

Um  die  Ableitung  der  räumlichen  Coordinalen  der  Gelenkmitlel- 
punkle  aus  den  zu  den  (lEissLBR'schen  Röhrenpunklen  gehürendea 
Coordinaten  zu  ermöglichen,  hallen  wir  den  Röhren  die  schon  oben 
angedeutete  Stellung  zu  den  einzelnen  Körperabschnillen  gegeben. 
Die  den  beiden  Hüftgelenken  entsprechenden  leuchtenden  Punkte 
waren  so  gewählt  worden,  dass  ihre  Verbindungslinie  durch  die 
Hüflgelenkmitten  hindurchging.  Desgleichen  waren  die  zu  den 
Schul terge lenken  gehörenden  Punkte  auf  den  Oberarmröhren  so  mar- 
kiert worden,  dass  ihre  Verbindungslinie  so  genau  wie  möglich  die  I 
Mitten  der  Humerusköpfe  traf  Für  alle  anderen  Gelenke  waren  die 
leuchtenden  Punkte  so  nach  aussen  verlegt  worden,  dass  bei  der 
Normalstellung  des  Körpers  ihre  Verbindungslinie  mit  der  zugehörigen 
Gelenkmilte  senkrecht  auf  der  .Medianebene  des  Körpers  stand. 
Ausserdem  waren  überall  die  AbsKinde  der  Röhrenpunkte  von  den 
Mitten  ihrer  Gelenke  gemessen  worden,  so  gut  sieb  das  von  aussen 
unter  Hinzuziehung  eines  Skelets  von  den  Proportionen  des  Versuchs- 
individuums machen  liess.  In  der  Vergleichung  der  durch  die 
Coordinatentabellen  gegebenen  Horizontalprojectionen  der  Bahncurven 
zweier  demselben  Gelenke,  aber  verschiedenen  Seiten  des  measch- 
lichen  Körpers  angehörenden  Rührenpunkte  hatte  man  ein  Mittel,  die 
direct  gemessenen  Abstände  hinterher  zu  controlieren  und,  wo  es 
nothwendig  schien,  etwas  zu  verbessern. 

Die  den  thatsüclilicheii  Verhältnissen  am  meisten  entsprechend 
erscheinenden  Abslände  der  Röhrenpunkte  und  zugehörigen  Gelenk- 
mitlelpunkte  waren  folgende: 
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Die  Ungenauif^keit,  mil  welcher  diese  Abstände  naturgemäss  be- 
hüftel  sind,  machl  die  bei  den  Messungen  erzielte  Genauigkeil  nlchl 
illusorisch.  Denn ,  da  die  Bewegungco  der  einzelnen  KOrpertheile 
beim  Gehen  nahezu  alle  einer  Verticalebene,  nämlich  der  Gangebene, 
parallel  verlaufen,  so  wird  z.  B.  ein  Punkt  der  Knieaxe,  welcher 
einige  Centinieter  von  der  Mitte  des  Kniegelenkes  entlernt  liegt,  doch 
mit  grosser  Annäherung  eine  Curve  beschreiben,  welche  der  Bahn 
der  Gelenkmitle  congruenl  ist,  und  welche  nur  um  den  betreffenden 
Abstand  weiter  von  der  Gangebene  abliegt.  Auf  die  Geslalt  der 
Bahncurve  und  auf  die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen,  mil 
welchen  dieselbe  durchlaufen  wird,  kummt  es  aber  vor  allen  Dingen  an. 

Aus  diesem  Grunde  sind  die  Ifahncurven  von  den  Mittelpunkten 
der  Ellbogen-,  Hand-,  Knie-  und  Fussgelenke  direet  congruenl  den 
Curvea  der  entsprechenden  Hührenpunkle  angenommen  und  dieselben 
nur  um  den  beslinuuten  Abstand  der  Gangebene  näher  gerückt  wor- 
den. Es  blieb  auch  gar  nichts  anderes  Übrig,  da  man  diesen  Ge- 
lenken immer  nur  einen  einzigen  leuchtenden  Punkt  zugeordnet  hatte. 

Günstiger  war  man  bei  den  Schulter-  und  U Ungelenken  gestellt. 
Hier  war  es  möglich,  unter  Benutzung  der  Coordinaten  beider 
Schulterpunkte,  bezüglich  beider  Huftpunkte  die  wahren  Bahncurven 
der  Gelenkmittelpunkte  mit  grOsster  Genauigkeit  festzustellen.  Dabei 
war  noch  besonders  der  Umstand  von  grossem  Nutzen,  dass  die  Ent- 
fernung der  Huftgeienkmilten  absolut  und  die  der  Schultergelenk- 
mitten bei  den  in  Frage  kommenden  Bewegungen  der  Arme  wenig- 
stens sehr  nahe  constant  ist. 

Bevor  die  Ableitung  der  räumlichen  Coordinaten  der  Gelenk- 
mittelpunkte vorgenommen  wurde,  musste  das  bisher  verwendete 
Coordinatensystem  noch  einer  kleinen  Verlegung  unterworfen  weiden, 
und  zwar  aus  folgendem  Grunde. 

Wir  halten  beabsichtigt,  die  Wahl  desselben  so  zu  (reffen,  dass 
die  eine  Coordiualenaxe  (X-Axe)  die  Gangrichtung  besass.  Dies  lässt 
sich  nicht  mit  genügender  Genauigkeit  vor  dem  Versuche  erreichen. 
Denn  es  ist  sehr  schwer,  genau  in  einer  bestimmten  Richtung  zu 
gehen.  Die  Gangrichtung  wird  immer  etwas  von  der  vorgeschrie- 
benen abweichen,  wenn  das  Versuchsindividuum  ganz  ungezwungen 
gehen  soll.  Dies  war  denn  auch  thatsSchlich  bei  allen  drei  Versuchen 
der  Fall. 
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Den  kleinen  Winkel,  um  welchen  die  Richtung  des  Ganges  von. 
der  vorher  festgelegten  Richtung  der  J-Axe  abgewichen  ist,  kandi 
man  leicht  durch  Aufzeichnen  der  XT- Protection,  d.  h.  also  der  An-*! 
sieht  von  oben  der  Bewegungscurven  der  einzelnen  leuchtendeai 
Punkte  bestimmen. 

Man  kauD    dabei  von    verschiedenen  Gesichtspunkten    ausgeben^ 

Das  Einfachste  wäre,  die  Richtung  zu  ermitteln,  in  welcher  dia 
verschiedenen  Spuren  ein  und  desselben  Fusses  auf  einander  folgen.. 
Dies  setzt  voraus,  dass  der  Fuss  jedesmal  wieder  in  genau  derselbea 
Weise  auf  den  ttoiten  aufgesetzt  worden  ist.  Es  ist  aber  sehr  leicbtj 
möglich,  dass  einmal  derselbe  einen  Centimeler  weiter  nach  innen 
oder  aussen  gebracht  worden  ist,  als  das  vorhergehende  Mal,  ohne 
dass  der  Oberkörper,  und  vor  allen  Dingen  der  Gesammtschwerpunkl 
diese  geringe  seillielie  Excursion  mitgemacht  hat.  Beim  Gehen  auf' 
unebenem  Boden  tritt  dieser  Fall  oft  ein.  Da  die  Bewegung  des 
Gesammlschwerpunktes  in  viel  grösserem  Maasse  durch  die  Bewegung] 
des  Oberkörpers  als  durch  die  eines  Beines  bestimmt  wird,  so  geht 
man  sicherer,  wenn  man  die  Forlbewegungsrichlung  eines  Punktes 
am  Rumpfe  oder  am  Kopfe  feststellt.  Genau  genommen  müsste  man 
eigentlich  die  Bewegung  des  Gesammtschwerpunktes  selbst  zu  diesem 
Zwecke  aufsuchen.  Dies  lüsst  sich  aber  vorläufig,  so  lange  man  Dur^ 
die  Bewegung  der  leuchtenden  Punkte  an  der  Aussenseile  des  Kör- 
pers, noch  nicht  aber  die  der  Gelenkmiltelpunkle  im  Innnern  des- 
selben kennt,  noch  nicht  durchfuhren. 

Aus  diesem  Grunde  ist  zur  Bestimmung  der  Bewegungsrichtui^i 
beim  I.  Versuch  die  Bahn  des  Kopfpunktes  und  beim  II.  und  III.  Ver- 
such die  des  Mittelpunktes  der  Huflaxe  verwendet  worden. 

Der  Kopfpunkt  beschreibt  in  seiner  Projection  auf  die  verticale 
Gangebene  (XY- Ebene),  wie  man  schon  aus  den  Photographien 
erkennt,  eine  Wellenlinie.  Es  bietet  aber  auch  die  Projection  seina- 
Bahn  auf  die  Horizon talebene  (XF-Ebene)  infolge  periodischer  seit^ 
lieber  Schwankungen  des  ganzen  Rumpfes  und  Kopfes  die  Gestalt 
einer  Wellenlinie  dar.  Die  Richtung  der  beiden  mehrfachen  Tan- 
genten dieser  horizontalen  Wellenlinie  ist  die  Richtung  des  GaDge& 
Genau  dasselbe  gilt  bei  Benutzung  des  Mittelpunktes  der  Huftaxe. 

Die  Aufzeichnung  der  Horizontalprojection  der  Bahn  des  Kopf« 
punktes   auf   einen   entsprechend  grossen  Bogen  von  Millimeterpapiei 
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in  natürlicher  Grösse  ergab,  dass  beim  I.  Versuch  die  Gang- 
richtung von  der  festgelegten  Richtung  der  positiven  X-Axe  um  einen 
Winkel  von  1^21'  in  der  Richtung  des  Uhrzeigers,  von  oben  gesehen, 
abgewichen  war.  Dieser  Winkel  lässt  sich  bis  auf  Minuten,  ja  sogar 
bis  auf  Bruchtheile  von  Minuten  genau  messen,  da  man  die  Linie, 
deren  Richtung  man  bestimmen  will,  in  einer  Länge  von  ca.  2  m 
aufgezeichnet  hat.  Man  liest  zu  diesem  Zwecke  die  Coordinaten 
j?i,  ifi  und  J?2,  ^2  zweier  ca.  2  m  von  einander  entfernter  Punkte  P^ 
und  P^  (Fig.  13)  dieser  Linie  ab  und  berechnet  dann  den  Winkel, 
welcher  in  Figur  13  mit  «  bezeichnet  ist,  mit  Hülfe  der  bekannten 
Relation 


V2 

tangf  =  ~ 


!/i 


»JLo 


X, 


Es  ergab  sich  beim  I.  Versuch  für  tang  e  der  Werth  0,02356, 
woraus  der  obige  Winkel  resultirt. 


^3LAxe 


Fig.  -13. 


Für  eine  exacte  Analyse  der  Gehbewegungen  ist  es  zweck- 
mässig, dass  man  sich  zunächst  eine  Projection  der  Bewegungscurven 
auf  die  Gangebene  verschafft,  und  dann  untersucht,  in  welcher  Weise 
die  einzelnen  Curven  von  dieser  Ebene  abweichen.  Um  durch  das 
räumliche  Coordinatensystem  eine  genaue  Projection  auf  die  Gang- 
ebene ohne  Weiteres  zu  vermitteln,  ist  es  aber  erforderlich,  dass  die 
eine  Coordinatenebene  (XZ- Ebene)  genau  parallel  der  Gangebene 
verläuft  oder,  mit  anderen  Worten,  dass  die  eine  Axe  (X-Axe)  genau 
die  Gangrichtung  besitzt,  um  dies  zu  erreichen,  macht  es  sich 
nöthig,   das   bisher   verwendete  Coordinatensystem    um   die  verticale 
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Z-Axe  durch  den  Winkel  e  in  der  Richtung  des  Uhrzeigers  zu  drehen. 
Die  jr-Coordinaten  behalten  dabei  ihre  Werthe  bei,  während  die 
horizontalen  x-  und  y-Coordinaten  sich  ändern.  Die  dieser  Drehung 
entsprechenden  Transformationsformeln  leitet  man  auf  folgende 
Weise  ab. 

Die  beiden  horizontalen  Axen  des  neuen,  durch  die  Drehung 
entstandenen,  Coordinatensystems  seien  mit  X-Axe  und  Y'-Axe  und 
die  ihnen  entsprechenden  Coordinaten  beziehungsweise  mit  x'  und 
y'  bezeichnet    (Fig.  14).      Dann    bedeutet    die   Coordinate    OA  =:  af 


^JCAxe 


Fig.  U. 


eines  Punktes  P,  welcher  im  alten  Coordinatensystem  die  Coordi- 
naten OA  =  X  und  AP  =  y  besitzt ,  die  Projection  des  Linienzuges 
OAP  auf  die  J'-Axe,  wie  man  aus  der  Figur  erkennt.  Die  Projec- 
tion von  OA  auf  die  J-Axe  hat  die  Grösse  x  cos  e,  die  ent- 
sprechende Projection  von  AP  die  Grösse  y  sin  e.  Die  Projeetioa 
von  A.  auf  die  X'-Axe  fällt  zwischen  0  und  A';  deshalb  ist  OA' 
oder  X  die  Summe  dieser  beiden  Projectionen,  also 


X  =  X  cos  6  -}-  y  sin  £  . 


(36) 


Die  y'- Coordinate  AP  oder  OA"  des  Punktes  P  ist  ferner  gleich 
der  Projection  des  gebrochenen  Linienzuges  OAP  auf  die  Y'-Axe. 
Da  nun  die  Projection  von  A  auf  die  Y'-Axe  ausserhalb  OA"  fallen 
würde,  wie  man  leicht  aus  der  Figur  erkennt,  so  ist  y*  gleich  der 
Differenz    der  Projectionen    von  AP  und  OA   auf  die  Y-Axe.     Die 
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erstere  hat  den  Werth  y  cos  «,  die  letztere  den  Werth  j?  sin  «,  da- 
her ist 

y  =  y  cos  €  —  j?  sin  ^  •  (37) 

Fügt  man  diesen  beiden  Relationen  noch  die  fUr  z  geltende 

z'  =  z  (38) 

hinzu,  so  hat  man  die  drei  Formeln,  welche  die  ursprünglichen 
Coordinaten  eines  jeden  Punktes  des  Raumes  in  die  Goordinaten  des 
durch  die  Drehung  entstandenen  Systems  überführen. 

Da  €  =  1^21', 

so  ist 

cos  €  =  0,99972         und         sin  e  =  0,02356  , 

und  die  Formeln  nehmen  die  besondere  Gestalt  an: 

x'  =  0,99972  .  X  +  0,02356  .  j/,| 

y'  =  0,99972  .  y  —  0,02356  .  x\  (39) 

z   =  z  .  J 

Die  sämmtlichen  in  der  (nicht  mitgetheilten)  Tabelle  A  nieder- 
gelegten räumlichen  Goordinaten  der  Röhrenpunkte  für  den  I.  Versuch 
sind  nun  von  mir  dieser  Transformation  unterworfen  worden.  Da 
auf  dieselben  noch  weitere  Transformationen  angewendet  wurden,  so 
sollen  die  Resultate  wieder  nicht  in  extenso  mitgetheilt  werden,  um 
den  Umfang  der  Arbeit  nicht  unnöthig  zu  vergrössern.  Die  ent- 
sprechende Tabelle  sei  kurz  mit  Tabelle  A'  bezeichnet.  Die  Auf- 
zeichnung der  sich  aus  diesen  Coordinaten  ergebenden  horizontalen 
(J'  Y')-Projectionen  sämmtlicher  Bahncurven  bestätigte  zunächst,  dass 
nunmehr  die  Gangrichtung  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe 
identisch  war.  Sie  förderte  aber  gleichzeitig  das  Resultat  zu  Tage, 
dass  die  Axe  der  Wellenlinie  des  Kopfpunktes  noch  nicht  mit  der 
X-Axe  selbst  zusammenfiel,  sondern  in  einer  Entfernung  von  zu- 
f^liger  Weise  gerade  1,00  cm  nach  der  negativen  Seite  der  Y'-Axe 
zu  parallel  mit  der  X -Axe  verlief.  Um  diesen  Unterschied  noch  aus- 
zugleichen, machte  es  sich  daher  nöthig,  noch  das  ganze  Goordi- 
natensystem  einer  Parallelverschiebung  von  1,00  cm  in  der  Richtung 
der  negativen  Y'-Axe  zu  unterwerfen. 
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Bevor  diese  weitere  Coordinatentransformation  ausgeführt  wurde, 
sind  aus  den  Coordinaten  x,  y\  z  der  (nicht  mitgetheilten)  Tabelle  A', 
welche  zu  Punkten  der  GEissLER'schen  Röhren  gehören,  die  räumlichen 
Coordinaten  der  Gelenkmittelpunkte  im  Innern  des  menschlichen  Kör^ 
pers  in  der  oben  angedeuteten  Weise  abgeleitet  worden. 

Für  die  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Schultergelenk-  und 
Hüftgelenkmittelpunkte  waren  dabei  insbesondere  folgende  Gesichts- 
punkte massgebend. 

Wenn  man  ganz  allgemein  aus  den  Coordinaten  x^^  j/'^,  z^  und 
^69  Vh^  H  zweier  Punkte  A  und  B  des  Raumes  die  Coordinaten  x\  y\  z 
eines  Punktes  P  der  Verbindungslinie   von  A   und  B  ableiten   will. 


A'    t-XlAxe 


Fig.  4  5. 


SO  ist  es   von    Yortheil,    sich  zunächst  die   Winkel    zu    verschaffen, 

welche  die  Richtung  der  Verbindungslinie  BA  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  drei  Coordinatenaxen  bildet.  Bezeichnet  man  diese  drei 
Winkel  mit  a,  /?,  y  ""^d  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  A  und  B 

mit  c,  so  besitzt  die  Projection  B' A  der  Strecke  BA  auf  die  JT-Axe 

=  x\  ist,  so 


(Fig.  1 5)  die  Länge  e  •  cos  a .     Da  OA  =  (c^  und  OB' 

ist  andererseits  B' A  =  x'  — x^.     Man  hat  daher  die  Relation: 


cos  a  =  X, 


Xy 


(40) 
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Beachtet  man  noch,  dass  die  Entfernung  e  mit  den  Coordinaten  der 
Punkte  A'  und  B(  durch  die  Beziehung: 


e^  =  {x^  —  x,y  +  (yj  —  y[y  +  {z^  —  z,) 
zusamnienhängt,  so  folgt  fUr  cos  a  der  Werth : 


(41) 


cos  a 


X. 


Xi 


V(x;  -  x,f  +  (y;.  -  y,Y  +  (zl 
und  entsprechend  für  die  anderen  Winkel 


«'fc)- 


cos  ß  =: 


Vc 


Vb 


Vi^'a  —  1^?  +  iy'i  —  y'if  +  (*«  —  4)' 


cos  y  ^ 


VK  —  ^'^r  +  (j/a  —  y;)'  +  K  -  <r  J 


(42) 


Diese  drei  Cosinus,  welche  man  die  Richtungscosinus  der  Ver- 
bindungslinie BA  nennt,  sind  bei  allen  31  Phasen  sowohl  für  die 
Verbindungslinie  der  beiden  Schulterpunkte  als  der  beiden  Hüftpunkte 
berechnet  worden.  Der  Punkt  A  ist  dabei  immer  als  der  rechten, 
der  Punkt  B  als  der  linken  Eörperseite  angehörend  genommen  worden. 
Da  diese  Werthe  zugleich  die  Richtungscosinus  der  Verbindungslinie 
der  Schultergelenkmittelpunkte  als  auch  der  Hüftgelenkmittelpunkte 
oder,  wie  dieselben  kurz  genannt  sein  mögen,  der  Schulterlinie 
und  der  Hüftlinie  darstellen,  so  sind  ihre  Werthe  für  den  I.  Ver- 
such in  der  folgenden  Tabelle  7  niedergelegt  worden.  Aus  den- 
selben lassen  sich,  worauf  erst  später  näher  eingegangen  werden 
soll,  die  Bewegungen  der  Schulter-  und  Hüftlinie  während  des  Ganges 
ohne  Weiteres  erkennen. 
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Tabelle  7. 

L  Versuch. 

Richtungscosinus   der 

Nr. 

s 

chulterliuie 

Hüftlinie 

Nr. 

cos  a 

cos  ß 

cos  / 

cos  a 

cos  ß 

cos  y 

i 

+ 

0,0324 

+  0,9998 

—  0,0042 

—  OjOÖW^) 

+  0,9965 

—  0,U06 

1 

i 

+  0, 

0275 

+  0,9995 

-0, 

0069 

+  0,0005 

+  0,9949 

—  0,1047 

2 

3 

+ 

0. 

,0217 

+  0,9995 

-0, 

,0085 

+  0,0500 

+  0,9955 

—  0,0829 

3 

4 

+ 

0. 

,0187 

+  0,9998 

-0, 

^0129 

+  0,0924 

+  0,9934 

—  0,0689 

4 

5 

+ 

0, 

,0124 

+  1,0000 

—  0 

,0078 

+  0,1160 

+  0,9912 

—  0,0620 

5 

6 

+ 

0, 

,0029 

+  0,9998 

—  0 

,0007 

+  0,1240 

+  0,9898 

—  0,0699 

6 

7 

0. 

,0069 

+  0,9998 

+  0 

,0036 

+  0,1162 

+  0,9896 

—  0,0901 

7 

8 

^MM 

0. 

,0157 

+  0,9998 

+  0 

,0031 

+  0,1091 

+  0,9874 

—  0,1161 

8 

9 

0 

,0221 

+  0,9995 

—  0 

,0009 

+  0,1152 

+  0,9853 

—  0,1258 

9 

10 

^^^ 

0 

,0272 

+  0,9995 

—  0 

,0057 

+  0,1223 

+  0,9858 

—  0,1187 

10 

11 



0 

,0161 

+  0,9991 

—  0 

,0100 

+  0,1353 

+  0,9843 

—  0,1119 

11 

12 

+ 

0, 

,0016 

+  0,9998 

—  0 

,0145 

+  0,1215 

+  0,9887 

—  0,0853 

12 

13 

+ 

0, 

0152 

+  0,9995 

—  0 

,0164 

+  0,0914 

+  0,9935 

—  0,0681 

13 

14 

+ 

0. 

,0250 

+  0,9995 

0 

,0100 

+  0,0676 

+  0,9947 

—  0,0553 

44 

15 

-h 

0. 

,0377 

+  0,9993 

+  0 

,0016 

+  0,0271 

+  0,9970 

—  0,0722 

15 

16 

+ 

0: 

,0538 

+  0,9986 

+  0. 

,0107 

—  0,0260 

+  0,9965 

—  0,6^^7/ 

46 

17 

+ 

0, 

,0656 

+  0,9973 

+  0 

,0167 

—  0,0608 

+  0,9921 

—  0,1079 

17 

18 

+ 

0. 

,0719 

+  0,9971 

+  0 

,0147 

—  0,0796 

+  0,9908 

—  0,1088 

18 

19 

+ 

0, 

,0837 

+  0,9975 

+  0 

,0125 

—  0,0828 

+  0,9913 

—  0,1004 

19 

id 

+ 

0, 

,0904 

+  0,9957 

+  0 

,0125 

—  0,0906 

-t-  0,9918 

—  0,0882 

20 

21 

+ 

0, 

,0946 

+  0,9954 

+  0 

,0140 

—  0,1093 

+  0,9916 

—  0,0673 

24 

22 

+ 

0, 

,0930 

+  0,9954 

+  0 

,0145 

—  0,1300 

.  +  0,9896 

—  0,0546 

22 

23 

+ 

0, 

,0862 

+  0,9961 

+  0 

,0115 

—  0,1360 

+  0,9887 

—  0,0571 

23 

24 

+ 

0, 

,0696 

+  0,9973 

+  0 

,0164 

—  0,1537 

+  0,9856 

—  0,0691 

24 

25 

+ 

0. 

,0545 

+  0,9982 

+  0 

,0185 

—  0,1273 

+  0,9878 

—  0,0873 

25 

26 

+ 

0: 

,0440 

+  0,9989 

+  0 

,0155 

—  0,1059 

+  0,9900 

—  0,0982 

26 

27 

+ 

o! 

,0338 

4-  0,9993 

+  0 

,0083 

—  0,0794 

+  0,9924 

—  0,1429 

27 

28 

+  0. 

,0171 

-4-  0,9998 

—  0 

,0027 

0,0402 

+  0,9926 

—  0,1127 

28 

29 

— 

0 

,0027 

+  0,9998 

—  0 

,0117 

—  0,0059 

+  0,9929 

—  0,0900 

29 

30 

— 

0 

,0199 

+  0,9993 

—  0 

,0145 

+  0,0265 

+  0,9971 

—  0,0692 

30 

31 

— 

0 

,0321 

+  0,9993 

—  0 

,0105 

+  0,0387 

+  0,9968 

—  0,0635 

34 

Mil  Hülfe   dieser   Ricbtungscosinus   lassen    sich    nun   leicht    die 
Coordinaten  x\  y\  i  eines  Punktes  P  der  Verbindungslinie  BA  be- 


K)  Die  schräg  gedruckten  Zahlen  dieser  und  späterer  Tabellen  sind  nicht  direct  aus 
der  Messung,  sondern  unter  Zuhülfenahme  der  anderen  Zahlen  durch  Interpolation  ge- 
funden worden. 
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rechnen^  wenn  man  enlweder  den  Abstand  a  desselben  von  A  oder 
seinen  Abstand  b  von  B  kennt.  Liegt  P,  wie  in  Fignr  15,  zwischen 
B  und  j4,  so  hat  man  zu  diesem  Zwecke  nur  jede  der  drei  Coordioaten 
des  Punktes  A,  beziehungsweise  B,  um  die  Projeclion  der  Strecke 
PA,  beziehungsweise  BP,  auf  die  betreffende  Coordinalenaxe  zu 
verinindern,  beziehungsweise  zu  vermehren,  Ist  P'  beispielsweise  die 
Projeclion  von  P  auf  die  X-Axe,  so  ist 

ÖF  =  0A  —  FJ     oder     ÖF  =  ÖF  -f-  IfP'. 

Da  die  Strecken  PA  und  BP  dieselben  Richtungscosinus  besitzen, 
wie  BA,  so  folgen  daraus  entweder  die  Formeln: 


X  =  Xa  —  a .  cos  « 
y'  =V\  —  a.cos,? 
z'  ^  zj  —  a.cosy  J 

x'  ^^  x\  -\-  b  .  cos  a 
^  =  y\  -^  b.cos,i 
z'  =  z\  -j-  b.cosr  ■ 


(43) 


(") 


Die  beiden  Arten  der  Berechnung  einer  jeden  Coordinate  geben 
eine  Controle  für  die  Rechnung  ab. 

Nach  diesen  Formeln  sind  nun  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte 
von  den  Schulter-  und  Hüftgelenken  berechnet  worden. 

Was  zunächst  die  Schultergelenkmitlen  anlangt,  so  sind  zur  Be- 
rechnung der  Goordinaten  der  rechten  Seite  die  ersten  Formeln,  für 
die  linke  Seite  dagegen  die  zweiten  Formeln  verwendet  worden. 
Es  war  dabei  als  Punkt  A  der  GEissLEs'sche  Röhrenpunkt  der  rechten 
Seite  und  als  B  der  der  linken  Seile  aufgefassl  worden.  Bezeichnet 
man  die  Goordinaten  des  rechten  Gelenkmitlelpunktes  mit  x,,  y,,  z',, 
die  des  linken  Gelenkmittelpunktes  mit  x, ,  y, ,  z]  und  beachtet,  dass 
nach  den  directen  Messungen  (Seile  236)  der  Abstand  a  =  4,5  cm 
uad  der  Abstand  b  =  5,5  cm  betrug,  so  lauten  die  speciellen  Formeln 
fUr  den  rechten  Schultergelenk-Mittelpunkt: 


I 


x',  ^^  x„  —  4,5. cos cc  1 

Vr   ^   Va    i)5  .COS/S 


(»«) 


■  4, 5.  COS  y  J 
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und  für  den  linken  Schultergelenkmittelpunkt: 

Xi  :=  JTj  -[-  5,5  .  Qos  a  \ 

y'i  =  y'b  +  5,5.  cos /?    ,  (46) 

h  =  h  +  5,5. COS y  J 

wobei  für  den  I.Versuch  die  Werthe  von  cos«,  cos/J,  cosy  aus 
dem  ersten  Theil  der  Tabelle  7  und  die  Werte  von  x^^  i/'^,  z^; 
^69  Vb^  h  aus  der  durch  die  Drehung  des  Coordinatensystems  um 
den  Winkel  e  entstandenen  (nicht  mitgetheilten)  Coordinatentabelle  A' 
zu  entnehmen  waren.  Auch  die  Resultate  dieser  Berechnung  sollen, 
da   sie   noch    nicht  das  Endziel  darstellen,   nicht  angeführt  werden. 

Die  entsprechenden  Formeln  für  die  Hüflgelenkmittelpunkte 
würde  man  erhalten,  indem  man  die  Abstände  11|^cm  und  12:^- cm 
für  a  und  b  einsetzt  und  unter  x^^  y^,  z^  und  a?'^,  j/i,,  z[  die  Co- 
ordinaten  der  beiden  leuchtenden  Hüftpunkte  versteht.  Diese  For- 
meln sind  jedoch  nicht  beide  zur  Verwendung  gekommen. 

Es  ist  zweckmässig,  bei  der  Ableitung  der  Coordinaten  der 
Hüftgelenkmitten  dem  Umstände  Rechnung  zu  tragen,  dass  die  Ent- 
fernung derselben  absolut  constant  ist.  Es  kann  dies  dadurch  ge- 
schehen, dass  man  für  beide  Gelenke  von  derselben  Seite  ausgeht. 
Da  die  Bahncurve  des  linken  Hüftpunktes  von  etwaigen  Fehlern, 
welche  durch  das  plötzliche  Aufsetzen  des  Beines  auf  den  Boden 
bedingt  sein  konnten,  wenigstens  in  der  Mitte  des  zur  Messung 
herausgegriffenen  Bewegungsabschnittes  frei  war,  weil  sich  zu  dieser 
Zeit  das  linke  Bein  in  Schwingung  befand,  so  wurde  diese  für  die 
Rechnung  verwendet.  Als  Entfernung  der  beiden  Hüflgelenkmitten 
hatte  sich  bei  der  directen  Messung  mit  der  Annäherung,  welche  man 
überhaupt  erreichen  konnte,  17  cm  herausgestellt.  Daher  war  in 
Anbetracht  des  Abstandes  von  12,25  cm  des  linken  Gelenkmittel- 
punktes von  dem  linken  Röhrenpunkte  (Seite  236)  die  Entfernung  des 
rechten  Hüftgelenkmittelpunktes  von  dem  linken  Röhrenpunkte 
12,25  +  17  cm  =  29,25  cm.  In  Folge  dessen  erhielt  man  zur  Ab- 
leitung der  Coordinaten 

für  den  rechten  Hüftgelenkmittelpunkt: 

x^  =:  x'i,  -j-  29,25.  cos a  j 

yr  =  yl  +  29,25.  cos/?  (47) 

::,.  =  z[  J^  29,25  .cosy  J 
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und  für  den  linken  Höftgelenkmittelpankt: 

Xi  =  x\  +  12,25. cos«  ] 

Vi  =  yt+  1 2,25.  cos /?,  (48) 

z\  z=z  z[  -^  12,25.cosy  j 

wobei  für  den  1.  Versuch  die  Werthe  der  Richtungscosinus  aus  dem 
zweiten  Theile  der  Tabelle  7  zu  entnehmen  sind  und  die  x'i,,  yj,,  z^ 
die  Coordinaten  des  leuchtenden  Punktes  an  der  linken  Hüfte  be- 
deuten. 

Auch  die  aus  diesen  Formeln  erhaltenen  Resultate  sollen  in  der 
jetzigen  Form  noch  nicht  mitgetheilt  werden. 

Was  nun  die  Coordinaten  der  Mitten  vom  Ellbogen*,  Hand-, 
Knie*  und  I.  Fussgelenk  anlangt,  so  stimmen  die  x'  und  z  mit  den 
entsprechenden  Coordinaten  der  zugeordneten  Röhrenpunkte  ttberein, 
und  es  {Indern  sich  nur  die  f/-Coordinaten  um  die  auf  Seite  236  an- 
gegebenen Abstände  der  beiden  zugehörigen  Punkte.  Unter  Veiv 
Wendung  ganz  entsprechender  Bezeichnungen  wie  bisher  hat  man 
demnach  folgende  Formeln 

für  den  Mittelpunkt  des  rechten  Ellbogengelenks:  y^  =37], —  5,5  (49) 

für  den  Mittelpunkt  des  linken  Ellbogengelenks:  y\  =  y\  -\-  5,5  (50) 

für  den  Mittelpunkt  des  rechten  Handgelenks:  y\  =  ya  —  3  (51 ) 

für  den  Mittelpunkt  des  linken  Handgelenks:  y]  =  y),  4~  ^  (^^) 

für  den  Mittelpunkt  des  rechten  Kniegelenks:  y'r  =  y«  —  8,5  (53) 

für  den  Mittelpunkt  des  linken  Kniegelenks:  y\=y[-^  9,5  (54) 

für  den  Mittelpunkt  des  rechten  I.  Fussgelenks:  y^:=zy\  —  5,5  (55) 

für  den  Mittelpunkt  des  linken  I.  Fussgelenks:  y)  =  y^  +  6,5,  (56) 

wo  die  ija  und  y\  aus  der  (nicht  mitgetheilten)  Coordinatentabelle  A' 
zu  entnehmen  sind,  welche  durch  die  Drehung  des  Coordinatensystems 
um  den  Winkel  €  entstanden  ist. 

Endlich  waren  noch  die  räumlichen  Coordinaten  von  Punkten 
des  menschlichen  Körpers  abzuleiten,  welche  nicht  in  die  Mitte  eines 
Gelenks  fielen.  Es  waren  dies  der  Scheitelpunkt  des  Kopfes, 
die  Schwerpunkte  der  beiden  Füsse  und  die  Fussspitzen. 

Die  directe  Messung  hatte  ergeben,  dass  der  Scheitelpunkt  des 
Kopfes  3  cm  unterhalb  und  4  cm  hinter  dem  an  dem  GEissLERSchen 
Kopfröhrchen  markierten  Punkte  lag.  Bezeichnet  man  mit  x^,^  y\^  z\ 
die   Coordinaten  dieses  Röhrenpunktes   und   mit   Xqj  y^,  Zq  die   des 

Abbaudl.  d.  E.  S.  Gesellsch.  d.  Wisscnieh.  XIXT.  48 

> 


W,  BHAOnE    DNP    0.  FlSCHEB, 

Kopfscheilels,    so    ergeben    sich    uoter  der  Voraussetzung,    dass   derl 
Kopf  beim  Geben  keine  wesentlichen  Beugungen  vorwärts  und  rück- 
wärts erfahren  hat,  folgende  Formeln: 

für  den  Kopfscheitelpuakt:      ' 


Xa  =  X^  ■ 

y^  =  y\ 


Da  bei  gerader  Hallung  des  Kopfes  der  Schwerpunkt  desselbeaj 
vertical  unter  dem  Scheitel  und  zwar  in  einer  Entfernung  von  10  cdd 
lag,  wie  die  directe  Messung  der  Kopfdimensionen  des  Versuch»J 
individuums  im  Vergleich  zu  früheren  Befunden  Über  die  Lage  desl 
Kopfschwerpunkles')  ergab,  so  erhalt  man  aus  den  Coordinaten  desl 
Rührenpunktes  unter  der,  allerdings  nicht  streng  beim  Gehen  vep-1 
wirklichten  Annahme  fortwährend  gerader  Haltung  des  Kopfes,  ver-J 
mittelst  folgender  Formeln  die  Coordinaten  x„  y',,  z. 


des  Kopfschwerpunktes 


X,  ^  j't  —  4 

y\  =  '.h 

<  =  s.  —  1 3 


Der  dem  Schwerpunkt  des  Fusses  zugeordnete  Punkt  der  Geisslbr-^ 
sehen  Fussröhre  lag  beim  rechten  Fuss  5  cm  und  beim  linken  6  cm 
lateralwärts  vom  Schwerpunkt,  und  das  vordere  Ende  der  FussröhraJ 
verlief  rechts  in  einer  Entfernung  von  1  cm,  links  von  3,5  cm  nach-j 
aussen  von  der  Fussltlngsaxe.  Dabei  entsprach  der  letztere  nichtJ 
genau  der  Fussspitze,  sondern  einem  Punkte  der  Fusslängsaxe,  wet-l 
eher  ca.  3  cm  hinter  der  Spitze  lag;  trotzdem  soll  dieser  Punkt  kurif 
mit  »Fussspitze«  bezeichnet  sein. 


I)  W.  BaAII^B  und  0.  Fiscbed,  lieber  dea  Schwerpualct  des  menschlichSB J 
Körpers  mil  Rücksicht  auf  die  Ausrüstung  des  deulschea  Infanteristen.  Abtiand-^ 
lungen  der  matheinntisch- physischen  Klasse  der  Königl.  Slichs.  GeseElachnft  der 
Wissonschanen.     Bd.  XV,    Nr.  VII. 
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In  Folge  dessen  erhält  man  noch  folgende,  allerdings  nur  an- 
nähernd richtige  Formeln  zur  Bestimmung  der  y-Coordinate 

für  den  rechten  Fusssch werpunkt :  y\  =  y^  —  5  (59) 

für  den  linken  Fussschwerpunkt :     yl  =  j/l,  +  ^  (60) 

für  die  rechte  Fussspitze:  y^=z  y^  —  1  (61) 

für  die  linke  Fussspitze:  y\  =.  y[  -f-  3,5  ,        (62) 

während  die  x'-  und  z'-Coordinate  ihre  Werthe  beibehalten. 

Alle  die  genannten  Coordinatentransformationen  sind  nicht  allein 
ausgeführt  worden;  sie  wurden  verbunden  mit  einigen  Parallel- 
verschiebungen des  Coordinatensystems ,  damit  die  Coordinaten  auf 
viele  Fragen  unmittelbar  Antwort  geben  konnten.  Es  würden  natürlich 
auch  die  auf  ein  ganz  beliebig  im  Räume  gelegenes  System  bezoge- 
nen Coordinaten  die  genügende  Unterlage  für  die  Analyse  des  ganzen 
Bewegungs Vorganges  abgeben.  Man  müsste  aber  im  Allgemeinen  viel 
mehr  rechnen,  um  gewisse  Resultate  zu  Tage  zu  fördern.  Hat  man 
dagegen  von  vornherein  die  ganze  Bewegung  auf  ein  für  den  spe- 
ciellen  Fall  besonders  zweckmässiges  Coordinatensystem  bezogen,  so 
erhält  man  theils  viele  wichtige  Resultate  ohne  alle  weitere  Rech- 
nung, theils  reduciert  sich  die  zur  Ableitung  bestimmmter  Resultate 
erforderliche  Rechnung  auf  ein  Minimum.  Es  wird  so  die  Mühe 
mehrfach  vergolten,  welche  aufgewendet  werden  musste,  um  den 
Bewegungsvorgang,  welcher  zunächst  in  einem  beliebigen  Coordinaten- 
system dargestellt  worden  ist,  auf  ein  zweckmässigeres  System  zu 
beziehen. 

Um  die  relative  Bewegung  der  einzelnen  Gelenkmittelpunkte  in 
Bezug  auf  die  Gangebene  unmittelbar  aus  den  Coordinaten  zu  er- 
halten, musste,  wie  schon  früher  auseinandergesetzt  worden  ist,  das 
ganze  Coordinatensystem  noch  1  cm  parallel  der  Y'-Axe  verschoben 
werden;  dies  bedingt  eine  Vergrösserung  sämmtlicher  y'-Coordinaten 
um  i. 

Um  die  Erhebungen  der  Gelenkmittelpunkte  über  dem  hori- 
zontalen Fussboden  ohne  Weiteres  zur  Anschauung  zu  bringen,  ist 
es  nöthig,  die  horizontale  X  Y -Ebene  parallel  nach  unten  bis 
zum  Fussboden  zu  verlegen.  Da  der  bisherige  Coordinatenanfangs- 
punkt  90  cm  über  dem  Fussboden  lag,  so  wird  durch  diese  Ver- 
schiebung eine  Vergrösserung  sämmtlicher  Z'- Coordinaten  um  90 
erforderlich. 
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Endlich  bietet  es  einen  gewissen  Yortheil  für  die  Rechnung, 
wenn  man  das  Coordinatensystem  so  legt,  dass  die  ganze  Bewe* 
guug  auf  ein  und  derselben  Seite  der  verticalen  FZ'- Ebene  abläuft. 
Dies  ist  dadurch  zu  erreichen,  dass  man  das  Coordinatensystem  um 
eine  genügend  grosse  Strecke  in  der  der  Gangrichtung  entgegen- 
gesetzten Richtung  zurückschiebt.  Dadurch  wird  eine  Yergrösserung 
der  a;'-Goordinaten  bedingt.  Beim  I.  Versuch  genügte  es  für  die  zur 
Messung  herausgegriffenen  31  Bewegungsphasen,  das  System  um 
120  cm  zurückzuschieben.  Es  mussten  in  Folge  dessen  alle  j;-Co- 
ordinaten  um  120  vermehrt  werden. 

Verbindet  man  schliesslich  diese  drei  Coordinatenyerschiebungen 
mit  allen  früheren  Transformationen,  welchen  die  in  Tabelle  A  nieder- 
gelegten räumlichen  Coordinaten  der  GEissum'schen  Röhrenpunkte 
successiv,  von  der  Drehung  des  Coordinatensystems  um  den  Winkel  € 
angefangen,  unterworfen  worden  sind,  so  erhält  man  die  folgenden 
Coordinatentransformationen ,  welche  die  Coordinaten  der  Röhren* 
punkte  direct  in  die  Coordinaten  der  Gelenkmittelpunkte,  der  Schwer- 
punkte von  Kopf  und  Fuss,  des  Kopfscheitels  und  der  Fnssspitze 
überführen.  Zur  Unterscheidung  sind  dabei  die  Coordinaten  der 
Tabelle  A  in  Klammer  geschlossen  und  mit  den  Indices  r,  l  oder  o 
versehen  worden,  je  nachdem  die  ROhrenpunkte,  denen  sie  zugehören, 
auf  der  rechten  oder  linken  Seite  oder  in  der  Medianebene  des 
Körpers  liegen. 

Mittelpunkt  des  rechten  Schultergelenks: 

X  =  [j?J  •  coB^  -f-  [yj  •  sin«  —  4,5  •  cos«  +  120 

y  =  [Vr]  •  cos«  —  [a?J  •  sin«  —  4,5  •  cos/?  +  1      }•        (63) 

z  ==  [Zr]  —  4,5  •  cosy  +  90 

Mittelpunkt  des  linken  Schultergelenks: 

X  =  [xi]  •  cos€  +  [yi]  •  sin«  +  5,5  •  cos«  +  120 

y  =  [yi]  -cos«  —  [xi]  •  sin  «  +  5,5  •  cos/S  +1      }  •       (64) 

z  =  [zi]  +  5,5  -cosy  +  90 

Mittelpunkt  des  rechten  Ellbogengelenks: 

X  =  [x^]  •  cos«  -f-  [yj  •  sin«  -}-  120 

y  —  [yr]  •  cos  «  —  [x^  .  sin  «  —  4,5    }  •  (65) 

z  =  [z,]  +  90 
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Mittelpunkt  des  linken  Ellbogengelenks: 

X  :=  [x^  •  cos«  +  [yJ  •  sin«  +  120  | 

y  =  [yi]  -cos  £  —  [xi]  •  sin  £  +  6,5    >  •  (66) 

^  =  M  +  90  J      ' 

Mittelpunkt  des  rechten  Handgelenks: 

X  =  [x^]  •  cos  «  +  [yj  •  sin  £  -f-  120  ] 

y  =  [y^] .  cosfi  —  [x^]  •  sin«  —  2        1  •  « (67) 

Z    =   [Zr]  +90  J 

Mittelpunkt  des  linken  Handgelenks: 

X  =  [xi] '  cos  €  +  [yi]  •  sin  £  -["  120  j 

y  =  [y^]  -cos«  —  [xi]  •  sin  6  -f-  4       V  (68) 

z  =  M  +  90  I 

Mittelpunkt  des  rechten  Hüftgelenks^): 

X  =  [xi\ '  cosf  +  [yj    sin«  +  29,25  •  cos«  +  120 

y  =  [yj  .  cos£  —  [x^    sin«  4-  29,25  •  cos/J  +1       }  •   (69) 

z  =  [zi]  +  12,25  .  cosy  +  90 

Mittelpunkt  des  linken  Hüftgelenks: 

X  =  [xi] '  cos«  +  [yi]  •  sin«  -f-  12,25  •  cos«  +120 

y  =L  [yj  -cos«  —  [x^  -sin«  +  12,25  •  cos/J  +1      }  •  (70) 

z  =  [zi]  +  12,25  .  cosy  +  90 

Mittelpunkt  des  rechten  Kniegelenks: 
X  =  [xj  •  cos«  +  [t/J  •  sin«  +  '120  | 
y  =  [Vr] '  cos«  —  [Xr]  -sin«  —  7,5    \  •  (71) 

z  =  [z,]  +  90  ) 

Mittelpunkt  des  linken  Kniegelenks: 

X  =  [xi]  •  cos  «  +  [t/J  •  sin  «  +  1 20  | 

y  =  [yi]  •  cos«  —  [x^] .  sin«  +  1 0,5  I  •  (72) 

z  =  [zj  +  90  I 

Mittelpunkt  des  rechten  I.  Fussgelenks: 
X  =  [x^]  •  cos«  +  [t/J  •  sin«  +  120    | 
y  =  [yj  -cos«  —  [Xr]  -sin«  —  4,5       •  (73) 

z  =  [z,]  +  90  ) 


0  Es  ist  zu  beachlen,  dass  die  Coordinalen  des  rechten  Hüftgelenk- 
Mittelpunktes  aus  den  Coordinaten  des  Hüftpunktes  der  linken  Oberschenkelröhre 
abgeleitet  worden  sind. 
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Mittelpunkt  des  linken  I.  Fussgelenks: 

X  =  [xi]  •  cos  «  +  [t/J  •  sin  €  +  120 

y  =  [yi\  -cos«  —  [x;\ .  sin«  +  7,5    }  •  (74) 

z  =  [zj  +  90 

Schwerpunkt  des  rechten  Fusses: 

X  =  [Xr]  •  C0S6  +  [yj  •  sin«  -|"  ^20 

y  =  [yr]  -cos«  —  [xj  -sin«  —  i      }  •  (75) 

z  =[z,]  +  90 

Schwerpunkt  des  linken  Fusses: 

X  =  [xi\  •  cosfi  +  [yi]  •  sin«  +  120 

y  :=  [t/J  .  cos«  —  [xi]  •  sin«  +  ?       \"  (76) 

z  =  [zi]  +  90 

Rechte  Fussspitze^): 

X  =  [x^]  -cos«  +  [yr]  •  sin«  +  120 

y  =  [yr]  •  cos«  —  [Xr]  •  sin«  }•  (77) 

^    =  [^r]   +    90 

Linke  Fussspitze: 

X  =  [xi]  •  cos «  +  lyi\  •  sin  «  +  120 

y  =  [yi]  -cos«  —  [a?,] .  sin«  +  4,5   }  •  (78) 

z  =  [zi]  +  90 

Scheitelpunkt  des  Kopfes: 

X  =  [x^  •  cos«  +  [y«]  •  sin «  +  116 

y  =  [yo]  •  cos«  —  [a;J.  sin«  +  1        }-  (79) 

z  =  [zj  +  87 

Schwerpunkt  des  Kopfes: 

X  =  [x^]  •  cos «  -[-  [yj  •  sin  ß  -f-  116 

y  =  [yo]  '  cos«  —  [x,] .  sin«  +  1       } .  (80) 


4)   Genauer:   Punkt  der  Fussl'ängsaxe  3  cm  hinter  der  Spitze. 


Des  Gako  drs  Mkhschbn.    I.  Trbil. 

Alle  diese  Formeln  gellen  zunächst  für  den  1.  Versuch.    In  ihnen  isl 

cosf— 0,99972     und     sin  t  =  0,02356 

zu  setzen;  die  Wcrthe  der  in  den  Formeln  für  die  Schultergelenk- 
und  Huflgelenk-Mitlelpunkle  aultretenden  Grössen  cos«,  cos^  und  cosy 
finden  sieb  in  Tabelle  7  auf  Seite  2ii  niedergelegt.  Mit  Ausnahme 
der  Formeln  fUr  den  rechten  Hüflgelenk-Mitteljjunkt  gehören  die  ein- 
geklammerlen  Coordinalen  immer  dem  Punkte  der  GEissLBn'schen  Röhren 
an,  welcher  dem  betreffenden  Gelenkmittelpunkte  zugeordnet  war. 

Für  den  H.  und  lU.  Versuch  erleiden  diese  Formeln  nur  geringe 
Aenderungen. 

Zunächst  besitzt  bei  jedem  der  beiden  anderen  Versuche  natur- 
gemäss  der  Winkel  f  eine  andere  Grösse. 

Für  den  II.  Versuch  halte  sich  ergeben 

langf  =  0,03191. 
Daraus  folgten  als  Werlhe  von  cosf  und  sine 

cos«  =  0,999i9     und     sine  =:  0,03189. 
Der  Winkel  *  selbst  besitzt  die  Grösse 

f  =  in9'39". 
Beim  111.  Versuch  wurde  gefunden 

lange—  0,02974, 


woraus  folgt 

cos*  —  0,99956     und 
und  für  t  die  Grösse 


5  ^  0,02973 


€=  r42'13". 

Es  Bind  also  zunächst  fUr  die  anderen  Versuche  diese  angeführten 
Werlhe  für  cose  und  sine  in  die  Formeln  einzusetzen.  Ferner  halte 
sich  nach  der  Drehung  des  Coordinatensystems  um  den  entsprechen- 
den Winkel  i  und  nach  Aufzeichnung  der  iT-Projeclion  ergeben,  dass 
zwar  die  Gangrichtung  nunmehr  parallel  der  Kichtung  der  positiven 
X'-Axe  lief,  dass  aber  die  Gangebene  beim  II.  Versuch  noch  1,65  cm 
und  beim  III,  Versuch  noch  1,00  cm  nach  der  positiven  Seile  der 
Y'-Axe  von  der  X'Z'-Ebene  entfernt  lag.    Während  beim  ersten  Ver- 
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such  sich  eine  yergrö68eruiig8$ltDmUichery*-CoordiQ^teQ  am  1  oöthig 
machte,  folgt  aus  diesen  Umständen,  dass  die  y-Coordinaten  beim 
IL  Versuch  um  1,65  und  beim  III.  Versuch  um  1  vermindert  werden 
mussten.  Endlich  war  beim  11.  Versuch  die  Y'^'-Ebene  nicht  bloss 
um  ISO  cm,  wie  beim  1.  Versuch  und  111.  Vei^l^ucb,  zurttdkzusohieben, 
damit  der  ganze  Bewegungsvorgtog  sich  auf  derselben  Seite  dieser 
Coordinaten-Ebene  abspielte,  sondern  um  140  cm.  hn  Uiebrigen  waren 
für  die  beiden  letzten  Versuche  die  Coordinäten-Transforiiiationen  genau 
dieselben  wie  beim  ersten. 

In  Folge  dessen  erhält  man  aus  den  Formeln  des  1.' Versuchs  die 
zum  IL  Versuch  gehörenden,  indem  man  ein  Mal  die  veränderten  Wertbe 
von  cos«  und  sin«  berücksichtigt  und  dann  sämmtticben  Formeln  für 
die  a;-Coordinaten  noch  20  hinzufügt,  in  den  sämmtlichen  Formeln 
für  die  y-Coordinaten  dagegen  2,Q5  abzieht. 

Für  den  III.  Versuch  hat  man  nur  in  den  Formeln  für  die  y-Coordi- 
naten  des  I.  Versuchs  2  abzuziehen,  die  2;-Coordinaten  aber  genau 
nach  denselben  Formeln  zu  berechnen  wie  beim  I.  Versuch. 

Selbstverständlich  werden  bei  beiden  Versuchen  die  Richtungs- 
cosinus der  Schulterlinie  und  Hüftlinie  andere  Werthe  besitzen,  die 
sich  in  derselben  Weise  wie  beim  1.  Versuch,  nämlich  mit  Hülfe  der 
Formeln  (42)  auf  Seite  243,  berechnen.  Die  Resultate  dieser  Be- 
rechnung sind  in  den  folgenden  beiden  Tabellen  8  und  9  nieder- 
gelegt worden. 
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IL  Versuch. 


RichluDggc 

osinus  der 

Nr. 

Schulterlinie 

Unftlinic 

Nr. 

OOS« 

CO.. 

res;. 

eo8« 

C08J» 

cosy 

"l 

-  0.0042 

+  0,9996 

4-  0,0325 

-0.13*0 

4-  0,9870 

—  0,0899 

1 

2 

-0,012ä 

-h  0,9995 

4-0,0294 

—  0,0176 

+  0,9900 

-  0,0724 

2 

1  3 

-0,0183 

+  0,9998 

4-  0,0230 

4-  0,II3S.> 

4-  0,99  tS 

-  ö,07oe 

3 

i 

-  0,0279 

+  0,9995 

4-0,0114 

4-  11,0333 

4-  Q,99i9 

-  0,Q759 

* 

5 

-  0,0377 

+  0,9993 

~-  0,0025 

4-  0,0^7/ 

4-  0,9.955 

-  0,0782 

5 

,6 

—  0,0i7b 

4-  0,9989 

—  O,0U1 

4-0,0*85 

4-  0,9966 

—  0,0694 

6 

-7 

—  0,0533 

+  0,998* 

—  0.0172 

4-  0,0701 

4-  0,9956 

—  0,0635 

^8 

—  0,0555 

+  0,998* 

-0,01*1 

4-  0,073* 

4-  0,9944 

—  0,0780 

8 

9 

—  0,0563 

+  0,9982 

-0,012* 

+  0.0662 

4-  0.9923 

—  0,1060 

9 

to 

—  0,0572 

+  0,9982 

-0,0122 

4-  0,0758 

4-  0,9891 

-  0,1254 

10 

)1 

—  0,056* 

+  0,9982 

—  0,0138 

4-  0,0954 

4-  0,9882 

-  0,1210 

11 

*« 

—  0,0476 

+  0,9994 

-0,0143 

4-0,1127 

4-  0,98fi* 

-0,1490 

12 

43 

-  0,0203 

-f-1 

-0,0437 

4-0,1057 

4-  0,9898 

-  0,0977 

13 

U 

+  o,oou 

+  0,9998 

-0.0147 

4-  0,0892 

4-  0,9935 

-  0,0696 

1* 

t5 

+  0,0490 

+  0,9098 

-0,0120 

4-  0,0562 

4-  0,9966 

-0,1024 

15 

u 

-(-  0,0287 

+  0,9996 

-  0.0022 

4-  0,0S94 

4-  0,9959 

-  0,t029 

16 

17 

-h  0,0380 

+  0,9993 

4-0,0106 

—  0,0002 

4-  0,9963 

—  0,0862 

17 

48 

4-  0.0438 

4-0,9991 

4-0,0172 

—  0,05S2 

4-  0,99S9 

—  0,0935 

18 

4» 

+  0,0471 

+  0,9987 

4-  0,0225 

—  0,07  tS 

4-  0,9955 

—  0.0953 

19 

«0 

-H  0,0531 

4-  0,998* 

4-  0,0186 

-  0,0975 

4-  0,9906 

—  0,0975 

20 

S4 

H-  0,0592 

4-  0,9984 

4-  0,0123 

-0.1106 

4-  0,9903 

—  O.OKäU 

21 

S2 

+  0,0658 

4-  0,9980 

4-0,0429 

-0,1288 

4-  0,9898 

—  11,0619 

22 

83 

+  0,0677 

4-  0,9978 

4-0,01*5 

-0,1*46 

-H  0,9881 

—  0,0*99 

23 

ik 

-(-  0,0683 

4-  0,9977 

4-  0,0452 

-0.1*48 

4-0,9881 

-  0,0532 

2* 

i& 

-f  0.0591 

4-0,9982 

-i- 0,0170 

—  0,1602 

4-  0,98*8 

—  0,0674 

25 

s« 

+  0,0*84 

4-  0,9989 

4-  0,0200 

—  0,1305 

4-  0,9875 

-  0,0876 

26 

«7 

+  0,0459 

4-  0,9989 

4-0,0190 

—  0,1 29 J 

4-  0,9865 

-  0,1000 

27 

S8 

+  0.0358 

4-  0,9993 

4-0,0101 

—  0,0765 

4-  0,9853 

—  0,0765 

28 

S9 

+  0,0206 

4-  1 

4-  0,0064 

—  0,0300 

4-  0,9818 

—  0,0594 

29 

80 

+  0,00*9 

-t-  1 

-  0,000* 

—  0,Ö08S 

4-  0,9765 

—  0,&S6S 

30 

34 

-  0,0042 

4-  1 

—  0,0018 

4-  0,0503 

4-  0,97*3 

—  0,0561 

31 
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Tabelle  9. 

III.  Yersnch. 

Richtungscösinus  der 

' 

Nr. 

Schalterlinie 

Httftlinie 

Nr. 

cos  a                    COS  ß 

cos  y 

cos  a 

cos  ß 

cos  y 

1 

—  0,0325 

+  0,9986 

—  0,0394 

—  0,4  009 

+  0,9934 

+  0,0678 

1 

2 

—  0,0290 

+  0,9989 

—  0,0384 

—  0,0842 

+  0,9938 

+  0,0772 

2 

3 

-  0,0269 

+  0,9989 

—  0,0347 

—  0,0652 

+  0,9934 

+  0,0949 

3 

4 

—  0,0240 

+  0,9993 

—  0,0290 

—  0,0483 

+  0,9933 

+  0^1061 

4 

5 

—  0,0224 

+  0,9993 

—  0,0237 

—  0,0379 

+  0,9940 

+  0,<030 

5 

6 

—  0,0242 

+  0,9998 

—  0,0473 

—  0,024  4 

+  0,9955 

+  0,09n 

6 

7 

—  0,0497 

+  0,9998 

—  0,0437 

-  0,0055 

+  0,9968 

+  0,0780 

7 

8 

—  0,0429 

+  1 

—  0,0424 

+  0,0077 

+  0,9975 

+  0,07U 

8 

9 

—  0,0005 

+  < 

—  0,0424 

+  0,0468 

+  0,9975 

+  0,0699 

9 

10 

+  0,04  4  0 

+  i 

—  0,0433 

+  0,0494 

+  0,9966 

+  0,0805 

10 

41 

+  0,0248 

+  0,9993 

—  0,0463 

+  0,0490 

+  0,9946 

+  0,1013 

11 

42 

+  0,0302 

+  0,9995 

—  0,0046 

+  0,0084 

+  0,9929 

+  0,H96 

12 

43 

+  0,0390 

+  0,9994 

0,0000 

—  0,0423 

+  0,9929 

+  0,1 185 

13 

44 

+  0,0489 

+  0,9989 

+  0,0035 

—  0,0334 

+  0,9944 

+  0,1010 

14 

45 

+  0,0554 

+  0,9982 

+  0,0409 

—  0,0484 

+  0,9948 

+  0,0882 

15 

46 

+  0,0577 

+  0,9984 

+  0,0453 

—  0,0556 

+  0,9958 

+  0,0713 

16 

47 

+  0,0595 

+  0,9984 

+  0,0407 

—  0,0584 

+  0,9964 

+  0,0647 

17 

48 

+  0,0634 

+  0,9984 

+  0,0226 

—  0,0582 

+  0,9956 

+  0,0685 

18 

49 

+  0,0698 

+  0,9972 

+  0,0204 

—  0,0524 

+  0,9954 

+  0,0798 

19 

20 

+  0,0744 

+  0,9972 

+  0,04  78 

—  0,064  6 

+  0,9930 

+  0,0963 

20 

24 

+  0,0763 

+  0,9970 

+  0,0475 

—  0,0750 

+  0,9925 

+  0,1081 

21 

22 

—  0,0790 

+  0,9944 

+  0,1054 

22 

23 

+  0,0669 

+  0,9977 

+  0,0009 

—  0,0768 

+  0,9928 

+  0,0924 

23 

24 

+  0,0648 

+  0,9979 

—  0,04  46 

—  0,0739 

+  0,9942 

+  0,0772 

24 

25 

+  0,0564 

+  0,9984 

—  0,0249 

—  0,0677 

+  0,9957 

+  0,0643 

25 

26 

+  0,0454 

+  0,9964 

—  0,0334 

—  0,0645 

+  0,9964 

+  0,0623 

26 

27 

+  0,0322 

+  0,9986 

—  0,0377 

—  0,0508 

+  0,9956 

+  0,0785 

27 

28 

+  0,0223 

+  0,9994 

—  0,0364 

—  0,0400 

+  0,9948 

+  0,0923 

28 

29 

+  0,04  52 

+  0,9995 

—  0,0290 

—  0,0330 

+  0,9943 

+  0,1012 

29 

30 

+  0,04  04 

+  0,9995 

—  0,0244 

—  0,0228 

+  0,9936 

+  0,1106 

30 

34 

+  0,0035 

+  0,9998 

—  0,0453 

—  0,04  87 

+  0,9938 

+  0,1109 

31 
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Alle  TraDSformatioDsfornieln  sind  ausfuhrlich  angeführt  worden, 
um  jederzeit  eine  Controle  der  eödgUltigen  ilesullale  auch  ohne  Eia- 
blick  io  die  im  Archiv  deponierlen  RechouDgen  zu  ermöglichen.  Die 
in  den  foigeaJen  Tabellen  10,  H  und  12  aufgezeichneten  de&nitivea 
räumlichen  Goordinalea  der  Gelenkmittelpunkle  u.  s.  w.  sind  nicht  mit 
Hülfe  dieser  resuUirenden  Formeln  berechnet  worden,  sondern  es 
Bind  in  der  für  den  I.  Versuch  ausfuhrlich  dargelegten  Weise  die  ein- 
zelaeo  Transformationen  successive  auf  die  Coordinalen  der  Tabellen 
A,  B  und  C  angewendet  worden.  Da  die  Zwischeoresultale  nicht 
mitgetheilt  worden  sind,  um  den  Umfang  der  Arbeit  nicht  noch  mehr 
zu  vergrössern,  so  war  es  um  so  mehr  nothwendig,  die  Formeln  mit- 
zutheilen,  welche  alle  die  successiven  Transformationen,  denen  eine 
Coordinate  unterworfen  werden  musste,  in  eine  einzige  zusammenfassen. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  beim  Ili.  Versuch  ao  den 
Stellea,  an  welchen  der  rechte  Huftpunkt  durch  den  Unterarm  ver- 
deckt war,  die  Coordinaten  desselben  aus  den  Coordinalen  des  Knie- 
punktes und  eines  zweiten  auf  der  Oberschenkelrühre  liegenden  Punktes 
nach  Formeln  analog  den  Formeln  (43)  und  (4i)  berechnet  worden 
sind.  Dabei  wurde  in  Rechnung  gezogen,  dass,  wie  sich  aus  den 
Lagen  der  Oberschenkehöhre  ergab,  in  welchen  alle  drei  Punkte  der- 
selben gemessen  werden  konnten,  der  Abstand  des  Punktes  im  Innern 
der  Rühre  von  dem  Kniepuukt  sich  zu  dem  Abstand  des  EiUftpunktes 
vom  Kniepunkt  verhielt  wie  1  : 3,93fi. 

In  den  folgenden  drei  Tabellen  sind  nun  die  raumlichen  Coordi- 
nalen der  Gelenkmittelpunkte,  des  Schwerpunktes  vom  Fuss,  der 
Fussspitze  und  des  Kopfscheitels  fUr  alle  drei  Versuche  zusammen- 
gestellt worden.  Gleichzeitig  finden  sich  die  Coordinaten  von  den 
mittel  punkten  der  Schulter  und  Hüftlinie  vor.  Dieselben  stellen  die 
arithmetischen  Mittel  der  zu  derselben  Bewegungsphase  gehörenden 
Coordinaten  beider  Schultergelenk-  beziehungsweise  beider  Hüftgelenk- 
Mittelpunkte  dar.  Die  Cooidinalen  des  Kopfschwerpunkles  sind  da- 
gegen nicht  mit  in  die  Tabellen  aufgenommen  worden,  da  sie  bei 
der  oben  angeführten  Art  ihrer  Ableitung  nicht  sicher  genug  sein 
Vöaoen. 
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ia  diesen  CoordinaleotabelleQ  sind  dud  inipUcite  alle  Eiazelheiten 
des  Bewegungsvorgaoges  enthalLeii.  Sie  bilde»  daher  die  Unterlage 
für  die  Lösung  aller  Probleme,  welche  sich  in  irgend  welcher  Hinsicht 
auf  das  beim  Gang  des  Menschen  befolgte  Bewegungsgeselz  beziehen, 
soweit  fUr  dieselben  die  gemachten,  vereinfacheDden  Annabnien  über 
die  Zusammensetzung  des  menschlichen  Kürpcrs  aus  einzelnen  starren 
Massen  gestaltet  sind.  Sie  vermitteln  beispielsweise  die  Kenntniss  der 
räumlichen  Bahncurven  nicht  allein  für  die  Gelenkmitlelpunkte,  sondera 
auch  für  andere  racchaniscii  wichtige  Punkte,  wie  die  Einzelschwe^- 
punkte  der  Gliederabschnitte  und  den  Gesamratschwerpunkt,  —  sie  er- 
möglichen die  Bestimmung  der  Richlungsünderung  der  Längsaseo  der 
einzelnen  Glieder,  ferner  der  relativen  Bewegung  benachbarter  Körper- 
iheile,  und  damit  der  Gclenkbewegungen  —  sie  gestallen  die  Ableitung 
der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen,  mil  welchen  die  ver- 
schiedenen Punkte  des  menschlichen  Körpers  ihre  Bahnen  durchlaufen 
und  lassen  in  Folge  dessen  Schlüsse  auf  die  bewegenden  Kräfte  im  Innern 
des  Körpers  zu  u.  s.  w.  —  sie  sind  also  geeignet,  in  den  verschiedenstett 
Richtungen  unsere  Kenntniss  des  menschlichen  Ganges  zu  erweitera, 

Die  Resultate  werden  nun  zwar  zunächst  sich  nur  auf  den 
Gang  unseres  Versuchsindividuums  beziehen.  Wenn  auch  jeder 
Mensch  seine  besondere,  für  ihn  charakteristische  Art  zu  gehen  hat, 
die  oll  als  Erkennungsmerkmal  dient,  so  kann  doch  der  verschiedene 
Charakter  des  Ganges  zweier  Menschen  nur  auf  geringen  quantitativen 
Unterschieden  beruhen,  welche  in  erster  Linie  durch  etwas  verschiedene 
Dimeusionen  der  Knochen,  etwas  abweichende  Gestaltung  der  Gelenk- 
flilchen  und  vor  allen  Dingen  durch  verschiedene  Masseuvertheüung 
im  Körper  bedingt  siud.  Die  Folge  und  Ait  der  gleich  zeitigen  Be- 
wegung der  einzelnen  Körperabschnitte  ist  bei  allen  Menschen  dieselbe. 
So  fuhrt  z.  B.  bei  allen  Individuen  der  Humpf  während  des  Gehens 
gewisse  Schwankungen  und  Veixlrchungen  aus;  dieselben  sind  wohl 
ijuantitativ  verschieden,  nicht  aber  qualitativ.  Es  giebt  Menschen, 
welche  ihre  Schultern  und  ihre  Hüften  sehr  stark  verdrehen,  so  dass 
man  diese  Bewegungen  deutlich  aus  der  Ferne  wahi'nehmen  kann, 
und  es  giebt  Menschen,  welche  Schultern  und  Hüften  verhäUnissoiassig 
ruhig  beim  Gehen  hallen,  so  dass  mau  ihre  Verdrehungen  nur  in  der 
Nahe  genau  beobachten  kann.  Die  .\i't  der  angedeuteten  Schuller- 
und   Hüftbewegungen  ist  aber  bei  diesen  wie  bei  jenen  ganz  dieselbe. 
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Scbulterlinie  und  iluftlinie  drehen  sich  um  eine  verticaie  Axe  immer 
nach  der  Seite  des  vorschvvingenden  Armes  oder  Beines.  Selbst  Be- 
weguni<en,  welche  nicht  unbedingt  für  die  Locomotion  erforderlich 
sind,  wie  z.  B.  die  Schwingungen  der  Arme,  reihen  sich,  wenn  sie 
nicht  unterdrückt  worden  sind,  in  ganz  bestimmter  Weise  den  Be- 
wegungen der  andeien  Körpertheile  na.  So  schwingt  stets  der  Arm 
mit  dem  Bein  der  anderen  Seite  gleichzeitig  nach  vorn.  Manche 
Menschen  bringen  es  Uberliaupl  nicht,  die  meißlen  aber  nur  bei  grosser 
UebuDg  fertig,  längere  Zeit  in  der  Weise  zu  gehen,  dass  Arm  und 
Bein  derselben  Seite  immer  gleichzeitig  nach  vorn  schwingen.  Eine 
solche  Bewegungsfolge  der  Glieder  wird  aber  von  dem  Gehenden 
selbst  als  aussergewühnlich  anstrengend  und  von  jedem  Beobachter 
als  unnatürlich  empfunden. 

So  dürften  denn  die  Resultate,  welche  die  Coordinalenlabellen 
zu  Tage  fordern,  nicht  bloss  individuelle  Gültigkeit  besitzen,  sondern 
die  typischen  Gesetze  erkennen  lassen,  nach  welchen  die  Bewegungen 
der  Glieder  beim  Gange  des  Menschen  stattQnden.  Sie  werden  anderer- 
seits vermulhlich  die  Mittel  an  die  Hand  geben,  die  geringen  Unter- 
schiede, welche  jedem  Gange  sein  charakteristisches  Gepräge  verleiben, 
quantitativ  zu  bestimmen.  — 

Durch  die  Coordinatentabellen  sind  nun  manche  Fragen  unmittel- 
bar beantwortet;  es  wird  sich  dann  nur  darum  handeln  können,  die 
Antwort  in  eine  anschauliche  Form  zu  kleiden.  Zur  Erledigung  anderer 
Aufgaben  wird  sich  dagegen  noch  eine  weitere  Umformung  oder  eine 
besondere  mechanische  Interpretation  des  gewonnenen  Zahlenmaterials 
erforderlich  machen.  Die  Fülle  der  Probleme,  fdr  deren  Losung  die 
in  den  Tabellen  niedergelegten  Coordinatenwerthe  die  empirischen 
Grundlagen  bilden,  ist  so  gross,  dass  man  dieselben  im  Bahmen  einer 
Abhandlung  unmöglich  alle  behandeln  kann.  Es  sollen  daher  vor- 
laufig nur  solche  Resultate  herausgegriffen  werden,  welche  sich  ent- 
■  weder  unmittelbar  oder  doch  wenigstens  ohne  grosse  Rechnung  dar- 
bieten. Dieselben  sollen  sich  in  erster  Linie  auf  die  Gestalt  der  Bahnen 
bezieben,  «elcbe  die  verschiedenen  Gelenkmittelpunkle  beschreiben, 
ferner  «ollen  sie  die  Bewegungen  und  Deformationen  von  KOrper- 
f^iscbnitlen ,  wie  des  Rumpfes,  des  Kopfes,  zum  Gegenstand  haben, 
soll  sieb  dabei  auch  nur  um  die  geometrische  Seite  der  Bewegung 
bandeln.  Die  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungent 
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die  Ermittelung  der  Bewegung  der  Einzelschwerpunkta  und  des  Ge^ 
saroml Schwerpunktes,  die  Ableitung  der  Kräfte,  welche  inoerhalb  und 
ausserhalb  des  menschlichen  Körpers  thätig  sein  müssen,  um  den  in 
allen  Einzelheiten  durch  die  CoordinatentabelleD  festgestelUen  Be- 
wegungsvorgang zu  erzeugen,  und  andere  wichtige  Probleme  sollen  , 
den  Gegenstand  spttter  erscheinender  Abhandlungen  bilden. 


Die  Bahncurven  der  Gelenkmittelpunkte, 

des  Kopfscheitelpunktes,   des  Fusaschwerpunktes  und 

der  Fiissspitze. 

Die  Bahncurven  der  Gelenkmittelpunkte,  des  Koplsclieitelpunktes. 
des  Fussschwerpunktes  und   der  Fussspitzen  sind  durch  die  Coordi- 
naten  ohne  Weiteres  bekannt.     Ks  sind  durchweg  doppelt  gekrümmte  i 
Curven;  sie  lassen  sich  daher  nicht  in  eine  Ebene  einzeichnen.     Um 
sich  eine  genügende  Vorstellung  von  ihrem  Verlaufe  im  Baume  bilden 
zu  können,  sind  mindestens  ihre  Projeclionen  auf  zwei  verschiedeoe, 
nicht   parallele  Ebenen    erforderlich.     Die   Coordinalen    ergeben  nun 
unmittelbar  die  Projectionen  auf  die  drei  Coordinatenebenen,    indem 
immer  je  zwei  der  drei   raumlichen  Coordinateu   die  ebenen  Coordi- 
naten  einer  Projection  darstellen.     Man  kann  daher  die  Projeclioneo 
sammtlicher  Bahncurven  auf  die  Cooidinatenebcnen  direct  aufzeichnen.  J 
Bei  unserer  Wahl  des  Coordinateosystenis  liefern  die  x-  und  M^ooi^J 
dinale  die  Projection  auf  die  Gangebene   oder  die  Protilansicht,   die  ' 
X-  und  )/-Coordinate    die  Projection   auf  den  horizontalen  Fussboden 
oder  die  Ansicht  von  oben,  und  die  y-  und  z-Coordinate  die  Projection 
auf  die   zur  Gangebene   senkrechte  Verticalebene  oder   die   Frontat* 
ansieht  des  Bewegungsvorganges.      Die  letztere  Projection,  d.  h.  difl 
Ansicht  von  vorn   oder  hinten,  bietet  deshalb  kein  sehr  klares  Biklgl 
weil    die  Bewegungen    parallel   der  Frontalebene  zu  wenig  ausgiebig  j 
sind.     Die  Projeclionen  auf  die  Gangcbene  und  die  Horizontalebene  I 
eignen  sich  besser  zu  einer  Veranschaulichung  des  Bewegungs Vorganges,  J 
weil  in  ihnen  der  grüssere  Abstand  der  successiven  Bewegungsphasen  1 
in  der  Gangrichlung  zur  Geltung  koaimt. 
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•  Tafel  X  giebt  diese  beidea  Projeclionen  für  den  i.  Versuch  in 
tV  nalUrlieher  Grösse  und  Tafel  XI  dieselben  für  den  II.  Versuch,  so 
)dass  man  in  der  Lage  ist,  die  beiden  registrierten  Bewegungsvorgäoge 
jnil  einander  zu  vergleichen  und  sich  von  der  in  die  Augen  springen- 
ilen  Uebereinstimmung  zu  überzeugen.  Die  entsprechenden  Projec- 
-tionen  für  den  III.  Versuch,  welcher  sich  auf  das  Gehen  des  belasteten 
üenschen  bezieht,  sind  nicht  wiedergegeben  worden,  weil  die  durch 
die  Belastung  hervorgerufenen  Abweichungen  zu  gering  sind,  als  dass 
>ie  bei  dem  kleinen  Maassslabe  der  Zeichnungen  in  genügender  Deut^ 
Uchkeit  hervortreten  könnten.  Es  sind  vielmehr  die  hauptsächlichsten 
Unterschiede,  welche  die  Resullate  des  letzten  Versuches  gegenüber 
idenen  der  beiden  anderen  Versuche  darbieten,  durch  besondere  Fi- 
:^ren  in  grösserem  Massslabe  crlüulerl  worden  (vgl.  z.  B.  Tafel  XIII 
«md  XIV). 

I  Auf  den  Tafeln  X  und  XI  linden  sich  nun  nicht  allein  die 
«ticcessiven  Stellungen  der  einzelnen  Geleakmillelpunkte  u.  s.  w.  aa- 
.|;egeben,  sondern  es  sind  auch  durch  Verbinden  dieser  Stellungen  die 
coatinuirlichen  Bahncurven  hergestellt  worden.  Der  Kopfschellelpunkt, 
die   beiden    Schullergelcnkmitlelpunkte    und    die   beiden   Hultgelenk- 

Imiltelpuakte  sind  zum  Unterschied  von  den  anderen  Punkten  mit 
JUeinen  Kreisen  umgeben  worden,  von  denen  jeder  fünfte  stärker 
Ausgezogen  ist,  wie  die  anderen.  Die  Einzelschwerpunkle  der  Kasse 
fiiad  durch  kleine  Sternchen  markirt  worden.  Da  die  Bahoen  der 
•Band-  und  Fussgelenke  anders  gezeichnet  worden  sind  als  die  der 
übrigen  Gelenke,  so  kann  man  bei  jeder  Extremität  die  Bahncurven 
der  drei  Gelenkmittelpunkte  leicht  auseinander  halten.  Denn  wie 
,die  Kniegelenk-  und  Ellhogengelenkbahnen  von  den  Fussgelenk-  und 
Handgeienkbahnen  dadurch  in  der  Zeichnung  unterschieden  sind,  dass 
mit  Ausnahme  der  31  gemessenen  Stellungen  ununterbrochen 
'laufen,  so  kann  man  andererseits  die  Uüflgebnk-  und  Schulter- 
lenkcorven  sofort  daran  erkennen,  dass  die  gemessenen  Stellungen 
lit  kleinen  Kreisen  umgeben  sind. 

Um  auch  den  Wechsel  in  der  Gestalt  und  Haltung  der  Extremi- 

'Ulen   zur  Darstellung  zu   bringen,    sind  die  Längsaxen   der  Gheder- 

ichnilte    durch    Verbinden    der    entsprechenden   Gelenkmiltelpunkte 

lingezeichnet  worden.     Beim  Fuss  findet  sich  nicht  die  Langsaxe  vor, 

ndern  das  Stück  des  grüssten  Durchmessers  desselben,  welches  sich 
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zwischen  dem  Schwerpunkte  des  Fusses  und  einem  noch  3  cm  liinlerl 
der  Fussspilze   liegenden  Punkte   erstreckl.     Die   Hacke   isl    in  FolgeJ 
dessen  auf  dei'  Itückvvärts Verlängerung  dieser  Strecke  zu  suchen,  niulJ 
zwar   in    einer   KnlCernung,    welche   ungefähr  \  der  aufgezeichnete»-! 
Lunge    beträgt.     Die  Fussspilze    Hegt  dagegen    auf  der  Verlängerung  1 
cach  vorn  in  ungefähr  -f  der  von  dem  grössten  Fussdurchmesser  vor- 
handenen I^nge.     Es  mag  ausdrucklich  hervorgehoben  werden,  dass  1 
diese  in  die  Figur  eingezeichneten  geraden  Linien  durchaus  nicht  die  1 
Lagen  der  beim  Versuch  verwendeten  GEissLBH'schen  Röhren  darstellen,.' 
sondern  diejenigen  der  im  Innern  der  Glieder  liegenden  Langsliniea. ' 
Um  die  zu  derselben  Bewegungsphase  gehörenden  Stellungen  der  ver-J 
schiedenen  Gliederabschnille  leichter  übersehen  zu  können,  ist  wie  bei  dei 
kleinen  Kreisen  der  Hüftgelenk-  und  Schultergelenkmiltelpunkte  jed»l 
fünfte  Stellung  einer  LUngslinie  durch  stärkeres  Ausziehen   derselbenl 
markirt  worden.     Dadurch  ist  man  in  die  Lage  versetzt,  ohne  Mühe  die^ 
Nummer  der  31  aufeinander  folgenden  Phasen  anzugeben,  so  dass  diesd 
Nummern    im  Interesse    der  Klarheit   der  Bilder   fortgelassen    werden 
konnten.     Es  darf  selbstverständlich  darin  kein  Unterschied  zwischeo 
den  Resultaten  des  1.   und  II.  Versuchs  gefunden  werden,    dass    die-J 
stärkeren  Linien  beider  Figuren   sich  nicht  entsprechen.      Dies    rtlhrt  , 
allein    daher,    dass   die    Anfangsphase  des   fUr   die    Messung  heraus- 
gegriOenen    Theiles    des    Bewegungsvorganges    in    beiden    Versuchen 
nicht  genau   dieselbe   isl.      Es  entspricht  ungefähr  die  zweite  Phase  J 
des  zweiten  Versuchs  der  ersten  Phase  des  eisten  und  allgemein  diel 
«"Phase  des  zweiten  Versuchs  der  n — 1"*"  Phase  des  zweiten,     lo^l 
folge  dessen  könnte  man  die  Zusammengehörigkeil  der  Phasen  beiderl 
Versuche  dadurch  hervorheben,  dass  man  beim  U.  Versuch  durchwogl 
die  Linien,  welche    zu    einer  Phase  weiter  in  der  Gangiichlung  g&^S 
höret),  starker  ausziehen  vvUrde.     Naturlich  könnte  das  nicht  absuluU^ 
genau  zulreffen;  es  wäre  dies  wenigstens  grosser  Zufall,  da  die  beidenl 
Versuche  vollständig  unabhtlngig  von  einander  angestellt  worden  sind.! 
Es  ist  aber  von  einer  derartigen  Veranschaulichung  der  annähernden 
Zusammengehörigkeit  beider  Phasenreihen  Absland  genommen  worden, 
um    nicht  eine    falsche,    zu  geringe  Vorstellung  von  dem  Grade  der 
Uebereinstimmung   zu    erwecken,    welchen    die    beiden    Rewegungs- 
vorgänge  selbst,  nicht  die  zufällig  fUr  die  Messung  herausgegriffenen 
Phasenreihen,  besitzen. 
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Die  Projection  auf  die  Gaogebene.  oder  die  Ansicht  von  rechts, 
■bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung.  Dagegen  ist  die  Projection  auf 
die  Horizontalebene,  die  Ansicht  von  oben,  weniger  durchsichtig.  Es 
verdecken  steh  namenUich  die  successiven  Siellungen  der  unteren 
Extremitäten  in  einer  Weise,  dass  man  erst  nach  eingehendem  Studium 
der  Figur  eine  klare  Vorstellung  von  der  Bewegung  der  Beine  in 
der  Ansicht  von  oben  erhalt.  Um  dies  zu  erleichtern,  sind  die  Pro- 
jectionen  der  Langsamen  vom  Überschenkel  und  Unterschenkel  beider- 
seits noch  einmal  gesondert  aufgezeichnet  worden.  Die  Horizontal- 
projection  der  Fusslinie  ist  überhaupt  nicht  dem  Gesammtbild  beigefügt, 
sondern  allein  abseits  angegeben  worden.  Unter  Zuhülfenahme  ihrer 
richtig  eingezeichneten  Verlicalprojection  und  der  Horizonlalprojeclion 
des  I.  Fussgelenks  ist  es  nicht  schwer,  dieselbe  in  ihre  richtige  Lage 
im  Gesammtbild  versetzt  zu  denken.  Für  die  Projection  der  oberen 
Extremitüten  ist  ein  besonderes  Hülfsmiltel  zur  Verdeutlichung  nicht 
nOthig.  Dieselbe  ist  an  und  filr  sich  durchsichtig  genug  und  lässt 
ohne  Weiteres  ein  klares  Bild  der  Bewegung  der  Arme  in  der  Ansicht 
von  oben  entstehen. 

Da  es  immerhin  einige  Uebung  erfordert,  um  sich  aus  den  Pro- 
jectionen  auf  zwei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  ein  deutiicbes  Bild 
des  Bewegungsvorganges  im  Baume  verschaffen  zu  können,  habe  ich 
mit  Hülfe  der  Coordinaten  der  Gelenkmittelpunkle,'  des  Kopfscheitel- 
punktes, des  Fussschwerpunktes  und  der  Fussspilze  ein  raumliches 
Modell  angefertigt,  welches  eine  direcle  Anschauung  von  den  Bahn- 
curven  der  einzelnen  Punkte  und  von  der  sich  stetig  ändernden 
fiajtung  des  menschlichen  Körpers  beim  Gange  ermöglicht.  An  diesem 
Modell  ist  die  Gaogebene  durch  eine  dünne  Holzplatte  festgelegt  und 
auf  die  letztere  die  Bewegung  in  derselben  Weise  projicirt  worden, 
wie  es  bei  den  Tafeln  X  und  XI  geschehen  ist.  An  jedem  Punkte, 
welcher  die  Projection  eines  Gelenkmiltelpunktes  u.  s.  w.  darstellt,  ist 
nun  senkrecht  zu  dieser  Holzplatte  bis  zur  Mitte  eine  Nadel  eingelassen 
worden,  deren  LQnge  mit  der  Grösse  der  zugehörigen  j/-Coordinate 
übereinstimmt.  Die  Endpunkte  aller  zu  ein  und  demselben  Gelenk- 
niittelpunkte  gehörenden  Nadeln  legen  auf  diese  Weise  die  doppelt 
gekrümmte  Bahncurve  desselben  im  Baume  lest.  Um  auch  die  Be- 
wegung der  Langsamen  der  einzelnen  Glieder  und  damit  den  Wechsel 
der  Körperhallung  zu  veranschaulichen,  ist  für  jede  Bewegungsphase 
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zwischea  den  beiden  GelenkmiUelpunkteo  eines  Gliedes  ein  Seidep; 
faden  ausgespannt  worden.  Von  diesen  SeidenlUden  besitzt  der  zo" 
jeder  fünften  Phase  gehörende  eine  besondere  Farbe,  damit  man 
leichter  die  zusammengehörenden  Gliederslellungen  für  eine  jede  Be- 
»eguDgspliase  aufGnden  kann.  Das  Modell  ist  in  -,\  natürlicher  Grösse 
au!^gefuhrl. 

Nach  diesem  Vorbild  ist  von  Herrn  Mechaniker  E.  Zimhsriiank  in 
Leipzig  (Erailienstrasse  21)  ein  grosseres  Modell  in  -^  natürlicher  Grösse 
angefertigt  worden.     Die  Platte,  welche  die  Gaogebene  darstelll.  ist  | 


aus  Aluminium  und  durchbrochen  gearbeitet  worden,  damit  mao  siel 
einen  gleichzeitigen  Ueberblick  über  die  Gliederstellungen  auf  beiden 
Körperseiten  verschaffen  kann.  Das  ganze  Modell  iSsst  sich  in  fünf 
Theile  zerlegen.  Der  eine  Theil  trägt  allein  die  Bahncurve  des 
Kopfscheitelpunkles ;  jeder  der  vier  anderen  TheÜe  stellt  die  Be- 
wegung einer  der  vier  Extremitäten  dar.  Figur  16  giebt  die  Ansicht 
dieses  Modells  von  links  und  Figur  17  die  Ansicht  desselben  von  hinten 
wieder.     Das  Modell  entspricht  den  Resultaten  des  1.  Versuchs. 
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Die  beiden  zusammengeliörenden  ProjectioDen  des  Bewegungs- 
vorgaoges  auf  den  Tafeln  X  und  XI  und  .die  Abbildung  des  räum- 
lichen Modells  lüäsen  nun,  bis  zu  einer  gewissen,  durch  den  kleinen 
Maassslab  der  Zeichnung  gesetzten  Grenze,  deutlich  alle  Einzelheiten 
des  Bewegungs  Vorganges  erkennen,  so  dass  eine  weitere  ausfuhrliche 


iclireibung  überflussig  wird.  Es  sollen  daher  im  Folgenden  nur 
einige  Punkte  herausgegriffen  werden,  welche  in  der  Figur  nicht  mit 
genügender  Scharfe  hervortreten. 

Zunächst  macht  es  sich  nJHhig,  einige  Zeitangaben  vorauszuschicken 
und  insbesondere  diejenigen  Phasen  feützustelleo.  welche  die  einzelnen 
Abschnitte  des  Bewegungsvorganges  begrenzen. 
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Beim  I.Versuch  wird  das  rechte  Bein  in  der  10""  Phase  auf 
den  Fussboden  aufgesetzt.  Man  erkennt  dies  leicht,  indem  man  sich 
die  rechiß  Fussünie  von  Nr.  10  nach  lückwilrls  bis  zur  Hacke  ver- 
längert denkt.  Natürlich  können  diese  und  die  folgenden  Zeilangahen 
nur  bis  zu  einer  gewissen  Genauigkeit  richtig  sein.  In  Wirklichkeil 
wird  wahrscheinlich  das  Bein  einen  Moment  spater,  d.  h,  zwischen 
der  Ifl""  und  II'*"  Phase  aufgesetzt.  Wenn  also  auch  für  den  in 
Frage  siehenden  Zeitpunkt  keine  Phase  in  der  Figur  vorhanden  ist. 
so  liegt  derselbe  sicher  doch  näher  dem  Zeilpunkt  der  10"*"  Phase  als 
z.  B.  dem  der  ll'"  Phase.  So  soll  die  Angabe  zu  verstehen  sein, 
dass  bei  Nr.  10  das  rechte  Bein  aufgesetzt  wird.  Der  begangene 
Fehler  kann  nicht  die  Ilalfle  des  Zeitintervalls  betragen,  welches 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Phasen  besieht;  er  muss  also 
kleiner  als  0'038:ÜI,  d.  h.  kleiner  als  0,019  Secunde  oder  abgerundet 
als  der  fünfzigste  Theü  einer  Secunde  sein.  Das  linke  Bein  wird 
darauf  bei  Nr,  23  aufgeselzl.  Infolge  dessen  betragt  beim  I.  Ver- 
such die  Dauer  eines  Schrilles  13  Phasenintervalle  oder  0*i98,  ab- 
gerundet O'ö.  Das  linke  Bein  beginnt  seine  Schwingung  bei  Nr.  12, 
das  rechte  bei  Nr.  25.  Die  Dauer  des  beiderseitigen  AufslUtzens  be- 
tragt daher  0'077,  die  des  Aufslülzens  eines  Beines  1  5  Intervalle  oder 
0'575  und  die  der  Schwingung  eines  Beines  1 1  Intervalle  oder  0'42Ä. 
Die  Schritllünge  betrögt  abgerundet  78  cm. 

Beim  II.  Versuch  findet  Alles  eine  Phase  spater  statt.  Das 
rechte  Bein  wird  bei  Nr.  II,  das  linke  bei  2i  aufgesetzt.  Die 
Schritldauer  ist  also  dieselbe  gewesen,  nUmlich  0'498.  Das  linke 
Bein  fängt  bei  Nr.  1  3,  das  rechte  bei  Nr.  26  an  zu  schwingen.  Daher 
sind  auch  die  Übrigen  Zeitangaben  wie  beim  I.  Versuch.  Die 
Schrittlänge  ist  beim  il.  Versuch  etwas  kleiner,  sie  beträgt  abj 
rundet  nur  77  cm. 

Bei  beiden  Versuchen  erkennt  man  nun  imter  Anderem  Fol- 
gendes: Der  Kopfscheitelpunkt  sowohl  wie  die  beiden  Schulter- 
gelenk- und  die  beiden  Huftgelcnkmittelpunkle  beschreiben  je  eine 
doppell  gekrümmte  Bahn,  welche  in  der  Projection  auf  die  Gangebeoe, 
der  auf  die  Horizonlalebene,  die  Form  einer  nahezu  regel- 
igen Wellenlinie  (Sinuslinie)  besitzt.  Diese  beiden  sollen  als 
«  und  »horizontale«  Wellenlinie  von  einander  unterschieden 


sein.  Die  verticale  Wellenlinie  besitzt  eine  Wellenlange  gleich  der  Schril 


Liie 


IS3] 


Der  Gahg  »es  Mbhscren.     I.  Thbil. 


273 


ItiDge.  Die  Wcllentllage  der  horizonlaleo  Wellenlinie  ist  dagegen  doppelt 
so  gross,  sie  ist  gleich  der  Länge  eines  DoppelschriUes.  Bei  der  verti- 
calen  Wellenlinie  wird  das  Stuck  zwisclien  der  höchsten  Stelle  eines 
Wellenberges  und  der  tiefsten  Stelle  des  darauf  folgenden  Thaies 
immer  in  kürzerer  Zeit  durchlaufen  als  die  kommende  Strecke  vom 
Thal  bis  zur  Bergspitze,  wie  mün  aus  der  Anzahl  der  dazwischen 
liegenden  Bewegungsphasen  erkennt.  Bei  den  horizontalen  Wellen 
wird  dagegen  der  Weg  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Punkten 
grösster  seillicber  Ausweichung  immer  in  merklich  gleicher  Zeil 
zurückgelegt.  So  weit  zeigen  die  Bewegungsbahnen  des  Kopf- 
scheitelpunktes und  der  Schiiltergelcnk-  und  Huftgelenkmiltetp unkte 
gleiches  Verhallen. 

untersucht  man  nun  aber  die  fünf  Wellenlinien  genauer,  so 
stellen  sich  doch  wesentliche  Unterschiede  heraus.  Diese  Unter- 
schiede springen  deutlich  in  die  Augen,  sowohl  bei  den  Bahncurven 
der  beiden  Schultergelenkmittelpunkte,  als  auch  bei  denen  der  beiden 
lluftgelenkmiltelpnnkte.  Man  sieht  auch  ein,  dass  diese  Abwei- 
chungen aus  Bichtungsänderungen  herrühren  müssen,  welche  die 
Schulterlinie  einerseits  und  die  Hüftlinie  andererseits  im  Verlaufe  der 
Bewegung  erfahren.  So  ist  z.  B.  bei  Phase  Nr.  9  des  I.  Versuchs 
und  entsprechend  bei  Nr.  10  des  II.  Versuchs  der  rechte  Huftgelenk- 
mittelpunkl  in  seiner  Bahn  weiter  vom  als  der  linke.  Das  um- 
gedrehte Verhalten  zeigt  sich  bei  1,  22  und  II,  23').  Im  ersten 
Falle  ist  das  rechte  Bein  nach  vorn  und  das  linke  nach  hinten  aus- 
gestreckt, und  die  Hüftlinie  hat  eine  horizontale  Drehung,  von  oben 
gesehen  im  umgekehrten  Sinne  des  Uhrzeigers,  erfahren.  Im  zweiten 
Falle  hat  das  Umgekehrte  stattgefunden.  Dies  ist  jedoch  noch  nicht 
der  einzige  Unterschied  der  beiden  in  Betracht  gezogenen  Fälle. 
Man  erkennt  weiterhin,  dass  bei  1,  9  und  II,  10  der  in  verticaler 
Richtung  geschätzte  Abstand  der  beiden  Huftgeienkmitlelpunkte 
grösser  ist  als  bei  I,  22  und  11,  23.  Im  letzteren  Falle  ist  das  rechte 
Hüftgelenk  dem  linken  nach  oben  hin  näher  geruckt.  Es  muss  sich 
also  die  Hüftlinie   ausserdem    um    eine    der  Gangrichtung   parallele 


i)  Soll  heissen:  Phase  Nr.  SJ  des  I.  Versuchs  und  Phase  Nr.  83  dM  II.  Ver- 
MCbs.  In  der  Folge  sollen  die  Beweg un^sphasen  der  beiden  Versuche  immer  in 
dieser  kurzen  Sclirelbweise  angegeben  werden. 
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Axe  in  der  Weise  geJreht  haben,  dass  das  rechte  Hiiru;elenk  dabei 
gehoben  worden  ist.  Diese  Drehnng  ist  ganz  unabhängig  davon, 
dass  die  Bahnciitve  des  linken  Hurigelenkmittelpunktes  in  beiden 
Figuren  im  Ganzen  höher  liegl  als  die  zum  rechten  Hüftgelenk  ge- 
hörende. Ich  wage  nicht  zu  entscheiden,  ob  dieses  Verhalten  durch 
eine  einseitige  Beckenhaltung  des  Versuchsindividuums  oder  durch 
eine  etwas  abweichende  Einstellung  einer  dcv  beiden  a»  den  Ober- 
schenkeln befestigten  GEissLE»'schen  Rühren  herrührt.  Selbst  wena 
das  letztere  der  Fall  wäre,  so  wurde  doch  der  Fehler,  weicher 
hieraus  l'Ur  die  Gestalt  der  Bahn  des  Hürtgelenkmittelpunktes  und 
Kniegelen kmittelpunktcs  einer  der  beiden  Seiten  resuUiren  mtlsste, 
so  gering  sein,  dass  er  sich  nicht,  trotz  der  erreichten  Genauigkeit 
der  Messung,  wahrnehmen  liesse.  Denn  sowohl  die  linke  Hufl- 
gelenkcurve  als  auch  die  Kniegelenkcurve  ist  mit  grOsster  Ann!4herung  J 
congruenl  der  eutspiechentlen  Curve  der  anderen  Seite  und  Itksst  I 
sich  durch  Zurückschieben  um  eine  Schrittlänge  und  entsprechende  f 
Senkung  mit  dieser  zur  Deckung  bringen. 

Wie  die  beiden  herausgegritTenen  Bewegungsphasen  Unterschiede  | 
in  der  Stellung  der  Uitflgelenke  hervortreten  liessen,  so  zeigen  sieb  | 
auch  Verschiedenheiten    in    den    Lagen    der    beiden    Schultergelenk- 
mittelpunkte.     Nur  liegt  hier  bei  I,  9  und  II,  10  das  linke  Schuller- 
gelenk   und    umgedreht    bei    I,  ii   und    II,  23    das    rechte    Schuller-  1 
gelenk  weiter  nach  vorn.     Dagegen  ist  im  letzten  Falle  wie  an  der  1 
Hüfte    das    Schultergelenk   der   rechten   Seite   gegen    früher  gehoben  ] 
worden,    so  dass  es  zuletzt  höher   als  das  linke  steht,    während  im 
ersten    Falle    das    linke    Gelenk    das    höhere    war.      Dieses    doppelte 
Verhalten    deutet    einerseits    auf    eine     Drehung     der    Schulterlinie 
um    eine  verticale   und   eine    horizontale,   der  Gangrichlimi;  parallele  1 
Axe  bin. 

Wenn  man  nun  auch  den  Erfolg  dieser  Drehungen  der  Hüft-  1 
linie  und  Schulterlinie  an  den  Figuren  auf  Tafel  X  und  \l  deutlich  i 
wahrnehmen  kann,  so  ist  man  doch  nicht  im  Stande,  die  Gesammt-  I 
grosse  und  den  ganzen  Verlauf  dieser  Schwankungen  an  den  Figuren 
mit  genügender  Genauigkeit  zu  verfolgen ,  weil  der  Maassstab  zu  | 
klein  ist. 

Dies   gilt    in   noch   viel   höherem   Maasse    von   den    Bewegungen  ] 
des  Rumpfes    und    Kopfes,    welche  Verschiedenheilen   zwischen   den  ' 
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Bahnen  der  Hu flgelenkmittel punkte  einerseits  und  denen  der  Schulter- 
gelenkmtttelpunkte  andererseits  oder  zwischen  den  letzteien  und  der 
Bahn  des  Kopfscheitelpunktes  bedingen. 

Es  ist  daher  nolhwendig,  sich  eine  noch  eingehondere  Kenntniss 
der  Gestalt  dieser  Curven  zu  verschaffen,  als  sie  durch  die  in  ^^ 
naturlicher  Grösse  gezeichneten  Frojectionen  verniittell  wird.  Es  kommt 
vor  allen  Dingen  darauf  an,  die  Bewegungen  senkrecht  zur  Gangrich- 
luog  genau  festzustellen,  denn  diese  bedingen  hauptsachlich  die  Wellen- 
form,  die  Abweichung  der  Bahncurven  von  einer  geraden,  zur  Gang- 
richtung  parallelen  Linie.  Da  die  Excursionen,  welche  der  Kopf- 
scheitelpunkl  und  die  Mittelpunkte  von  Schuller-  und  Hüftgelenken 
parallel  einer  zur  Gangrichtung  senkrechten  Ebene  ausführen,  verhalt- 
nissmässig  gering  sind,  so  lassen  sie  sich  bequem  in  natürlicher  Grösse 
wiedergeben.  Dieselben  stellen  nichts  anderes  dar,  als  die  Projection 
auf  die  diitte,  zur  Gangrichtung  senkrechte  Coordinatenebene  {YZ- 
Ebene) ;  daher  kann  man  diese  Abweichungen  von  der  geradlinigen 
Forlbewegung  ebenfalls  ohne  alle  Rechnung  unler  Verwendung  der 
y-  und  :-Coordinalen  der  obigen  Tabellen  aufzeichnen.  -  Dies  ist  auf 
Tafel  Xll  von  beiden  Versuchen  nicht  nur  für  den  Kopfscheitelpunkt 
und  die  Mittelpunkte  der  Schuller-  und  Hüftgelenke,  sondern  auch  für 
die  Mittelpunkte  der  Schulterlinie  und  Hüfllinie  in  natürlicher  Grösse 
in  der  Weise  ausgeführt  worden,  dass  man  die  Ansicht  in  der  Gang- 
richtung,  d.  h.  also  von  hinten  besitzt. 

Diese  Bilder,  welche  bei  genau  geradliniger  Fortbewegung  des 
Versucbsindividuums  und  bei  ganz  horizontalem  Fussboden  in  sich 
zurücklaufende  Curven  darstellen  würden,  eignen  n^ich  sehr  gut  zur 
Veranschaulichung  der  in  Frage  stehenden  Bahncurven.  Wäre  die  in 
der  Gangrichtung  geschätzte  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Bahnen 
durchlaufen  werden,  constant  und  bekannt,  so  würde  diese  eine  Pro- 
jection sogar  vollständig  ausreichen,  um  die  genaue  Gestall  der  doppelt 
gekrümmten  Bahncurven  zu  erhalten.  Man  halle  sich  nur  vorzustellen, 
dass  die  betreuenden  Punkte  des  menschlichen  Körpers  mit  der  durch 
den  wechselnden  Abstand  der  aufeinander  folgenden  Phasenpunkte 
erkennbaren  variablen  Geschwindigkeit  die  auf  Tafel  XU  aufgezeich- 
neten Curven  in  der  Richtung  der  Pfeile  durchliefen,  und  dass  dabei 
die  Figuren  gleichzeitig  in  der  Gangrichtung,  d.  h.  also  senkiechl  zu  der 
Ebene  der  Zeichnung,  mil  der  bekannten  Forlschreitungsgeschwindigkeit 
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vom  Auge  des  Beobachters  enll'erDt  würden.  Da  oun  eio  jeder  dieser 
Puokte  Dicht  mit  ganz  coastanter  Geschwindigkeit  in  der  Gaogrichtuiig 
IbrUchreitel,  so  wird  seine  Bahn  an  manchen  Stellen  mehr  zusammen- 
gedrängt, an  anderen  Stellen  weiter  aut:;einander  gezogen  sein,  als  sie 
bei  der  angedeuteten  Art  ihrer  Erzeugung  erscheint.  Ihre  Form  kann 
dacturcli  aber  nicht  wesentlich  verändert  werden.  Auf  alle  Fähe  wird 
die  Bahncurve  auf  einer  CylinderOaclie  verlaufen  müssen,  deren  Er- 
zeugende senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung  steht,  und  deren  Quer- 
schnilt  gerade  durch  die  auf  Tafel  Xil  niedergelegte ,  im  idealen 
Falle  geschlossenen  Curve  dargeslelU  wird.  Man  sieht  hieraus  auch 
gleichzeitig,  dass  die  Vorstellung,  welche  sich  Gablet  nach  seinen  Unler- 
suchungen  über  die  Gestalt  der  Haumcurve  bildete,  welche  der  oberste 
Punkt  der  Symphysis  osstum  pubis  beschreibt  (vgl.  Seite  163),  nicht 
ganz  zutretiend  sein  kann.  Denn  wSre  diese  Curve  thatsachlich  in 
eine  einzige  Binne  mit  der  Convexität  nach  unten  einbeschrieben,  so 
milssten  die  Bilder  auf  Tafel  \ll,  vor  allen  Dingen  das  zur  Milte 
der  Hulllinie  gehörende,  ein  einziges  doppelt  zu  zahlendes  Stück 
einer  etwa  ellipsenförmigen  Curve  darstellen.  Immerhin  weicht 
jedoch  die  Anschauung  von  Gablet  nicht  zu  sehr  von  der  Wirklich- 
keit ab. 

Die  zu  Kopf,  Schulter  und  Hüfte  gehörenden  Curven  bieten  Dua 
ganz  charakteristische  Ünteischiede  dar.  Zieht  man  zunächst  nur  die 
drei  mittelsten  Curven,  d.  h.  die  zum  Kopfscheitelpunkt  und  den  Mitten 
der  Schulter-  und  Hüftlinie  gehörenden  in  Vergleich,  so  zeigt  sich, 
dass  die  beiden  ersten  zwar  nahezu  dieselbe  Höhe,  ca.  5,5  cm,  und 
dieselbe  Breite,  ca.  3,5  cm,  besitzen,  die  zur  Buftlinienmitte  gehörende 
dagegen  geringere  Höhe,  aber  grössere  Breite  aufweist.  Die  beiden 
Gurvenabschnitte,  welche  sich  beim  1.  Versuch  zwischen  den  Phasen  j 
5  bis  17  einerseits  und  17  bis  30  andererseits,  beim  U.Versuch 
dagegen  zwischen  6  bis  18  und  18  bis  31  ausbreiten,  sind  bei  sämmt- 
lichen  Cuiveu  ungleich  hoch.  Der  ertite  Abschnitt  reicht  durchweg 
tiefer  herunter.  Diese  Ungleichheit  kann  nur  von  einer  asymmetrischen 
Art  des  Gehens  herrUhieu,  sonst  wäre  sie  nicht  bei  allen  mittleren 
Curven  und  bei  beiden  Versuchen  in  so  übereinstimmendem  Maasse 
vorhanden.  Da  in  die  Mille  des  ersten  Gurvenabschnittes  das  Auf- 
setzen des  rechten  Beines,  in  die  Mitte  des  zweiten  das  des  linken 
Beines   t^llt,    so   hat   das  Versuclisindividuum    die   Eigenthümlichkeil, 
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vor  dem  AuCsetzen  des  redüeo  Beines  mit  dem  ganzeo  Köqier  liefer 
heraoter  lo  ceheo  als  tot  dem  AaEsetzeo  des  linken  Beines.  Es  isl 
somit  ans  den  Corven  ein  gerii^es  Hinken  auf  der  rechten  Seite  zn 
erkennen,  welclies  dem  onbeiangenen  Beobachter  an  dem  Gange  des 
Individiraais  nicht  anf  Etilen  kann,  da  es  niv  einijse  Millimeter  beirtel. 

m 

Bei  ganz  gleichmässigem  Geteaoch  der  Beine  mfissen  die  beiden 
Curvenahscfanitle   der   drei   mittleren   Corren   vollstjüidiüe  Svmmetrie 


Die  Abschnitte  der  anderen  Corven,  welche  za  den  Schnltergelenk- 
and  Hlftgeienkmittelpankten  gehören,  sind  d^egen  auch  in  diesem 
idealen  Falle  nicht  sromietrisch.  Jüan  bestätisl  ans  den  Hsnren  leichu 
dass  bei  den  znr  rechten  Küqiersäte  gehörenden  Conren  das  Minimum 
des  ersten  und  bei  den  der  linken  Körperseile  angehörenden  Curven 
das  des  zweiten  Abschnittes  tiefer  heruntergesunken  ist.  Gleichzeit^ 
zeigt  sich,  dass  an  der  Schaller  rechts  der  Punkt,  in  welchem  der 
zweite  Cunrenabschniti  sich  an  den  ersten  anschliessL  dasee^i  links 
der  Punkt,  in  welchem  der  zweite  Abschnitt  wieder  mit  dem  ersten 
zusanmieokommt .  höher  serflckt  ist  An  der  Hüfte  findet  das  Um- 
gekehrte  statt. 

Das  Minimum  des  ersten  Curvenabschniltes  li^  ftr  den  Kopf- 
punkt bd  I.  10^:  U,  ii,  für  die  drei  Schullerpunkte  bei  1.  II:  IL  f  2|^ 
ond  ftlr  die  drei  HüAponkte  bei  1.  40:  IL  12.  Es  findet  dasselbe 
daher  im  Moment  oder  z.  B.  für  die  Scholterpunkie  kurz  nach  dem 
Moment  des  Aufselzens  des  rechten  Beines  auf  den  Fassboden  stall 
und  ällt  somit  in  die  Periode  des  sleichzeilii^n  Aufstützens  beider  Beine. 
Das  zweite  Minimum  entspricht  fbr  den  Kopfjpunkt  den  Phasen  L,  2S|; 
IL  25.  für  die  Scholterpunkie  den  Phasen  I.  24;  U.  iol  und  Air  die 
Hüftpunkle  den  Phasen  L  23;  U.  24.  Daraus  geht  hervor,  dass  das 
zweite  MinimuiD  der  Hüftpunklcurven  genau  mit  dem  Aufsetzen  des 
linken  Beines  zu^ammeofdllt.  uäbrend  das  ent^pre<^ende  Minimum  der 
vier  anderen  Punkte  etwas  nach  diesem  Moment  und  zwar  für  die 
Scbulterpunkte  spater  als  für  den  Kopfpunkl  sialtfiiidet.  Es  fiült 
demnach  übereioslioiojeDd  für  sdnimtlicbe  sieben  Curven  auch  dieses 
Minimum  in  die  Periode  des  beiderseiti::en  Auf^tülzeD^.  Dabei  ist 
zu  bemerken,  da^^  beim  Kopfpaokt  and  den  ScbulterpuakteD  das 
erste  Miniiuuiii  rechu  vom  zweiten,  bei  den  Huftpuokten  dagegen  das 
erste   linL?    void    zweiten    liei:t.      DemenlsprecheDd   iind    die   beiden 
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GurveDabscbDitte  bei  den  letzteren  näher  an  einander  gerückt  als 
bei  den  ersteren.  Daraus  geht  hervor,  dass  beim  Aufsetzen  des 
rechten  Beines  die  obere  Partie  des  Rumpfes  und  der  Kopf  nach 
der  rechten  Seite  herüber  neigen.  Es  hat  also  beim  Aufsetzen  des 
rechten  Beines  eine  Neigung  des  Rumpfe  nach  rechts  stattgefunden. 
Genau  das  Umgekehrte  stellt  sich  beim  Aufsetzen  des  linken  Beines 
ein.     Diesem  entspricht  eine  Neigung  des  Rumpfes  nach  links. 

Die  Punkte,  in  welchem  die  beiden  Curvenabschnitte  zusammen- 
stossen,  I,  H^);  II,  5^^  und  I,  17^^;  II,  48f,  stellen  die  Maxima  der 
verticalen  Wellenlinien  dar.  Dieselben  entsprechen  dem  Moment,  in 
welchem  der  Mittelpunkt  des  Hüftgelenks  vom  aufsttttz'enden  Beine 
senkrecht  über  dem  Schwerpunkt  des  aufgesetzten  Fusses  liegt  (vgl. 
die  Yerticalprojectionen  auf  Tafel  X  und  XI) .  Es  ist  das  auch  gleich- 
zeitig nahezu  der  Moment,  in  welchem  der  Schwerpunkt  des  Fusses 
vom  schwingenden  Beine  sich  senkrecht  unter  seinem  Hüftgelenk- 
mittelpunkte  vorbei  bewegt.  Es  entsprechen  also,  um  es  kurz  aus- 
zudrücken, die  Maxima  der  gleichzeitig  stattfindenden  senkrechten 
Lage  beider  Beine. 

Aus  der  oben  angedeuteten  normalen  Asymmetrie  der  zu  einem 
der  beiden  Schultergelenk-  oder  Hüftgelenkmittelpunkte  gehörenden 
Curvenabschnitte  geht  nun  hervor,  dass  sowohl  an  der  Schulter  als 
an  der  Hüfte  auf  jeder  Körperseite  dasjenige  Minimum  der  verticalen 
Wellenlinie  das  tiefere  ist,  welches  im  Moment  oder  kurz  nach  dem 
Moment  des  Aufsetzens  des  Beines  derselben  Seite  eintritt.  Bei  den 
Schultergelenkcurven  ist  im  idealen  Falle  dasjenige  Maximum  das 
höhere,  welches  der  senkrechten  Stellung  des  aufstützenden  Beines 
derselben  Seite,  bei  den  Httftgelenkcurven  dagegen  dasjenige, 
welches  der  senkrechten  Stellung  des  schwingenden  Beines  der- 
selben Seite  entspricht. 

Endlich  zeigt  sich  insofern  noch  ein  Unterschied  zwischen  den 
Schultercurven  einerseits  und  den  Hüftcurven  andererseits,  als  bei 
ersteren,  ebenso  wie  bei  der  Kopfcurve,  die  beiden  Abschnitte  sich 
in  der  Projection  nur  einmal,  bei  letzteren  dagegen  dreimal  durch- 
schneiden. 


\)   Soll   bedeuten,    dass   der  Moment   zwischen   dem   Moment   der   i**"  und 
5ten  Bewegungsphase  liegt. 
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Aus  den  Curvea  der  Tafel  Xil  kann  maa  auch  die  Lage  der  Puokte 
grösster  seitlicher  Ausweichung,  d.  h.  die  Lage  der  Maxima  und  Minima 
der  horizonLalen  Wellenlinien  erkennen.  Sie  sind  durch  die  Stellen 
angezeigt,  an  welchen  die  Curven  am  weitesten  von  der  verlicalen 
Mittellinie  entrernt  sind.  Beim  Kopfpunkt  findet  dies  rechts  bei  1,  15; 
II,  16  und  links  bei  1,  3;  II,  3  und  1,  28;  II,  30  statt.  Bei  genau 
geradliniger  Fortbewegung  miissten  die  linken  Maxima  hei  I,  2  und 
n,  29  anstatt  bei  I,  3  und  II,  30  vorhanden  sein.  Der  Umstand,  dass 
der  Gehende  die  eingeschlagene  Gangrichtung  gewöhnlich  nicht  ganz 
genau  im  weiteren  Verlaufe  der  Bewegung  beibehalt,  bringt  es  mit 
sich,  dass  die  Lage  der  Maxima  von  den  horizontalen  Wellenlinien 
etwas  weniger  conslant  ist  als  die  der  verlicalen  Wellen.  Wahrend 
bei  der  Bahn  des  Kopfscheitclpunktes  das  horizontale  Maximum  so- 
wohl rechts  als  links  über  zwei  Phasenintervalle,  also  ungefähr  0"08 
vor  dem  verticalen  Maximum  liegt,  fHIIt  es  dagegen  bei  den  Curven 
der  Schulterpunkte  augenscheinlich  mit  letzterem  zusammen;  hier  zeigt 
die  Curve  in  der  Projection  auf  Tafel  XII  wie  auch  in  der  Horizontal- 
projection  (vgl.  Tafel  X  und  XI)  vor  dem  Maxiraum  einen  nahezu 
geradlinigen  Verlauf.  Für  die  Funkle  der  Htiftlinie  liegt  das  hori- 
zontale Maximum  wiederum  vor  dem  verticalen,  aber  nicht  so  viel 
wie  für  den  Kopfscheitelpunkt,  etwa  nur  1^  Phasenintervall,  abgerundet 
0^05;  es  befindet  sich  rechts  bei  I,  16;  II,  17,  links  bei  I,  i;  II,  1 
und  I,  28;  II,  31.  Bei  letzteren  zeigt  sich  recht  deutlich  wietier  der 
störende  Eintluss  ein^s  nicht  genau  geradlinigen  Ganges  auf  die  Lage 
der  horizontalen  Maxima,  denn  dieselben  wurden  sonst  bei  I,  3;  II,  i 
und  I,  29;  II,  30  zu  suchen  sein. 

Sieht  man  von  den  Unregelmässigkeiten  der  Curven  ab,  welche 
durch  die  individuelle  asymmetrische  und  nicht  genau  geradlinige  Gang- 
art bedingt  sind,  so  zeigen  die  sieben  Curven  folgenden  durch  Fig.  18 
(S.  280)  dargestellten  typischen  Verlauf.  In  diesen  Curven  sind  die 
Stellen,  welche  dem  Aufsetzen  des  rechten,  beziehungsweise  linken 
Beines  auf  den  Fussboden  entsprechen,  besonders  markiert  und  mit 
fi,  beziehungsweise  L  bezeichnet  worden. 

Der  Typus  dieser  Curven  wird  voraussichtlich  bei  allen  Menschen 
derselbe  sein.  Die  Unterschiede,  welche  auftreten,  werden  einerseits 
in  verschiedener  Höben-  und  Breitenausdehnung  und  in  verschiedenen 
Verhaltnissen  beider  Ausdehnungen  bestehen,  andererseits  werden  sie 
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sich,  wie  bei  unserem  Versuchsindividuum,  als  UDSymmetrieeD  der 
beiden  CurvenKste  Kussern.  An  letzteren  werden  namentlich  die  Gang- 
arten bei  pathologischen  ZustBndea  reich  sein. 


Die   sieben  in  Fig.  18   niedergelegten  Typen  zeigen   nun  ganz 
charakteristische  Abweichungen  von  einander.    Diese    Abweichungen 
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rühren  von  ganz  besliramlen  Beweguagen  und  Verdrehungen  des  Rumpfes 
und  Kopfes  her,  welche  nunmehr  näher  zu  untersuchen  sind. 

Auch  die  diesbezüglichen  Fragen  sind  implicite  durch  unsere  Co- 
ordinatentabelien  beantwortet,  wenn  sich  auch  erst  eine  kleine  Rech- 
nung ndthig  macht,  um  die  Antworten  aus  den  Coordinatenwertlien 
herauszuschalen. 


Die  Drehungen  und  Deformationen  des  Rumpfes. 

Bei  den  Bewegungen  des  Rumpfes  kommt  dreierlei  in  Betracht: 
die  Richlungsänderungen  der  Hüftlinie,  der  Schulterlinie  und  der  Ver- 
bindungslinie von  Hüftlinien-  und  Schullerlinienraitte,  d.  h.  der  Rumpf- 
linie. Durch  die  gegenseitige  Verdrehung  dieser  drei  Linien  sind  die 
Bewegungen  und  Gestaltsanderuogen ,  welche  dem  Rumpfe  während 
des  Gehens  aufgezwungen  werden,  so  weit  bekannt,  als  sie  sich  über- 
haupt aus  unserer  Versuchsanordnung  feststellen  lassen,  bei  welcher 
wir  ausser  den  Schullergelenk-  und  Huftgelenkpunkten  keine  anderen 
Punkte  des  Rumpfes  für  die  Messung  herausgegriffen  hatten. 

Im  Interesse  der  grösseren  Anschaulichkeit  ist  es  am  zweck- 
niKssigsten,  die  Richlungsänderungen  der  Hüftlinie  als  Drehungen  um 
deren  Mittelpunkt,  in  gleicher  Weise  die  Richtungsanderungen  der 
Schulterlinie  als  Drehungen  um  ihren  Mittelpunkt  und  die  Richlungs- 
änderungen der  Rumpflinie  als  Drehungen  um  ihren  unteren  Endpunkt, 
d,  h.  um  den  Mittelpunkt  der  Hüftlinie  aufzufassen.  Nimmt  man  dann 
noch  die  schon  untersuchte  Bewegung  des  Hüfllinienmillelpunktes 
auf  ihrer  doppell  gekrümmten  Bahn  hinzu,  so  hat  man  ein  klares  Bild 
von  der  ganzen  Bewegung  des  Rumpfes.  Denn  durch  die  Bahncurve 
der  Hüftlinienmitte  in  Verbindung  mit  den  Drehungen  der  Hüftlinie  ist 
die  Bewegung  der  beiden  Huftgelenkmitlelpunkte  bestimmt.  Dieselbe 
Bahncurve  gibt  im  Verein  mit  den  Drehungen  der  Rurapflinie  eine 
Vorstellung  von  der  Bahncurve  der  Schulterlinienmille,  und  die  letztere 
lässt  wiederum  in  Verbindung  mit  den  Drehungen  der  Schullerlinie 
die  Bewegung  der  beiden  Schultergelenkmittelpunkte  erkennen.  Gleich- 
zeitig giebt  die  Drehung  der  Rumpflinie  um  die  HuftUnienmitte  eine 
deatliche  Vorstellung  von  der  Vorwärts-,  Rückwärts-  und  Seitwärts- 
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□eigung  des  ganzen  Rumpl'es  während  des  Gehens,  und  die  Vergleichung 
der  Drehungen  der  Hüfllinie  und  der  Schulterlinie  um  ihre  Mittel- 
[lunkle  macht  die  Verdri^hung  und  gleichzeitige  Deformatioa  des  Rumpfes 
anschaulich. 

Schliesslich    kann    man    noch  die  relative  Bewegung   des  Kopf- 
scheitelpunlites  zum  Mittelpunkt  der  Schulterlinie  bestimmen   und  er-  i 
hält  dann  wenigstens  einen  ungefähren  Ueberblick  über  die  Bewegungen  , 
des  Kopfes  auf  dem  Rumpfe,   wenn    auch   dieselben    nicht  genau  ia 
der  Weise  staltfinden,  als  ob  sich  der  Kopf  um  die  Schulterlinienmitte 
als    festes    Gelenkcentrum    drehte.      Die    Bewegung   des  Kopfes   zum 
Rumpfe  wird  überhaupt  genau  genommen  sich  nicht  als  eine  Drehung  I 
um  einen  zum  Rumpfe  festen  Punkt  darstellen,  da  ja  doch  die  Hals- 
wirbelsöule  dabei  starke  Verbiegungen  erfährt.     Um  die  genaue  Be-  1 
wegung  des  Kopfes  relativ  zum  Rumpfe  festzustellen,  hatte  man  noch 
mehr  Punkte  am  Kopfe,  etwa  solche  an  den  Ohröffnungen,  zur  Mes-  J 
sung   benutzen   mUssen.     Dies   ist   unterlassen  worden,   da   die  Be-  ] 
wegungen  des  Kopfes  wahrend  des  Ganges  von  ganz  untergeordneler  J 
Bedeutung  sind. 


Die  Drehungen  der  Hüftlinie. 

Die    Drehung  der   Hüftlinie    um    ihren    Mittelpunkt   ist    bekannt,  J 
wenn    man    die    relative    Bewegung    eines    der    beiden    Hüftgelenk- 1 
mittelpunkte  zu  der  Hilfthnienmitte    bestimmt    hat.     Die  Coordinaten  1 
dieser  relativen  Bewegung  ergeben  sich  aber  auf  sehr  einfache  Weise  I 
aus  den  in  obigen  Tabellen  niedergelegten,  auf  ein  im  Räume  festes 
System    bezogenen    Coordinaten    eines    der    beiden    Hüftgelenknaittel- 
punkte   und    der  HuftUnienmitte   als  Differenz   derselben.     Bezeichnet 
z.  B.  in  Fig.  15  auf  Seite  342    A  den  rechten    Huftgelenkmiltelpunkl 
und    B   den    Huftlinieomiltelpunkt,    so    besitzt,    wenn    man    B   zum 
Coordinatenanfangspunkt    nimmt   und   das   Coordinatensyslem    parallel 
nach   diesem  Punkte   hin    verschoben  denkt,    der  Punkt  A  nach  der 
fUr  den  früheren  Zweck  gewählten  Bezeichnungsweise  die  drei  räum- 
lichen Coordinaten  x^  —  ar'j ,  y'„  —  y^  und  z,  —  z,,. 

Auf  diese  Weise  sind  aus  den  früheren  Coordinaten  die  rela- 
tiven Coordinaten  des  rechten  Hüftgelenkmittelpunktes  zum  Huft- 
linienmittel punkte  fUr  die  beiden  ersten  Versuche  bestimmt  worden.] 
Die  Werthe  derselben  finden  sich  in  folgender  Tabelle  13  niedergelegt:  I 
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Relatiye  Goordinaten  des  rechten  Hflftgelenk- 
mittelpnnktes  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 

der  HtLftlinie. 

Tabelle  13. 


Nr 

I.  Versuch 

II.  Versuch 

iii  • 

x 

y 

i 

X 

y 

2 

i 

—  0,45 

+  8,47 

—  1,03 

—  1,14 

+  8,39 

0,77 

i 

0 

+  8,46 

0,89 

—  0,15 

+  8,42 

0,62 

3 

+  0,42 

+  8,45 

—  0,71 

+  0,30 

+  8,43 

—  0,60 

4 

+  0,78 

+  8,45 

0,59 

+  0,30 

+  8,44 

—  0,65 

5 

+  0,98 

+  8,43 

—  0,53 

+  0,40 

+  8,46 

—  0,67 

6 

+  1,05 

+  8,41 

—  0,59 

+  0,41 

+  8,47 

-0,59 

7 

+  0,99 

+  8,42 

—  0,77 

+  0,51 

+  8,46 

-0,54 

8 

+  0,92 

+  8,39 

—  0,99 

+  0,62 

+  8,46 

—  0,66 

9' 

+  0,98 

+  8,38 

—  1,07 

+  0,56 

+  8,43 

0,90 

10 

+  1,04 

+  8,38 

—  1,01 

+  0,54 

+  8,41 

—  1,07 

11 

+  1,15 

+  8,37 

—  0,95 

+  0,81 

+  8,40 

1,03 

12 

+  1,03 

+  8,41 

-0,73 

+  0,96 

+  8,39 

-1,01 

13 

+  0,77 

+  8,44 

-0,58 

+  0,90 

+  8,40 

-  0,83 

14 

+  0,57 

+  8,45 

—  0,47 

+  0,76 

+  8,44 

—  0,60 

15 

+  0,23 

+  8,47 

-0,62 

+  0,48 

+  8,47 

-0,58 

16 

—  0,23 

+  8,47 

—  0,83 

+  0,25 

+  8,46 

—  0,60 

17 

—  0,51 

+  8,43 

—  0,92 

—  0,01 

+  8,47 

—  0,73 

18 

0,68 

+  8,42 

—  0,93 

—  0,33 

+  8,46 

—  0,80 

19 

—  0,71 

+  8,43 

—  0,86 

-0,61 

+  8,46 

—  0,81 

20 

0,77 

+  8,43 

0,75 

—  0,83 

+  8,42 

—  0,83 

21 

—  0,93 

+  8,42 

—  0,58 

—  0,95 

+  8,42 

—  0,70 

22 

—  1,11 

+  8,41 

—  0,47 

—  1,10 

+  8,41 

—  0,53 

23 

-1,16 

+  8,40 

-0,49 

-1,23 

+  8,40 

—  0,43 

24 

—  1,24 

+  8,38 

-0,59 

-1,24 

+  8,40 

0,46 

25 

—  1,08 

+  8,40 

—  0,74 

—  1,37 

+  8,38 

—  0,57 

26 

—  0,90 

+  8,42 

—  0,84 

—  1,11 

+  8,39 

—  0,75 

27 

—  0,68 

+  8,44 

—  0,96 

-0,88 

+  8,39 

—  0,85 

28 

—  0,35 

+  8,44 

—  0,96 

—  0,65 

+  8,38 

—  0,65 

29 

—  0,05 

+  8,44 

-0,77 

—  0,43 

+  8,35 

—  0,51 

30 

+  0,23 

+  8,48 

—  0,59 

—  0,08 

+  8,30 

—  0,48 

31 

+  0,33 

+  8,48 

-0,54 

+  0,42 

+  8,28 

—  0,48 

Die  relativen  Goordinaten  des  linken  Httftgelenkmittelpunktes 
werden  sich  von  diesen  nur  durch  das  Vorzeichen  unteitNAi*^^*^*^ '  ""^ 
sollen  daher  nicht  noch  einmal  besonders  angeM 
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Da  die  Richtimg  der  Hüftlinie  sich  bei  allen  Dreliungen 
wenig  von  der  Richtung  der  Y-Axe  des  Coordinatensystems  entfernt, 
was  auch  in  dieser  Tabelle  aus  dem  nahezu  constanlen  Werthe 
der  y-Coordinate  und  den  kleinen  Werthen  der  beiden  anderen 
Coordinalen  hervorgeht,  so  erhall  man  einen  vollständig  genügenden 
Einblick  in  die  Schwankungen  der  Hüftlinie,  wenn  man  allein  die 
Veränderungen  der  x-  und   der  z-Coordinate  untersucht. 

Die    Aenderungen    der   z-Goordinale    geben    ein    Bild    von   der 
verticalen    Erhebung  und    Senkung    der   Hüftgelenkmittelpunkte    und 
somit  von  der  Drehung  des  Beckens  um  eine  durch  die  Huftlinien- 
milte    hindurchgehende   horizontale   Axe.      Diese   Axe   braucht  nicht 
nothwendig  die  Gangrichtung  zu  besitzen,  wenn  sie  auch  nicht  viel 
von  ihr  abweichen  kann.     Sic  bildet  mit  der  Gangrichtung  denselben 
Winkel,  um  welchen  das  Becken  gleichzeitig  um  die  vrrticale  Ax( 
aus  seiner  normalen  Lage,  bei  welcher  die  Uüftlinle  senkrecht  auf  d< 
Gangrichtung    steht,    herausgedreht   ist.     Um    die   Erhebungen   ui 
Senkungen  deutlich  zur  Anschauung  zu  bringen,  ist  es  zweckmässij 
sie  in  der  Welse  graphisch  darzustellen,  dass  man  senkrecht  zu  einer 
horizontalen  Abscissenlinie  die  Grössen  der  s-Coordinale  nach  einaoder 
in  gleichen  seitlichen  AbstäDden  als  Ordinalen  auftragt.   Diese  gleicheD 
seitlichen  AbstSnde  auf  der  Abscissenlinie  können    zwar  an  und 
sich  beliebig  gewählt   werden;   sie  dürfen  aber  in  keinem  Missv' 
hältniss   zu  den  Grössen   der  Ordinalen  stehen,   wenn   die  Anschai 
lichkeit  möglichst  gross  sein  soll.     Werden   die  Abstände  zu   gi 
gewählt,   so  wird   die  Curve,    welche   die  Endpunkte   der  Ordiaaten 
verbindet,  zu  (lach,  als  dass  man  alle  Feinheiten   der  Erhebung  und 
Senkung  deutlich  wahrnehmen  könnte.      Für  die    in  Frage  stehendea 
Grössen  der  verticalen   Erhebung    und    Senkung    ist  es    am   zweck- 
mSssigsten,  die  Abscissenabstande  gleich  einem  Millimeter  zu  wählet 
Dann    erhalt    man    als    Diagramm    der    Erhebungen    und    Senkung« 
des   rechten   Huflgelenkmittelpunkles   das    obere    und    fUr    die    dt 
linken    Hüftgelenkmittelpunktes    das    untere    Bild    in    Feld    Nr.   1    der 
Tafel  XHI  für  den  I.  Versuch  und   in  Feld  Nr.  9  derselben  Tafel  für 
den    II.   Versuch.      Diese  Diagramme  stimmen   in    der    Form    ühereio 
bis  auf  je  eine  Abweichung  am  Anfang  und  am  Ende  des  Bildes  in 
Nr.  9,  welche  wohl  einzig  und  allein  dem  Umstände   zuzuschreiben 
ist,  dass  die  Coordinaten  der  Hüflgelenkmittelpunkte  beim  U.  Versi 
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für  die  je  vier  auf  eioaDder  fol^endea  Bewegungsphaseii  2  bis  5 
und  37  bis  30  nicljt  durch  directe  Messung,  sondero  durch  Inter- 
poiatioQ  geruoden  worden  waren.  Aus  den  früheren  Angaben  konnte 
von  vornherein  erwartet  werden,  dass  die  Maxiina  und  Minima  der 
Curven  des  II.  Versuchs  um  einen  »illiiiieler  {I  PhaseJ  weiter  nach 
rechts  verschoben  sind  als  beim  I.  Versuch.  Die  Diagramme  für  die 
linken  Hüftgelenkmittelpunkte  bilden  naturgemSss  die  Spiegelbilder  der 
rechten  in  Bezug  auf  eine  horizontale  Spiegelebene.  Denn  wenn  das 
rechte  Hüftgelenk  relativ  zur  Huftlinienniitte' gehoben  wird,  muss  sich 
das  linke  um  gleichviel  senken  und  umgekehrt. 

Die  Diagramme  muss  man  sich  nun  auf  eine  zeitlich  gelegene 
Verlicallinie  projicirt  denken,  um  eine  gelreue  Vorstellung  von  der 
relativen  Bewegung  der  Huftgelenkmillelpunkte  in  verlicaler  Kichliing 
zu  erhalten;  denn  in  Wirklichkeit  geht  die  Bewegung  in  einer  ein- 
zigen Veriicalen  vor  sich,  Das  seilliche  Auseinanderziehen  derselben 
hatte  ja  nur  den  Zweck,  den  Bewegungsvorgang  anschaulicher  zu 
machen.  In  entsprechender  Weise  erhält  man  z.  B.  ein  deutliches 
Bild  von  den  Schwingungen  einer  Stimmgabel  dadurch,  dass  man  die- 
selben sich  auf  die  rotierende  Trommel  eines  Kymogiaphions  aufzeichnen 
lässt.  Um  die  verticalen  Schwankungen  der  Hüftlinie  selbst  auf- 
zufassen, hat  man  noch  in  der  Richtung  der  A\e  der  Wellenlinien 
der  Felder  Nr.  1  und  9  seitlich  von  der  Verlicallinie,  auf  welche 
man  sich  die  Bewegung  projicirt  denkt,  den  Mittelpunkt  der  Hüft- 
tinie  festgelegt  anzunehmen,  und  zwar  für  den  rechten  Huflgelenk- 
mittelpunkt  in  einem  Abstand  von  ca.  8,5  cm  links  von  der  Verti- 
calen, für  den  linken  Hüftgelenkmittelpunkt  dagegen  in  demselben 
Abstand  rechts  von  derselben.  Denkt  mau  dann  den  Buftlinien- 
miltelpunkt  mit  dem  auf  der  Verticalen  hin  und  her  bewegten  Punkte 
geradlinig  verbunden,  so  erhält  man  eine  deutliche  Vorstellung  von 
der  verticalen  Schwingung  der  rechten  oder  linken  Hälfte  der  Hüft- 
linie in  der  Ansicht  von  hinten,  Dass  der  Endpunkt  der  Hüftlinie 
sich  in  Wirklichkeit  nicht  auf  einer  geraden  Linie  bewegt,  sondern 
auf  einer  Kreislinie  vom  Radius  8,5  cm  und  mit  der  Hüftlinien  mitte 
als  Centrum,  kann  bei  so  kleinen  Excursionen  der  Hüftlinie  die  Vor- 
stellung nicht  stören.  Man  könnte  sich  auch  dadurch  eine  Anschauung 
von  der  Schwingung  der  Hüftlinie  verschaffen,  dass  man  den  Mittel- 
punkt  derselben    im   Abstände    von    S,5  cm    hinlei'    der  Ebene    der 
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Zeichnung  festgelegt  denkt.  Je  nachdem  man  das  obere  oder  das 
untere  Diagramm  bei  dieser  Vorstellung  verwendet,  erhalt  man  dann  die 
Ansicht  der  Hüftliniendrehung  von  rechts  oder  von  links.  Beachtet 
man,  dass  die  Bilder  auf  Tafel  XUl  die  verlicalen  Erhebungen 
und  Senkungen  der  Hüftgelenkmittelpunkte  in  natürlicher  Grösse 
darstellen,  so  erkennt  man  daraus,  dass  bei  unserem  Versuchs- 
individuuni  die  verlicalen  Schwankungen  der  Hüftlinie  sehr  gering 
waren.  Man  hat  aber  gleichzeitig  wieder  einen  Beleg  dafür,  dass 
die  von  uns  erstrebte  Genauigkeit  der  Messung  wirklich  erreicht 
worden  ist;  denn  sonst  würden  derartig  kleine  Curven  nicht  einen 
so  stetigen  Vertauf  zeigen  und  die  Curven  beider  Versuche  nicht 
eine  so  überraschende  Uebereinstimmuog  aufweisen  können.  Man 
ändere  die  Ordinate  für  eine  Phase  nur  um  einen  halben  Millimeter, 
sofort  wird  der  glatte  Verlauf  der  Curve  wesentlich  gestört  sein. 
So  machen  sich  ja  thatsüchlich  die  bei  der  Interpolation  einer  grossen 
Lücke,  wie  sie  am  Anfang  und  am  Ende  des  zweiten  Versuchs  vor- 
handen waren,  ganz  unvermeidlichen  Fehler  sofort  an  den  Diagrammen 
des  Feldes  Nr.  9  deutlich  bemerkbar.  * 

Das  Resultat,  welches  die  Diagramme  zu  Tage  fördern,  ist  nun 
sehr  merkwürdig. 

Aus  der  grossen  Aehnlichkeit  der  Diagramme  mit  der  Gestalt 
einer  Sinuscurve  geht  hervor,  dass  die  Huftiinie  um  ihren  Mittel- 
punkt in  verticaler  Ebene,  d.  b.  also  um  eine  horizontale  Axe 
Schwingungen  ausführt,  welche  den  einfachen  Schwingungen  eines 
an  einem  Ende  festgehaltenen  elastischen  Stabes,  etwa  einer  Stimm- 
gabclhülfie  enlsprechen.  Die  Periode  einer  solchen  Schwingung  ist 
nun  nicht  etwa  gleich  der  Dauer  oder  wenigstens  gleich  einem  Viel- 
fachen der  Dauer  eines  Schrittes,  sondern  es  kommen  auf  zwei 
Schrille  immer  drei  Schwingungen  der  Huftlinie.  Ein  Schritt  er- 
streckte sich,  wie  früher  angegeben  worden  ist,  über  13  Bewegungs- 
phasen, ein  Doppelschritt  also  über  26  Phasen.  Auf  26  Phasen, 
also  z.  B.  von  i  bis  30,  kommen  aber  in  den  Diagrammen  genau 
drei  VVellenlUngen.  Untersucht  man  nun ,  zu  welchen  Phasen  die 
Maxima  und  Minima,  d.  h.  also  die  Momente  gehören,  in  welchen 
die  Schwingung  ihre  Richtung  umkehrt,  so  findet  man  je  ein  Maxi- 
mum bei  I,  5,  14,  22  J-  und  II,  7,  15,  23^  und  je  ein  Minimum  bei 
I,  9,  nj,  27i  und  II,  10,  19,  27.    Wären  die  durch  ungenaue  Inier- 
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polation  eatstaadeDen  AbweichungeD  der  Diagraaune  des  [I.  Versuchs 
nicht  vorhanden,  so  würde  jedenfalls  an  Stelle  von  11,  7  und  11,  27 
stehen  II,  6  und  11,  28^  und  somit  eine  vollständige  IJebereinstimmung 
beider  Resultate  vorhanden  sein. 

Berücksichtigt  man,  bei  welchen  Phasen  die  verticalen  Wellen- 
linien  der  Hü flgelenkmittelp unkte  ihre  Maxioia  und  Minima  besitzen, 
mit  welcher  Phase  ein  jedes  Bein  auf  den  Boden  aufgesetzt  wird 
u,  s.  w.,  so  ergiebl  sich  demnach  Folgendes: 

Bei  dem  verticalen  Max.imum  einer  Hilftgelenkbahn ,  weicheis  in 
die  Periode  des  Schwingens  des  betreffenden  Beins  föllt,  ist  die  Hüft- 
linie auf  der  betreffenden  Seite  am  meisten  erhoben;  sie  senkt  sich 
dann  im  weiteren  Laufe  der  Bewegung  und  ist  am  meisten  geneigt, 
kurze  Zeit,  ca.  O'Oi,  bevor  das  schwingende  Bein  sich  auf  den  Boden 
aufgesetzt  hat.  Im  Moment  des  Aufsetzens  ist  die  Hüttlinie  auf  der 
betreffenden  Seite  schon  wieder  in  der  Bewegung  nach  oben  be- 
griffen und  erreicht  von  neuem  ihre  Maximalstellung  etwa  O'l  nach 
dem  Aufsetzen  des  Beins.  Sie  senkt  sich  dann  wieder  und  erreicht 
in  dem  Moment,  für  welchen  die  Hüflgelenkbahn  ihr  zweites  verti- 
cales  Maximum  besitzt,  auf  der  rechten  Seite  abermals  ihre  grösste 
Neigung  nach  unten.  Wenn  die  Hüftlinie  rechts  gesenkt  ist.  so  ist 
sie  natürlich  links  erhohen.  Dem  Maximum  der  verticalen  Wellen- 
linie des  rechten  Hüftgelenks,  welches  während  des  Aufsliltzens  des 
rechten  Beins  stattfindet,  entspricht  nun  in  der  Bahncurve  des  linken 
Hüftgelenks  das  in  die  Periode  des  Schwebens  fallende  verticale 
Maximum.  Es  zeigt  sich  also  darin  eine  vollständige  Uebereinslim- 
mung  zwischen  rechts  und  links,  dass  jetzt  bei  diesem  Maximum 
der  linken  verticalen  Wellenlinie  die  Hüftlinie  links  am  meisten  er- 
hoben ist.  Thatsächlich  ist  nun  auch  im  weiteren  Verlaufe  der  Be- 
wegung bis  zum  nächsten  linken  Maximum  das  Verhalten  der  Hüft- 
linie von  links  gesehen  genau  das  entsprechende,  wie  es  bisher  für 
die  rechte  Seile  beschrieben  worden  ist.  Es  fuhrt  also,  um  das 
Resultat  kurz  zusammenzufassen,  die  Hüftlinie  während  der  Dauer 
eines  einfachen  Schrittes  um  eine  horizontale  Axe  genau  drei  halbe 
Schwingungen  aus  in  der  Weise,  dass  auf  jeder  Seite  immer  ein 
Maximum  der  Erhebung  mit  dem  Maximum  der  verticalen  Wellen- 
linie des  Hüftgelenks  zusammenfällt,  bei  welchem  das  beireffende 
Bein  in  Schwingung  begritVen  ist,  dass  dagegen  im  Moment  des  verti- 
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caien  IMaxintuitis  der  Hiirigelenkbahn,  bei  welchem  das  Bein  auf  di 
Boden  aufgestemmt  ist,    die  Hüftlinie  auf  der  betreflfenden  Seile  aiQi 
meisten    gesenkt  ist.      Wenn    Giralo  Teulon    und  Richeb')    mit   ihrer 
Ansiclil    über    die    Neigung    der    Hüfllinie    insofern    in    Widerspruch 
stehen,  als  der  erstere  behauptet,  die  Hüftlinie  sei  auf  der  Seile  deii 
schwingenden   Beins    erhoben ,    dagegen    der    letztere    die  entgege»*' 
gesetzte  Meinung  ausspricht,  dass  die  Hüftlinie  sich  nach  dem  schw 
genden  Bein    herabsenke,    so  kann  man    nach    unseren  Ergebnissei 
sagen,  dass  beide  zum  Theil  Recht,  aber  auch  beide  zum  Theil  Ui 
recht    haben.       Für    das   erste  und    letzte    Drittel    der    Periode    di 
Schwingens   hat  Richeb,   für    das  mittlere   Drittel  Gibaud  Teulon    di 
Richtige  getroffen.     Der  Fehler  von  beiden  liegt  nur  darin,  dass 
UbereinslimmeDd   für    den    ganzen   Zeitabschnitt  des  Schwingens 
gleichmassiges  Verhallen    der   Hüftlinie    in  Bezug   auf    ihre  Nei( 
gegen  die  Horizontalebene  sUllschweigend  vorauseeizen. 

Die  Kenntniss  der  verticalen  Schwankungen  der  Hüftlinie  giel 
nun  auch  Aufschluss  über  die  Abweichungen  in  den  Bahncurven  d( 
beiden  Huftgelenkmittelpunkte. 

Abgesehen  von  der  durchschniltlich  einseitigen  Neigung  der  Hi 
linie,  welche  entweder  aus  einer  einseitigen  Hallung  des  Beckens  unseres 
Versuchsindividuunis  oder  von  einer  üngenauigkeil  bei  der  Befestigung 
der  Geissler' sehen  Röhren  herrührt,  liegt  der  Anfang  des  ersten  Curven- 
abschaittes  I,  5;  II,  6  höher  bei  der  Curve  des  rechten  Hüftgelenks  al 
bei  der  des  linken  (vgl.  Tafel  XII  und  Figur  1 8  auf  Seite  280).     Dies 
eine  Folge  davon,  dass  bei  der  Stellung  I,  5;  II,  6  die  Hüftlinie  rechl 
erhoben  ist.      Trotzdem   hat  sich   nun    bis   I,  9 ;  II,  10    der  Curvei 
abschnitt  rechts  liefer  gesenkt  als  links,    weil  die  Abwärtsbewegung 
des  Hüflgelenkmiltelpunkles    rechts    durch   die   gleichzeitige   Senkung 
der  Hüftlinie  verstärkt,  links  dagegen  geschwächt  wird.     Die  tiefere 
Senkung  des  ganzen  ersten  Curvenabschnilles   auf  der  rechten 
ist  ebenfalls   diesem  Umstände   zuzuschreiben.     Von  I,  10;  H,  11 
erhebt  sich   nun  der  Curvenabschnilt  rechts  schneller    als   links, 
dass  er  nach  zwei  weiteren  Phasenintervallen  schon  wieder  diesell 


i)  La  stalioD  et  lu  luarche  cliez  rhonime  sain  i 
pHthtques,  par  H.  Paul  Hiciibh.  Revue  scieatiQque, 
pag.  104. 
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Höbe  erreicht  liat  als  links,  und  nach  abermals  zwei  IMiaseninter- 
vallen  rechts  viel  höher  gestiegen  ist.  Zuletzt  bei  I,  17;  II,  18  ist 
jedoch  dei'  rechte  Abschnitt  wieder  hinter  dem  linken  zurückge- 
blieben. Dies  rührt  daher,  dass  in  dem  letzten  Stadium  der  Erbebung 
des  ersten  Curvenabschnittes  die  Hufthnie  sich  auf  der  linken  Seile 
erhebt  und  dadurch  ein  viel  stärkeres  Wacbsthum  des  zum  linken 
Hüftgelenk  gehörenden  Abschnittes  hervorruft.  Der  sich  an  den 
ersten  anschliessende  zweite  Curvenabschnitt  steigt  zunächst  rechts 
nicht  so  weit  herab  als  links,  trotzdem  sein  Ausgangspunkt  auf  der 
rechten  Seile  der  niedrigere  ist.  Dies  ist  eine  Folge  der  gleichzeitigen 
ErhebuDg  der  Hüftlinie  auf  der  rechten  Seile.  Nachdem  er  seinen 
tiefsten  Punkt  bei  I,  23;  II,  äi  erreicht  hat,  steigt  er  dann  zunächst 
sanft  an,  links  etwas  steiler  wie  rechts,  weil  jetzt  die  Hüftlinie  sich 
links  erhebt.  In  der  zweiten  Hälfte  des  ansteigenden  Astes  über- 
wiegt dann  wiederum  rechts  die  Geschwindigkeit,  so  dass  der  Ast 
sich  auf  der  rechten  Seite  im  Ganzen  höher  erhebt  als  auf  der  linken. 
Man  ist  damit  wieder  am  Ausgangspunkt  des  ersten  Curvenabschnittes 
angelangt. 

.\uf  diese  Weise  erklären  sich  also  die  Abweichungen  der  zu  den 
beiden  Hüftgelenken  gehörenden  Curven  auf  Tafel  XD  und  in  Figur  18 
vollständig  durch  die  verticalen  Schwankungen  der  Hultlinie. 

Ausser  in  einer  verticalen  Ebene  führt  die  Hüftlinie  nun  auch 
Drehungen  in  der  Horizontalebene,  d.  b.  Drehungen  um  die  durch  die 
Hüftlinien  mitte  gehende  Verticale  aus.  Die  Grösse  und  der  Sinn  dieser 
Drehung  wird  durch  die  in  der  Tabelle  13  auf  Seite  283  nieder- 
gelegten Werlhe  der  i-Coordinate  bestimmt.  Um  dieselben  zur  An- 
schauung zu  bringen,  empfiehlt  es  sich  wiedei',  das  Diagramm  fUi' 
die  j>Coordinate  in  der  Weise  aufzuzeichnen,  dass  man  in  Äbscissen- 
abstanden  von  je  1  mm  die  Grössen  dieser  Goordinate  als  Ordinaten 
autlrägt.  Dies  ist  für  den  I.  Versuch  in  Feld  Nr.  2  und  für  den 
U.  Versuch  in  Feld  Nr.  10  der  Tafel  Xill  geschehen.  Das  obere 
Diagramm  gehört  wieder  zum  rechten,  das  untere  zum  Unken 
Uüftgelenkmittelpunkt.  Die  entsprechenden  Diagramme  beider  Ver- 
suche stimmen  ebenfalls  bis  auf  kleine  Abweichungen  am  Anfang  und 
Ende  so  vollkommen  überein,  als  man  es  überhaupt  bei  zwei  voll- 
standig  von  einander  unabhängig  angestellten  Versuchen  und  bei  der 
Kleinheit  der  in  Frage  kommenden  Ordinatenwerthe    erwarten    kann 
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Der  Grund  der  Abweichungen  am  Anfang  und  Ende  ial  schon  frUher 
erörtert  worden. 

Diese  Diagramme  besitzen  im  Wesentlichen  wieder  die  Form  einer  | 
einfachen  Wellenlinie  (Sinuscurve).  Sie  weichen  von  der  Gestalt  einer 
solchen  kurz  vor  jedem  Maximum  und  Minimum  etwas  ab  und  sind 
ausserdem  nach  jedem  Maximum  oder  Minimum  elwas  zu  steil.  Diese 
kleinen  Schwankungen  sind  bei  beiden  Versuchen  zu  beobachten,  Sie 
sind  daher  nicht  etwa  auf  Uugenauigkeiten  in  der  Messung  zurück- 
zuführen, sondern  sie  werden  bestimmte  mechanische  Bedeutung  be-  1 
sitzen.  Die  Wellenlünge  dieser  Wellenlinien  ist  gerade  dreimal  so 
gross,  wie  bei  den  bisher  betrachteten  Diagrammen  in  Feld  Nr.  1 
und  Nr.  9.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  Drehungen  der  Hüftlinie 
um  die  verlicale  Axe  nahezu  einfache  Schwingungen  darstellen,  deren 
Dauer  gleich  der  Dauer  eines  Doppelschrittes  ist. 

Je  ein  Maximum  und  ein  Minimum  der  rechten  Wellenlinie  be- 
findet sich  bei  I,  11 ;  II,  12  und  I,  24;  II,  25.  Dies  entspricht  Mo- 
menten, welche  kurz  nach  dem  Aufsetzen  des  rechten  oder  linken 
Beines  liegen. 

Um  eine  deutliche  Vorstellung  von  der  Schwingung  der  Hüft-  i 
linie  in  der  horizontalen  Ebene  zu  erhallen,  muss  man  sich  eine  jede 
Wellenlinie  wieder  auf  eine  seitlich  gelegene  Verticallinte  projicirl 
denken.  Den  als  ruhend  angenommenen  Mittelpunkt  der  Hüftlinie  hat 
man  dann  in  der  Richtung  der  Axe  der  Wellenlinie  seitlich  von 
dieser  Verticalen  anzunehmen,  und  zwar  für  den  rechten  Huftgelenk- 
mittelpunkt  links  von  derselben  und  für  den  linken  Hurtgelenkmiltel- 
punkt  rechts  von  der  Verticalen  in  je  einem  Abstände  von  8,5  cm. 
Denkt  man  sich  dann  endlich  den  seillich  gelegenen  Hüftlinienmittel- 
punkt  mit  dem  auf  der  Verticalen  sich  liin  und  her  bewegenden  Punkte 
geradlinig  verbunden,  so  erhält  man  ein  klares  Bild  von  den  hori- 
zontalen Schwingungen  der  rechten  oder  linken  Hälfte  der  Hüftlinie 
in  der  Ansicht  von  oben.  Um  sich  die  Ansicht  von  rechts  oder  links 
zu  verschaffen,  hätte  man  nur  den  ruhenden  Hiirtlinienmittelpunkt  im 
Abstand  von  8,Ö  cm  hinter  der  Ebene  der  Zeichnung  anzunehmen 
und  im  ersten  Falle  das  obere,  im  zweiten  das  untere  Diagramm 
zu  verwenden. 

Aus  der  Grösse  der  Diagramm-Ordinaten  erkennt  man,  dass  die 
horizontalen  Schwingungen  der  Hüftlinie  eine  grössere  AmpliUidc  be- 
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sitzen  als  die  verticaten;  die  der  ersteren  ist  ungefähr  fünfmal  so  gross 
als  die  der  letzleren.  Wahrend  das  Verhältniss  zwischen  den  Schwin- 
gungsdauern beider  Schwingungsarlen  sicher  bei  allen  Individuen  das- 
selbe, nSmlich  \  :  3  ist,  wird  das  angeführte  VerhäUniss  der  Schwin- 
gungsamplituden jedenfalls  individuell  verschieden  sein. 

Aus  der  Lage  der  Maxima  und  Minima  der  die  horizontale  Schwin- 
gung graphisch  darstellenden  Diagramme  in  Feld  Nr.  2  und  Nr.  10  geht 
nun  folgendes  Resultat  hervor. 

Die  Hüftlinie  dreht  sich  immer  so,  dass  derjenige  Endpunkt  der- 
selben dabei  nach  vorn  geht,  welcher  auf  der  Seile  des  schwingenden 
Beines  liegt.  Kurz  nach  dem  Moment,  in  welchem  das  schwingende 
Bein  auf  den  Fussboden  aufgesetzt  wird,  kehrt  sich  der  Sinn  der 
Drehung  um,  so  dass  sich  nunmehr  der  andere  Hüflgelenkmiltelpimkt 
nach  vorn  bewegt. 

Was  nun  endhch  die  kleinen  Abweichungen  von  der  reinen  Form 
der  Sinuslinie  in  den  Diagrammen  anlangt,  welche  darauf  hindeuten, 
dass  die  horizontale  Drehung  der  Hüftlinie  sich  nicht  vollständig  als 
eine  einfache  Schwingung  darstellt,  so  rühren  dieselben  jedenfalls  voa 
der  Gelenkbewegung  im  Kniegelenk  des  schwingenden  Beines  her. 
Es  würde  vorläufig  zu  weit  führen,  auf  den  vermuthlichen  Zusamnien- 
faaog  beider  Erscheinungen  näher  einzugehen. 

Die  horizontalen  Schwingungen  der  Hüftlinie  bewirken  fast  keine 
Abweichungen  in  der  Gestalt  der  auf  Tafel  Xll  niedergelegten  Pro- 
jectionen  der  Hüftgelenk  bahnen,  weil  bei  den  Schwingungen  die  Hüft^ 
gelenkmittelpunkte  sich  nahezu  senkrecht  zu  diesen  Projectionscurven 
bewegen.  Ihr  EinQuss  besteht  vielmehr  darin,  dass  sie  an  gewissen 
Stellen  die  Bahncurve  eines  Huftgelenkmittelpunktes  in  der  Richtung 
des  Gehens  gleichsam  auseinanderziehen,  an  anderen  Stellen  dagegen 
dieselbe  zusammendrücken.  So  stellt  bei  jeder  Hüflgelenkbahn  der 
Theil  eine  gestrecklere  Wellenlinie  dar ,  welcher  der  Periode  des 
Schwingens  des  betreffenden  Beines  entspricht.  Die  Wellenlänge  dieses 
Theils  ist  um  die  doppelte  Gesammlausweichung  eines  Hüftgelenks  in- 
folge der  horizontalen  Schwingung  grösser  als  die  Wellenlange  des 
m  die  Periode  des  Aufslülzens  des  Beines  fallenden  Theils  der  Bahncurve. 
'  Die  beiden  Schwingungen  der  Hüfllinie  um  eine  horizontale  und 
eine  verticale  Axe  finden  nun  zu  gleicher  Zeit  statt  und  setzen  sich 
■daher  zu    einer  coniplicirten  Schwingnngsarl    zusammen.     Man  kann 
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sich  den  Vorgang  entweder  so  vorstellen,  dass  man  die  Axen  zum 
Becken  fest  annimmt,  dann  verandern  beide  bei  der  Drehung  ihre 
Richtung,  oder  dass  man  fUr  die  Axen  bei  allen  Stellungen  des  Beckeng 
die  verticale  Richtung  einerseits  und  die  horizontale  Gangrichtung 
andererseits  beibehält,  dann  verändern  dieselben  bei  der  Drehung  ihre 
relative  Lage  im  Becken.  Da  die  Amplitude  beider  Schwingungen 
klein  ist,  so  unterscheiden  sich  die  beiden  Arten  der  Hervorbringung 
des  resultirenden  Seh wingungs Vorganges  nur  wenig.  Da  es  viel  leichter 
ist,  Schwingungen  zusammenzusetzen,  deren  Richtungen  im  Räume  fest 
liegen,  so  wollen  wir  hier  von  der  letzleren  Vorstellung  Gebrauch 
machen. 

Es  handelt  sich  dann  in  dem  vorliegenden  Falle  darum,  zwei 
Schwingungen  um  zwei  zu  einander  senkrechte  Axen  zusammenzu- 
setzen, von  denen  die  eine  Schwingung,  um  die  verticale  Axe,  eine  drei- 
mal so  grosse  Schwingungsdauer  und  fünfmal  so  grosse  Schwingungs- 
ainplitude  besitzt  als  die  andere,  um  eine  horizontale  Axe.  Nimmt 
man  den  Durchkreuzungspunkt  der  beiden  Axen  (Mittelpunkt  der  Hüft- 
linie] als  fest  an,  so  erhEtIt  man  einen  vollständigen  Einblick  in  die 
resullirende  Schwingung  der  Hüftlinie,  vvenn  man  sich  die  Bahn  eines 
beliebigen  Punktes  derselben  verschafft.  Im  Interesse  der  Anschau- 
lichkeit liegt  es,  diesen  Punkt  möglichst  von  dem  Schwingungscentrum 
entfernt  anzunehmen,  damit  die  zurückgelegten  Wege  nicht  zu  klein 
ausfallen.  Ein  jeder  Huftgelenkmittelpunkt  führt  in  horizontaler  Rich- 
tung Excursionen  von  ungeföhr  2,5  cm  (Tafel  XIU,  Feld  Nr.  2  und 
Nr.  1  0)  und  in  verticaler  Richtung  solche  von  nur  0,5  cm  (Feld  Nr.  1 
und  Nr.  9)  aus.  Wählt  man  daher  einen  Punkt  der  Hüftlinie,  welcher 
auf  der  rechten  Seite  liegt  und  viermal  so  weit  von  deren  Mitte  ent- 
fernt ist,  als  der  rechte  Huftgelenkmittelpunkt,  so  werden  die  Ex- 
cursionen desselben  in  den  beiden  zu  einander  senkrechten  Richtungen 
auf  das  Vierfache  vergrössert,  sodass  dieselben  bezüglich  1 0  cm  und 
3  cm  betragen.  Die  Bahn,  welche  dieser  Punkt  bei  der  Schwingung 
um  die  verticale  Axe  beschreibt  sei  A'OA  (Fig.  \9)  und  die  Bahn, 
welche  der  Schwingung  um  die  horizontale  Axe  entspricht,  BOB'. 
Wahrend  der  Punkt  einmal  zwischen  A  und  A'  hin-  und  herschwingt, 
wird  er  dreimal  den  Weg  von  B  nach  B'  und  zurück  durchlaufen 
haben. 

Es  sei  nun  zunächst  angenommen,  dass  es  sich  in  beiden  Fallen 
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um  eiüfache  Schwingungen  {Sinusschwingungen)  handelt.  Theill  man 
die  Schwiogungsdauer  der  horizontalen  Schwingung  in  36  gleiche 
Theile,  so  würde  am  Ende  der  einzelnen  Zeitabachoilte  der  Punkt  auf 
jeder  seiner  beiden  Bahnen  die  in  der  Figur  durch  die  forllaufende 
Nummerierung  raarkirlen  Stellen  passiren.  Dabei  ist  angenommen  wor- 
den, dass  der  Punkt  auf  beiden  Bahnen  gleichzeitig  durch  die  Mittel- 
lage hindurchgeht,  und  dass  von  einem  solchen  Moment  an  die  Zeil 
gerechnet  wird.  Wird  der  Punkt  beiden  Schwingungsbewegungen  zu 
gleicher  Zeit  unterworfen,  so  muss  er  die  in  Figur  \9  gezeichnete 
krumme  Bahn  C'OC  beschreiben  und  zwar  so,  dass  er  wahrend  einer 
ganzen  von  0  aus  gerechneten  horizontalen  Schwingung  auf  dieser 
Bahn  den  Weg  OCOC'O  zurücklegt.     Diese  Thatsache  ist  an  der  Hand 
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der  Figur  leicht  einzusehen.  Während  der  Punkt  infolge  der  verli- 
calen  Schwingung  sich  von  0  bis  B  bewegt,  legt  er  bei  der  hori- 
zontalen Schwingung  nur  die  Hälfte  der  Strecke  OA  zurück.  Es 
erhebt  sich  daher  die  krumme  Bahn  desselben  zunächst  bis  zu  dem 
mittelsten  oberen  Punkte  des  durch  OA  und  OB  gebildeten  Rechlecks. 
Da  nun  die  Bewegung  in  der  Richtung  OA  sich  noch  verlangsamt, 
wahrend  der  Punkt  in  verticaler  Richtung  von  B  nach  0  zurückkehrt, 
so  ist  der  folgende  absteigende  Ast  der  Curve  bis  zur  Horizontalen 
OA  kurzer  als  der  von  O  aufsteigende;  derselbe  senkt  Eich  noch 
weiter  bis  zum  Punkte  C  infolge  der  weiteren  verticalen  Abwarts- 
bewegung von  0  bis  B'.  Die  Bewegung  auf  OA  ist  in  der  zweiten 
Hälfte  der  Bahn  so  langsam  geworden,  dass  zum  Zurücklegen  der 
letzteren  dieselbe  Zeit  nölhig  gewesen  ist,  in  welclier  der  Punkt  sich 
in  verticaler  Richtung  von  It  bi>  It'  bewegt  hat.    E.';  wird  nun  auch 
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rückwärts  wieder  der  Punkt  von  A  aus  nur  bis  halbwegs  AO  ge- 
kommen sein,  während  er  die  ganze  Strecke  B' B  m  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufen  hat,  wie  man  aus  den  Zahlen  in  Figur  19  er- 
kennt. Daher  wird  der  Punkt  in  Wirklichkeit  auf  deraselben  krummeo 
Wege  zurückkehren,  auf  dem  er  bis  C  gekommen  ist.  Der  weitere 
Verlauf  der  Bahncurve  des  Punktes  bedarf  keiner  näheren  Er- 
läuterung, da  er  sich  unter  ZuliUlfenahme  der  Fig,  19  leicht  ver- 
folgen lässt. 

Diese  resultirende  Bahncurve  entspricht  nun  nicht  genau  den 
thatsöcbiichen  Verhallnisseo.  Es  trifft  zwar  für  die  Bewegung  eines 
Punktes  der  Hüftlinie  die  Voraussetzung  zu,  dass  derselbe  bei  beiden 
Schwingungen  gleichzeitig  die  Miltellage  passirt,  dagegen  weicht  die 
horizontale  Schwingung  etwas  von  der  reinen  Form  einer  Sious- 
schwingung  ab.     Die  Strecke  OA  wird  in  der  Richtung  OA  langsamer 


durchschritten  als  in  der  umgekehrten  Richtung  AÖ;  entsprechend  wii 
die  andere  Strecke  OA'  in  der  Richtung  OÄ'  mit  geringerer  Geschwin- 
digkeit zurückgelegt  als  in  der  Richtung  AO.  Dies  lehrt  die  Betrach- 
tung der  Diagramme  in  Feld  Nr.  2  und  Nr.  1 0  der  Tafel  XIU.  Es 
tritt  daher  der  Fall  ein,  dass,  während  der  Punkt  sich  in  vertical 
Richtung  von  0  bis  B  und  dann  zurück  von  B  über  0  nach  D' 
wegt  hat,  er  bei  seiner  horizontalen  Schwingung  noch  nicht  von  0 
bis  A  gekommen  ist,  Daher  wird  der  Punkt  C,  bis  zu  welchem  sich 
der  Curvenast  herabsenkt,  links  von  der  in  Fig.  19  eingezcicbaeten 
Lage  zu  suchen  sein,  etwa  an  der  in  Fig.  äO  angenommenen  Stelle. 
Wahrend  der  Punkt  auf  der  Verticalen  von  B'  aus  zurückgeht 
er    dann    auf  <ler  Horizontalen    erst  noch    das  fehlende  SWe 
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zurücklegen  müssen,  sodass  die  Bahn  dann  zunäclisl  einen  nach  oben 
concaven  Bogen  beschreibt,  bevor  sie  in  den  nach  0  zurückkehren- 
den Bogen  mit  der  Convexität  nach  oben  Übergeht.  Oa  dieselben 
Verhältnisse  sich  aus  Symmetriegründen  bei  der  weiteren  Bewegung 
wiederholen,  so  wird  die  von  einem  Punkte  der  Hllftlinie  beschriebene 
Bahn  die  in  Fig.  20  aufgezeichnete  Form  besitzen  mU.ssen. 

Um  die  Deutlichkeil  zu  vergrössern,  wurde  die  Bahn  eine.s  Punktes 
der  Hüftlinie  betrachtet,  welcher  viermal  so  weit  von  der  Huftlinien- 
mitte  entfernt  ist,  als  der  Mittelpunkt  des  rechten  Hüftgelenks.  Die 
Bahncurve  des  letzteren,  welche  der  gleichzeiiigen  Schwingung  um 
.eine  verticale  und  eine  horizontale  Axe  entspricht,  wird  daher  zwar 
der  Form  nach  genau  dieselbe  sein  müssen;  ihre  Grösse  muss  dagegen 
viermal  so  gering  sein.  Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen, 
dass  dies  wirklich  der  Fall  ist,  indem  man  sich  die  Projection  der 
relativen  Bewegung  dos  rechten  Hüftgelenk- 
miltelpunkles  zur  lIufLlinienmilte  auf  die  Gang- 
ebene verschafil.  Denn  da  die  Hüftlinie  im 
Durchschnitt  senkrecht  zur  Gangebene  gerichtet 
ist  und  im  Ganzen  in  Folge  der  kleinen 
Schwingungsamplituden  nur  wenig  von  dieser 
Richtung  abweicht,  so  wird  die  Bahn  des  Hüft- 
gelenk mitlelpunktes  in  der  Projection  auf  die  i ; 
Gangebene  nahezu  in  ihrer  wirklichen  Gestalt 
und  Grösse  erscheinen.  Diese  Projection  lasst  sich  nun  ohne  Weiteres 
unter  der  Benutzung  der  ;r-  und  s-Coordinaten  der  Tabelle  13  auf 
Seite  283  aufzeichnen.  Dies  ist  in  Fig.  21  für  den  1.  Versuch  in  natür- 
licher Grösse  gethan  worden.  Gleichzeitig  ist  die  Fig.  20  verkleinert 
darüber  gezeichnet  worden,  um  besser  einen  Vergleich  zu  ermög- 
lichen. Es  ist  zu  beachten,  dass  die  den  einzelnen  Punkten  der  unteren 
Curve  beigesetzten  Zahlen  die  Nummer  der  Bewegungsphase  des 
Ganges  angeben,  während  die  in  Figur  19  eingetragenen  Zahlen  zu 
der  willkürlich  vorgenommenen  Zerlegung  der  ganzen  Dauer  einer 
horizontalen  Schwingung  in  36  gleiche  Teile  gehören.  Mit  Ausnahme 
einiger  geringer  Unregelmässigkeiten  entspricht,  wie  man  sieht,  die 
unlere  Curve  in  Fig.  21  in  ihrer  Form  der  Curve  in  Fig.  20  und  besitzt 
viermal  so  geringe  Dimensionen.  Ks  ist  daher  durch  die  vorhergehen- 
den Betrachtungen  die  relative  Bewegung  des  Hüftgelenks  zur  Hüft- 
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limenmilte,  und  dadurch  auch  die  Arl  der  resuUirenden  Schwingum 
der  Hüftlinie  geailgend  mechanisch  zergliedert  und  auf  ihren  eib 
fachsten  Ausdruck  gebracht  worden. 

Durch  die  Drehungen  der  [lurLlinie  ist  die  Bewegung  des  Beckeas" 
wahrend  des  Gehens  noch  nicht  volIslSndig  bestimmt.  Es  ist  möglich, 
ja  sogar  wahrscheinlich,  dass  das  Becken  ausser  den  Bewegungen, 
welche  sich  in  Drehungen  der  Hüftlinie  äussern,  auch  noch  Drehungen  i 
um  die  Hüftlinie  ausführt.  Diese  letzteren  lassen  sich  jedoch  nicht  j 
direct  aus  unseren  Messungen  ableiten,  da  es  leider  versäumt  worden  | 
war,  ausser  den  beiden  Punkten  der  Hilfllinie  noch  einen  ausserhalb  j 
derselben  liegeuden,  mit  dem  Becken  starr  verbundenen  Punkt  zt(  1 
markieren  und  fUr  die  Messung  zu  verwenden,  obgleich  dies  ausführbar] 
zu  sein  scheint. 


Die  Drehungea  der  Schulterlinie, 

Die  Coordinaten  der   relativen  Bewegung  eines    Schultergelenk-  ' 
milteipunktes  in  Bezug  auf  die  Schulterlinienmitle  ergeben  sich  aas  J 
den   in   den  Tabellen    10    und    H    niedergelegten    räumlichen    Coor- • 
dioaten   des  Schultergelenkmittelpunktes  einerseits  und  der  Schulter-J 
linienmitte  andererseits  durch  Subtraclion.     Die  Wcrthe  dieser  Diffe*^ 
renzen  linden  sich  für  den    rechten  Schultergelenkmittelpunkt  in  fot-  ' 
gender    Tabelle    1 4    niedergelegt,    welche   der   für    die    Hüftgelenke 
geltenden  Tabelle  13  auf  Seite  283  genau  entspricht.     Die  relativen 
Coordinaten  des  linken  Schultergelenkmittelpunkles  unterscheiden  sichf 
von  diesen  wieder  nur  durch  das  Vorzeichen  und  sind  daher  nicht  l 
sonders  angeführt  worden. 
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Belatiye  Goordinaten  des  rechten  Schnltergelenk- 
mittelpimktes  in  Bezng  anf  den  Mittelpunkt 

der  Schnlterlinie. 


Tabelle  U. 

Nr 

I.  Versuch 

II.  Versuch 

iir. 

X 

y 

3 

X 

V 

X 

1 

+  0,56 

+  17,37 

-0,08 

—  0,08 

+  17,48 

+  0,56 

i 

+  0,48 

+  17,37    —0,12 

—  0,22 

+  17,43 

+  0,51 

3 

+  0,37 

+  17,37^       0,15 

—  0,32 

+  17,38 

+  0,40 

4 

+  0,33 

+  17,43 

—  0,23 

—  0,49 

+  17,37 

+  0,20 

5 

+  0,21 

+  17,47 

-0,14 

—  0,66 

+  17,40 

—  0,05 

6 

+  0,05 

+  17,43 

—  0,02 

—  0,83 

+  17,38 

—  0,25 

7 

—  0,12 

+  17,33 

+  0,06 

—  0,93 

+  17,39 

—  0,30 

8 

—  0,27 

+  17,25 

+  0,05 

—  0,96 

+  17,30 

-0,25 

9 

—  0,38 

+  17,13 

—  0,02 

—  0,97 

+  17,19 

-0,21 

10 

—  0,47 

+  17,04 

—  0,10 

—  0,98 

+  17,10 

—  0,21 

11 

-0,28 

+  16,99 

—  0,17 

—  0,97 

+  17,05 

—  0,24 

12 

+  0,02 

+  16,98 

—  0,25 

—  0,82 

+  17,02 

—  0,25 

13 

+  0,26    +16,97 

—  0,28 

—  0,35 

+  17,10 

-0,22 

14 

+  0,42 

+  16,99 

—  0,17 

+  0,02 

+  17,13 

—  0,25 

15 

+  0,64  1+  16,98 

+  0,02 

+  0,32 

+  17,13 

-0,21 

16 

+  0,91     +17,00 

+  0)18 

+  0,49 

+  17,14 

-0,02 

17 

+  1,12 

+  17,06 

+  0,28 

+  0,65 

+  17,21 

+  0,18 

18 

+  1,23|+  17,04 

+  0,25 

+  0,76 

+  17,37 

+  0,30 

19 

+  1,41  \  +  16,87 

+  0,21 

+  0,83 

+  17,37 

+  0,39 

20 

+  1,52  1  +  16,81 

+  0,21 

+  0,89 

+  17,06  1  +  0,32 

21 

+  1,59    +  16,76 

+  0,23 

+  1,00 

+  16,95    +0,20 

22 

+  1,56  1  +  16,69 

+  0,24 

+  1,11 

+  16,99 

+  0,22 

23 

+  1,45  1+  16,75 

+  0,19 

+  1,15 

+  16,95 

+  0,24 

24 

+  1,15  1  +  16,85 

+  0,28 

+  1,15 

+  16,93 

+  0,26 

25 

+  0,92    +  16,89 

+  0,31 

+  1,00 

+  17,03    +0,29 

26 

+  0,74  j  +  16,93 

+  0,26 

+  0,82 

+  17,00+0,34 

27 

+  0,58    +  17,18 

+  0,14 

+  0,78    +17,11 

+  0,32 

28 

+  0,29+  17,24 

—  0,05 

+  0,62l+  17,31 

+  0,17 

29 

—  0,05 

+  17,30 

—  0,21 

+  0,36 

+  17,32 

+  0,10 

30 

—  0,35 

+  17,39 

—  0,25 

+  0,08 

+  17,33 

—  0,01 

31 

—  0,56 

+  17,40 

—  0,18 

—  0,08 

+  17,39 

-0,03 

Es  ist  zweckmässig,  bei  der  Scbulterlinie,  wie  bei  der  Hüftlinie, 
Drehungen  um  eine  horizontale,  der  Gangrichtung  parallele  Axe  von 
solchen  um  eine  verticale  Axe  zu  unterscheiden.     Bei  den  ersteren 
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werden  die  Seh ultergelenkmiUel punkte  eine  Bewegung  nach  oben 
und  uDlen .  bei  den  letzteren  eine  solche  nach  vorn  und  hinten  er- 
fahren. Ua  die  Excursionen  in  diesen  beiden  Richtungen,  trotz  des 
weiteren  Abslandes  der  Schultergelenke  von  der  Mitle  der  Schnlter- 
linie,  nicht  grösser  sind,  wie  die  entsprechenden  der  Huftgelenk- 
mittelpunkte,  so  werden  die  Aenderung^n  der  z-Coordinate  bezüglich 
a;-Qoordinate  hier  erst  recht  eine  deutUche  Anschauung  von  den 
Drehungen  der  Scbnlterlinie  um  die  horizontale,  bezüglich  verticale 
Axe  vermitteln. 

Die  Aenderungen  dieser  beiden  Coordinaten  sind  nun  in  genaa 
derselben  Weise  wie  für  die  Hüftlinie  graphisch  dargestellt  wor- 
den. Die  Felder  Nr.  3  und  Nr.  1 1  von  Tafel  XllI  geben  ein  Bild  von 
den  Erhebungen  und  Senkungen  der  Schultergelenkmittelpunkte  uod 
die  Felder  Nr.  4  und  Nr.  12  ein  solches  von  den  Verschiebungen 
derselben  nach  vorn  und  hinten  für  die  beiden  ersten  Versuche.  Die 
zur  rechten  Körperseite  gehörenden  Diagramme  sind  wieder  obeo, 
die  der  linken  Seite  entsprechenden  unten  gezeichnet  worden. 

Die  Diagramme  fur  die  Erhebungen  und  Senkungen  der  Schulter- 
gelenke {Feld  Nr.  3  und  Nr.  11)  zeigen  nicht  eine  so  einfache  Form 
wie  bei  den  Hüftgelenken.  Siebt  man  von  kleinen  Unregelmüssig- 
keiten  ab,  so  besitzen  sie  etwa  die  Gestalt  einer  Wellenlinie ,  bei 
welcher  alternirend  immer  ein  Wellenthal  und  ein  Wellenberg  in 
ihrer  verticalen  Ausdehnung  verringert  worden  sind,  so  wie  es  durch 
Figur  22  versinnlichl  wird,  welche  eine  etwas 
scheniatisirte  Reproduclion  des  oberen  Dia- 
gramms von  Feld  Nr.  3  der  Tafel  XHI  ist. 
Aus  der  ursprünglichen,  durch  die  punktierte 
Linie  angegebenen  Gestalt  sieht  man,  dass 
die  Schwingimgsdauer  genau  dieselbe  ist, 
wie  bei  den  verticalen  Schwingungen  der  Hüftlinie,  so  dass  also 
ebenfalls  auf  zwei  Schritte  drei  ganze  Schwingungen  kommen.  Da, 
wie  ein  Vergleich  mit  Feld  Nr.  1  der  Tafel  Xlll  lehrt,  die  Masira>i 
in  Figur  22  an  denselben  Stellen  sich  befinden,  an  welchen  bei  di 
entsprechenden  Diagramm  für  die  Hüftlinie  Minima  vorhanden  sind, 
und  umgekehrt ,  so  finden  die  Schwingungen  der  Schulterlin 
die  horizontale  Axe  durchweg  in  entgegengesetzter  Richtung 
wie  die  entsprechenden  der  Hüftlinie. 
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BerUcksichligL  mao  die  Lage  der  Maxima  und  Minima  der  Ver- 
ticalprojection  der  Bahncurven  der  Schulterte lenkmittolpunkte  (vgl, 
Tafel  X  und  \[],  so  findet  man,  dass  die  verticalen  Schwingungen 
der  Schul lerlinie  sich  in  folgender  Weise  in  die  Gangbewegung  ein- 
reilien. 

Bei  dem  verticalen  Maximum  einer  Schultergelenkbahn,  welches 
in  die  Periode  des  Schwingens  des  auf  derselben  Körperseite  befind- 
lichen BeiDS  E^llt,  ist  die  SchuUerünie  auf  der  betreffenden  Seite  am 
meisten  gesenkt;  sie  erhebt  sich  dann  etwas,  kehrt  aber  noch  bevor 
sich  das  schwingende  Bein  auf  den  Boden  aufsetzt,  ihre  Schwingungs- 
richtung wieder  um  und  erreicht  von  neuem  ihren  tiefsten  Stand 
etwa  O'l  1  nach  dem  Aufsetzen  des  Beins,  Uarauf  eriiebl  sie  sich 
nun  stärker,  etwa  um  einen  djeimal  so  grossen  Winkel  wie  vorher, 
und  erreicht  ihren  höchsten  Stand  in  dem  Moment,  für  welchen  die 
Scbultergelenkbahn  ihr  nächstes  verticales  Maximum  besitzt,  welches 
nunmehr  in  die  Periode  des  Aufslutzens  des  betreffenden  Beins  f^llt. 
Die  Schiilterlinie  ist  natürlich  in  demselben  Moment  auf  der  anderen 
Seite  am  meisten  gesenkt.  Da  aber  gleichzeitig  das  andere  Schulter- 
gelenk in  seiner  Bahn  das  verticale  Maximum  besitzt,  welches  in 
die  Periode  der  Beinschwtngung  dieser  anderen  Seite  PJllt,  so  wieder- 
holt sich  jetzt  der  eben  geschilderte  Seh wingungs Vorgang  der  Schulter- 
linie symmetrisch. 

Es  führt  demnach  auch  die  Schulterlinie  wührend  der  Dauer 
eines  einfachen  Schrittes  drei  halbe  Schwingungen  um  die  horizontale, 
der  Gangrichtung  parallele  Axe  aus.  Diese  Schwingungen  besitzen 
aber  nicht,  wie  bei  der  Hüftlinie  gleiche,  sondern  abwechselnd  kleine 
und  grosse  Amplitude  in  der  Weise,  wie  es  Figur  22  veranschau- 
licht. Da  das  linke  Bein  von  der  12.  bis  23.  Phase  beim  1,  Versuch 
schwingt,  so  erkennt  man  aus  derselben  Figur,  dass  die  Schulterlinie 
nur  im  Anfang  der  Schwingung  eines  Beines  auf  der  Seite  des  auf- 
gestützten Beines  gesenkt  ist,  wahrend  des  grös^ten  Theiles  aber  auf 
der  Seite  des  schwingenden  Beines  nach  abwärts  neigt. 

In  gleicherweise,  wie  die  verticalen  Schwingungen  der  Hüfllinie 

die  aus  Tafel  Xll  und  Figur -18  auf  Seite  28D  ersichtlichen  Abweichungen 

in  der  Gestalt  der  Bahncurven  beider  Huflgelenkmiltel punkte  erklärlich 

machten,  geben  die  verticalen  Schwingungen  der  Schulterlinie  Aufschluss 

1  über  die  Verschiedenheiten  in  den  Schultergelenkbahnen.     In  Folge  der 
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Senkung  der  Schulterlinie  auf  der  rechten  Seile  \vi)hreDd  des  verticateD 
Maximums  der  Schultergelenkbaha  bei  scliwingendem  rechten  Bein 
liegt  der  Anfang  des  ersten  Curvenabschnitles  1,  5;  II,  6  rechts  Uefer 
als  links.  Da  die  Schulterlinie  auch  noch  beim  Aufsetzen  des  rechtea 
Beines  rechts  nach  unten  neigt,  so  gehl  der  ersle  Curvenabschnilt 
auch  rechts  tiefer  herunter  als  hnks  (1,  H  ;  H,  12);  er  erhebt  sich 
jedoch  dann  auf  der  rechten  Seile  mehr  als  links,  da  bald  nach  dem 
Aufsetzen  des  rechten  Beines  die  Schullerlinie  rechts  stark  erhoben 
wird  UDd  sich  längere  Zeil  nahezu  auf  der  erreichten  Höhe  halt.  Es 
ist  daher  im  Punkle  des  ZusammentrcfTens  beider  Curvenabschniüe 
(I,  17;  U,  18)  die  Projectionscurve  auf  Tafel  XII  und  in  Figur  1 
rechts  starker  gehohen  als  linkg.  Es  vertauschen  von  da  an  die  recbl 
und  linke  Seite  ihre  Rollen,  wie  es  ja  auch  bei  der  Hüftlinie  der  Fall 
war,  und  wie  es  bei  symmetrischem  Gange  nicht  anders  sein  kann. 

Was  nun  die,    durch  die  Diagramme  in  den  Feldern  Nr.  4  und 
Nr.  12  der  Tafel  XllI  dargestellten    Drehungen    der  Sehullerlinie  um'! 
die  verticale  Axe  anlangt,  so  sind  dieselben  ziemlich  genau  einfache 
Sinusschwingungen.     Die  Schwingungsdauer  ist  dreimal  so  gross,  w'u 
bei  den  Schwingungen    um    die  horizontale  Axe,  und  die  .^mplitui 
der  erßteren  ist  ca.  -i^  mal  so  gross  als  die  der  letzteren.     Im  Ver- 
gleich  zu    den   horizontalen    Schwingungen    der    Hufllinie    liegen    die' 
Maxima  hier  nahezu  an  derselben  Stelle,  wo  dort  die  Minima  lagen,' 
und  umgekehrt.     Genau  genommen  liegt  das  Minimum  bezüglich  Ma-j 
simum  des    Diagramms   der    Schullerlinie  jedoch    zwei  Phasen,   al: 
abgerundet  OI'OS   früher    als  das    Maximum    bezüglich    Minimum    der 
Hüftlinie,    da  die  letzteren  infolge    der  vor  ihnen  staltändenden  Ab- 
weichung von  der  einfachen  Schwingungsart  um  etwa  dieselbe  Zeil 
strecke    verspätet   sind.     Es   ergiebt   sich    daraus  das  Resultat,    dai 
die  Schullerlinie  kurz   vor  dem  Aufsetzen  eines  Beines    anlangt, 
der  betreffenden  Seite   nach    vorn  zu   schwingen    und    erst  kurz 
dem    Aufsetzen   des  anderen    Beines   die    Richtung    der   Schwingui 
umkehrt,  so  dags  sie  nun  auf  der  anderen  Seite  nach  vorn  schwingL' 

Um  sich  eine  klare  Vorstellung  von  den  Schwingungsarien  der 
Schulterlinie  um  die  horizontale  und  die  verticale  A\e  an  der  Band 
der  Diagramme  bilden  zu  können,  hat  man  nur  noch  zu  berück- 
sichtigen, dass  der  Abstand  der  Schul terlinienraitte  von  jedem  der- 
beiden  Scbultergelenkmittel punkle  ca.    1  7,f>  cm  betragt. 
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Da  die  beiden  Schwingungen  zu  gleicher  Zeit  stattfinden,  so  ist 
das  Resultat  ebenfalls  ein  ziemlich  verwickelter  Seh wingungs Vorgang. 
um  sich  eine  deutliche  Vorstellung  von  demselben  bilden  zu  können, 
ist  es  wiederum  zweckmassig,  die  Schwingungen  eines  Punktes  der 
Schulterlinie  ins  Auge  zu  fassen,  welcher  weiter,  z.  B.  viermal  so  weit 
von  dem  Mittelpunkt  der  Schullerlinie  entfernt  ist  wie  der  Mittelpunkt  des 
Schultergelenks.  Da  die  Gesamtexcursionen  des  letzteren  in  borizon- 
taler  Richtung  ca.  2,1  cm  und  in  verticaler  Richtung  ca,  0,6  cm 
beiragen,  so  wird  der  betreffende  Punkt  der  Schulterlinie  auf  seiner 
horizontalen  Bahn  zwischen  zwei  um  8,4  cm  entfernten  Punkten  A 
und  A'  (Fig.  23)  und  gleichzeitig  in  verticaler  Richtung  zwischen  zwei 
um    2,4  cm  entfernten  Punkten    B  und   F    hin-    und   herschwingen. 


Beide  Bahnen  durchkreuzen  sich  in  ihrer  Mitle  im  Punkte  0.  Die 
erslere,  horizontale,  Schwingung  findet  ganz  nach  Art  einer  Sinus- 
Schwingung  statt.  Theilt  man  die  ganze  Schwingungsdauer  wieder  in 
36  gleiche  Theile,  so  befindet  sich  am  Ende  der  einzelnen  Zeit- 
abschnitte der  Punkt  an  den  durch  die  Nummeriertmg  von  0  aus 
markierten  Stellen.  Wahrend  nun  der  Punkt  den  Weg  OAOA'O 
zurücklegt,  wird  er  infolge  der  verticalen,  weniger  einfachen  Schwingung 
in  der  verticalen  Richtung  etwa  den  Weg  0  BD  ßOß'iy  FO  machen, 
wo  D  und  D*  zwei  Punkte  bedeuten,  welche  die  Strecke  BB  in 
drei  gleiche  Theile  zerlegen.  Aus  den  Diagrammen  der  Felder  Nr.  3 
und  Nr.  4  der  Tafel  XIII  ist  ersichtlich,  dass  der  Punkt  nahezu  gleich- 
zeitig (vgt.  Phase  I,  15)  bei  seiner  Schwingung  nach  vorn  und  bei 
der  nach  oben  die  Mittellage  0  passiert.  Es  hat  dalier  die  ent- 
sprechende Nummerierun«  auf  der  verticalen  Linie  der  Fig.  23  ebenfalls 
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bei  0  zu   begianeD.     Durch  ZusammeDtielzung   beider   Scbwingungs- 
arteo    enlstebt    die    krummlJDige   Baho    OCOC'O.      Wie   man    unler  j 
Hinzuziehung  der  Diagraniiue  in  den  Feldern  Nr.  i  \  und  Nr.  1 2  erkenot, 
wird  in    Wirklichkeit  der  Punkt  in  seiner  verticalen  Bewegung  noch 
nicht   ganz    die  JMiltellage    erreicht   haben,   wenn    er    in    horizontaler 
Bahn  durch  0  hindurchgeht.     Daher  wird    die  krumme  Bahn  bei  O  ] 
Glwas   auseinandergehen    in  der  Weise,  wie  es  Fig.  2i  versinnHcht.  i 
Die  Balin  des  rechten  Seh ulte ige lenksmitlel punkte»    wird    nun  gi^nait  J 
dieselbe  Form  besitzen,  aber  viermal  so  klein  ausfalleD. 


Vergleicht  man  diese  Bahncurve  mit  der  in  Fig.  20  aur  Seit«  I 
294  aulgezeichneten  Curve  eines  Punktes  der  Hüftlinie,  so  stellea 
sich  im  Wesentlichen  keine  sehr  grossen  Unterschiede  in  der  Form 
heraus.  Einmal  geht  die  Hul'tlinienbahn  an  den  Enden  in  den  Punkten 
C  und  6"  weiter  nach  unten  und  oben  als  die  SchullerUnienbahn, 
und  dann  gehen  die  beiden  in  verschiedener  Richtung  durchlaufenen 
Theile  des  Curveozugs  für  die  Hüftlinie  an  den  Enden ,  filr  die 
Schullerlinie  dagegen  in  der  Mitte  etwas  auseinander.  Beachtet  maa 
dagegen,  in  weicher  Weise  diese  Schwingungen  sich  dem  ganzea 
Bevvegungsvorgang  anschliessen,  so  erkennt  man  ein  gerade  entgegen- 
gesetztes Verhalten  bei  beiden  Linien.  Um  dieses  deutlich  zu  machen, 
sind  in  den  Bahncurven  Fig.  20  und  24  die  Stellen  hervorgehoben 
und  mit  R  und  L  bezeichnet  worden,  an  welchen  sich  der  Punkt 
dei'  Hüftlinie,  bezüglich  Schulterlinie  befindet  in  den  beiden  Momenten, 
in  welchen  das  rechte  Bein  einerseits  und  das  linke  Bein  anderer- 
seits auf  den  Fussboden  aufgesetzt  wird.  Ausserdem  sintJ  noch  die- 
jenigen Stellen  niarkirt  worden,  welche  zu  einem  verticalen  Maxiniuia 
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der  absolulen  (nicht  blog  relativ  zur  SchiillerlinienmiLte  geDommeoen) 
Srhultergelenkbalin  golitiren.  Ms  bedeutet  das  Maximum,  bei  welchem 
das  Bein  der  betrelFendea  Seite  in  Schwin^^ung  ist,  Ma  dasjenige, 
bei  welchem  das  Beio  auf  dem  Boden  aufsieht.  Aus  der  Lage  dieser 
vier  Punkte  in  den  beiden  t'iguren  erkennt  man  auf  den  ersten  Blick, 
dass  beide  Bahncurven  in  genau  entgegengesetzter  Weise  durch- 
laufen werden.  Um  sich  ein  deutliches  Bild  von  der  verwickelten 
Schwingung  einer  jeden  der  beiden  Linien  zu  verschaffen,  hat  man 
sich  in  0  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  auf  der  dem  Auge  abge- 
wandlen  Seite  ein  Loth  errichtet  zu  denken  und  auf  diesem  Loth  bei 
Fig.  20  in  der  Entfernung  von  i  x  8,S  ^  3icm  den  Uultliaienmittel- 
punkl  und  hei  Fig.  24  in  der  Entfernung  von  4  x  17,5  cm  =  70  cm 
den  Schuiterlinienmittelpunkt  in  fester  Lage  anzunehmen.  Hüft-  und 
Schullerhnie  bewegen  sich  dann  so,  dass  ihre  nach  rechts  gerichtete 
Hälfte  immer  durch  die  Curve  Fig.  iö  bezuglich  Fig.  24  hindurch- 
geht. Man  erkennt  daraus,  dass  die  Schultertinie  sich  nach  hinten 
und  oben  bewegt,  wenn  die  Hüftlinie  sich  vorwärts  und  abwärts 
dreht  und  umgekehrt.  Beschreibt  man  die  Bewegung  der  Huflhnie 
unter  Benutzung  der  Ausdrücke  vorwärts,  rückwärts,  aufwärts  und 
abwärts,  so  erhält  man  die  gleichzeilige  Drehung  der  Schulterlinie, 
wenn  man  an  Stelle  eines  jeden  dieser  vier  .ausdrücke  den  gerade 
eotgegengeseizten  verwendet. 

Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass  die  Amplituden  der  Schwingungen 
bei  beiden  Linien  sehr  verschieden  sind,  trotzdem  die  Dimensionen 
der  Curven  in  Fig.  20  und  Fig.  24  nur  wenig  von  einander  abweichen. 
Dies  rührt  daher,  dass  der  Mittelpunkt  der  Schulterlinie  ungefähr 
doppelt  so  weit  von  der  Ebene  der  Zeichnung  entfernt  zu  denken 
ist,  als  der  der  Hüftlinie.  Zieht  man  die  geringen  Unterschiede  in 
der  Ausdehnung  beider  Curven  in  horizontaler  und  verticaler  Rich- 
tung in  Rücksicht,,  so  erkennt  man  daraus,  dass  bei  der  Schulterlinie 
die  Amplitude  der  Schwingung  um  die  verticale  Ase  etwa  nur  j- 
und  diejenige  der  Schwingung  um  die  horizontale  Ase  ungefähr  \ 
voD  der  Amplitude  der  entsprechenden  Hüfllinienschwingung  beträgt. 
Dieses  letztere  Ergebniss  besitzt  nur  individuellen  Werlh.  Man  kann 
sich  auch  leicht  davon  Überzeugen,  dass  man  z.  ß.  das  Verhältniss 
der  Amplituden  der  Schwingungen  um  die  verticale  A\e  innerhalb 
gewisser  Grenzen  willkürlich  abändern  kann. 
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Aus  den  gleichzeitigen  Schwingungen  der  Hüft-  und  Schulter- 
linie folgt  nun,  dass  der  Rumpf  beim  Gehen  Verdrehungen  um  die 
Verbindungslinie  der  Hüft-  und  Schulterlinienmitte  erfährt,  deren 
Grösse  nahezu  durch  die  Summe  der  Amplituden  der  beiden  Schwin- 
gungen um  die  verticale  Axe  gemessen  wird.  Ein  ganz  genaues  Maass 
für  die  Verdrehung  des  Rumpfes  würde  diese  Amplitudensumme  nur  dann 
abgeben,  wenn  die  Rumpflinie  bei  allen  Bewegungsphasen  immer 
vertical  gestellt  bliebe.  Dieses  ist  aber  nicht  der  Fall.  Die  Rumpf- 
linie führt  vielmehr  ebenfalls  Schwingungen  während  des  Gehens  aus, 
welche  nunmehr  einer  näheren  Betrachtung  unterzogen  werden  sollen. 


Die  Drehungen  der  Bumpflinie. 

Die  Drehungen  der  Rumpflinie  sollen  auf  den  Mittelpunkt  der 
Hüftlinie  als  festes  Drehungscentrum  bezogen  werden.  Sie  sind  daher 
bekannt,  wenn  man  die  relative  Bewegung  der  Schulterlinienmitte 
zu  der  Huftlinienmitte  festgestellt  hat.  Die  Coordinaten  dieser  rela- 
tiven Bewegung  sind  die  Differenzen  der  für  die  beiden  ersten  Ver- 
suche in  den  Tabellen  1 0  und  1 1  aufgezeichneten  Coordinaten  der 
Mittelpunkte  von  Schulter-  und  Hüftlinie.  Die  Werthe  dieser  Diffe- 
renzen finden  sich  für  beide  Versuche  in  der  folgenden  Tabelle 
niedergelegt. 
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Relative  Coordinaten  des  Mttelpunktes 
der  Schnlterlinie  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 

der  Hüftlinie. 

Tabelle  4  5. 


I.  Versuch 

IL  Versuch 

Nr. 

1               1 

1 

» 

y               s 

X 

y 

5 

1 

—  2,72 

+  0,59  ]  +  45,61 

—  4,04    —0,34 

+  46,4  4 

2 

—  2,91 

+  0,36    +46,13 

—  2,07 

—  0,43 

+  45,76 

3 

—  2,84 

+  0,15  1  +  46,71 

—  2,59    —0,43 

+  45,53 

4 

—  2,71 

+  0,05  .  +  46,72 

-2,32    —0,34 

+  46,29 

5 

—  2,34 

+  0,15    +46,89 

-2,27 

—  0,4  4 

+  46,92 

6 

—  1,91 

+  0,27 

+  47,10 

—  4,89 

—  0,03 

+  47,22 

7 

—  1,36 

+  0,50  j  +  47,45 

-4,26    +0,24 

+  47,27 

8 

—  0,91 

+  0,77    +  47,60 

—  0,97  1  +  0,43 

+  47,53 

9 

0,96 

+  1,02    +  47,18 

—  0,30    +  0,63 

+  47,95 

40 

—  1,35 

+  1,18    +46,72 

+  0,03  !  +  0,78 

+  47,80 

11 

—  2,24 

+  1,28  J  +  46,23 

—  0,4  4    +0,96 

+  47,46 

12 

—  2,67 

+  1,22  1  +  45,90 

—  0,90    +4,40 

+  46,87 

13 

—  2,66 

+  0,77 

+  46,10 

—  1,67  1+0,98 

+  46,47 

14 

—  3,24 

+  0,29    +46,12 

—  4,94 

+  0,78 

+  46,60 

15 

—  3,14 

—  0,02 

+  46,35 

—  2,4  3 

+  0,4  5 

+  47,4  4 

16 

—  3,52 

0,13 

+  46,70 

—  2,29 

—  0,08 

+  47,35 

17 

-2,81 

—  0,12 

+  46,97 

—  2,36 

—  0,42    +  47,03 

18 

—  2,58 

+  0,04 

+  47,04 

—  2,43 

+  0,04 

+  47,47 

19 

—  2,18 

+  0,09 

+  47,11 

2,20 

—  0,05 

+  47,47 

20 

—  1,76 

+  0,04 

+  47,23 

—  4,78 

—  0,39 

+  47,24 

21 

—  1,42 

—  0,06 

+  47,16 

—  4,40 

-0,24 

+  47,54 

22 

—  1,38 

—  0,1 0 

+  46,70 

—  4,04 

0,43    +  47,53 

23 

1,68 

0,03 

+  46,13 

0,89 

—  0,44  1  +  47,10 

24 

—  2,48 

+  0,22 

+  45,73 

—  4,00  i  —0,53  1  +  46,74 

25 

—  2,46 

+  0,58 

+  45,69 

—  4,76  ;  —0,48 

+  46,24 

26 

2,14 

+  0,68 

+  45,65 

—  4,96  .  +  0,45 

+  46,09 

27 

—  2,96 

+  0,69 

+  45,76 

—  2,00    +  0,33    +  46,02 

28 

—  3,41 

+  0,73 

+  46,37 

—  2^50    +  0,60    +  45,79 

29 

—  3,90 

+  0,69  1  +  46,67 

3,09  '  +  0,66    +  46,46 

30 

—  3,66 

+  0,67  1  +  46.89 

—  3,52  !  +  0,57    +  46,76 

31 

—  3,36 

+  0,81 

+  47,04 

3,30 

+  0,4'8 

+  47,4  3 

Da  die  Rumpflinie  bei  ihren  Bewegungen  nur  wenig  von  der 
verticalen  Richtung  abweicht,  so  empfiehlt  es  sich,  Drehungen  der- 
selben  um  zwei  horizontale  Axen  zu  unterscheiden,  von 
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eiue  die  Gangrichlung  besitzt,  währeod  die  aodere  senkrecht  zu  der 
Gangebene  gerichtet  ist.  Bei  den  ersleren  wird  die  SchulterUnien- 
mitte  Bewegungen  nach  recblä  und  links,  bei  den  lelzteren  solche 
nach  vorn  und  hinten  ausführen.  Da  die  Amplituden  beider  Schwingungs- 
arten  noch  geringer  sind  wie  bei  den  Schwingungen  der  Schulter- 
und  Hüftlinie,  so  wird  diese  Zerlegung  der  Drehungen  der  Rumpf- 
linie zu  nicht  wesentlich  anderen  Resultaten  führen,  als  wenn  man 
beide  durch  die  Huftlinienmitte  gelegte  Drehungsaxen  zum  Rumpfe 
fest,  die  eine   in  sagitaler,  die  andere  in  frontaler  Richtung  annimmt. 

Die  Bewegungen  der  Schulterlinienmilte,  welche  der  Drehung 
um  die  zur  Gangrichtung  parallelen  Axe  entsprechen,  werden  durch 
die  Aenderungen  der  i/-Coordinate,  die  anderen  durch  die  Aende- 
rungen  der  j:-Coordinate  dargestellt,  welche  sich  aus  der  Tabelle  15 
ergeben.  Diese  Coordinalenanderungen  sind  in  der  schon  wiederholt 
angewendeten  Weise  durch  Diagramme  graphisch  dargestellt  worden, 
welche  sich  in  den  Feldern  Nr.  ö  und  Nr.  6  der  Tafel  XIII  für  den 
1.  Versuch  und  in  den  daneben  beündliclien  Feldern  Nr.  1 3  und  Nr.  \  4 
für  den  II.  Versuch  aufgezeichnet  finden. 

Diese  Diagramme  zeigen  an  einigen  Stellen  Unebenheiten  (vgl. 
z.  B.  Feld  Nr.  6),  welchen  jedenfalls  keine  wesentliche  mechanische 
Bedeutung  zukommt,  da  dieselben  nicht  hei  beiden  Versuchen  io 
übereinstimmender  Weise  vorkommen.  Der  Grund,  weshalb  z.  B.  die 
zur  Drehung  der  Hüftlinie  gehörenden  Diagramme  derartige  Uneben- 
heiten fast  gar  nicht  oder  doch  in  viel  geringerem  Maasse  zeigen, 
mag  wohl  mit  darin  zu  suchen  sein,  dass  die  Lange  der  Rumpflinie 
5  bis  6  mal  so  gross  ist  als  die  der  halben  Hüftlinie,  und  dass  infolge- 
dessen kleine  Unregelmüssigkeilen  in  der  Schwingung  bei  den  Dia- 
grammen der  Rumpflinie  sich  5  bis  6  mal  starker  gellend  machen 
müssen,  als  bei  denen  der  Hüftlinie.  Sieht  man  von  diesen  Uneben- 
heiten ab,  so  lassen  die  Diagramme  erkennen,  dass  die  Rumpflinie 
um  die  zur  Gangrichtung  parallele  Axe  Schwingungen  ausfuhrt, 
welche  eine  ganz  ahnliche  Form  besitzen,  wie  die  Schwingungen  der 
Schullerlinie  um  die  zur  Gangrichtung  parallele  Axe.  Wahrend  zweier 
Schritte  führt  die  Rumpflinie  drei  Schwingungen  aus,  welche  wie 
hei  der  ScliulterlJnie  in  Bezug  auf  ihre  Amplituden  sehr  ungleich- 
werthig  sind.  Es  wechseln  sich  verhallnissmassig  grosse  und  sehr 
kleine  Amplituden  ab.     Kur^  nach    dem  Moment  des  Aufsetzens  des 
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rechten  Beines  ist  die  Runipllinie  am  meisten  nach  rechts,  nachdem 
das  linke  Bein  aufgesetzt  worden  ist,  dagegen  am  meisten  nach  links 
geneigt.  Die  Bewegung  der  Rumpflinie  ist  nicht  ganz  symmetrisch; 
dieselbe  zeigt  vor  dem  Aufsetzen  des  rechten  Beins  ein  etwas  an- 
deres Verhallen,  als  vor  dem  Aufsetzen  des  linken  Beins.  Nachdem 
ein  Bein  aufgesetzt  ist,  schwingt  die  Rumpflinie  der  Medianebene  zu 
und  darüber  hinaus.  Sie  schwankt  dann  noch  wühlend  der  Schwin- 
gung des  anderen  Beins  wieder  etwas  zurück,  kehrt  aber  bald  wieder 
zu  ihrer  anfanglichen  Bewegungsrichtung  um,  so  dass  sie  nach  dem 
Aufsetzen  des  anderen  Beins  ihre  grösste  Neigung  nach  der  anderen 
Seite  von  Neuem  erreicht.  Die  gesammte  seitliche  Ausweichung  der 
Schulterlinienmitte  infolge  dieser  Schwingungsart  betrug  bei  beiden 
Versuchen  nur  ca.  1  ,S  cm. 

Was  nun  die  Schwingungen  um  die  zur  Gangebene  senkrechte 
Axe,  d.  h.  die  Schwingungen  nach  vorn  und  hinten  anlangt,  so  ist 
die  Rumpflinie  immer  etwas  vor  dem  Aufsetzen  eines  Beins  am  meisten 
nach  vorn  geneigt.  Ihre  stärkte  Ruckwartsneigung  Ündel  dagegen 
immer  etwas  vor  dem  Moment  statt,  in  welchem  die  Bahncurven  der 
Htlft-  oder  SchuUergelenke  ein  verticales  Maximum  besitzen ;  sie  fällt 
also  zeitlich  noch  vor  die  Mitte  des  Aufstemmens  oder  Schwingens 
eines  Beins.  In  der  letzten  Hälfte  des  Schwingens  eines  Beins  bewegt 
sich  daher  die  Rumpflinie  und  damit  der  ganze  Rumpf  immer  nach 
vorn;  er  föngt  aber,  wie  schon  angedeutet,  noch  kurz  bevor  das  Bein 
auf  den  Boden  aufgesetzt  wird  an,  sich  wieder  nach  rückwärts  zu 
bewegen.  Die  Dauer  einer  Schwingung  um  die  zur  Gangebenc  senk- 
rechte Axe  ist  gleich  der  Dauer  eines  Schrittes.  Die  Gesammtexcursion 
der  Schulterlinienmitte  relativ  zur  Hufllinienmitte  betragt  in  der  Gang- 
richtung  2,5  cm. 

Um  sich  ein  klares  Bild  von  dem  resuttirenden  Schwingungs- 
vorgang zu  machen ,  empfiehlt  es  sich  wieder,  die  Schwingungen 
eines  Punktes  der  Rumpflinie  zusammenzusetzen,  welcher  weiter  von 
der  Hufllinienmitte  entfernt  ist,  als  der  Mittelpunkt  der  Schulterlinie. 
Es  sei  wieder  ein  Punkt  in  vierfachem  Abstand  ausgewühlt;  derselbe 
führt  daher  in  beiden  Schwingungsrichtungen  viermal  so  grosse  Excur- 
eionen  aus  als  die  Schulterlinienmitte.  Die  Gesammtexcursion  BB'  (Fig.  25 
auf  Seite  30R)  der  Schwingung  dieses  Punktes  senkrecht  zur  Gangebene 
(infolge  der  Drehung  um  die  zur  Gangrichlung  parallele  Axe)  betrögt 
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dann  4  x  1,ö  cm  ^  6  cm  und  die  Amplitude  .4.4'  der  Schwingung  in 
der  Gangrichtung  4  x  2,5  cm  ^  10  cm.  Bei  der  ersten  Schwingungs- 
art legi  der  Punkt  jedoch  nicht  jedesmal  den  ganzen  Weg  ITE'  zurück, 
sondern  nachdem  er  einmal  li'B  durchmessen  hat,  kehrt  er  etwa 
nur  1  cm  zurück,  wendet  sich  dann  wieder  nach  W  und  beginnt 
erst,  nachdem  er  wieder  in  ß  angelangt  isl,  die  Bewegung  von  B 
bis  ß'  u.  s,  w.  Theilt  man  den  ganzen  Zeilraum,  welcher  wahrend 
zweier  Schritte  verfliessl,  in  36  gleiche  Theile,  so  entspricht  die  in 
Fig.  25  auf  der  Strecke  ßß'  angebrachte  Nummerierung  ungeftlhr  der 


Art,  wie  der  Punkt  sich  senkrecht  zur  Gangebene  bewegt.  Es  kann 
dies  natürlich  nur  ein  Schema  für  die  Schwingungsart  in  dieser  Rich- 
tung sein,  da  in  den  Diagrammen  Nr.  ö  und  Nr.  13  keine  vollstäD- 
dige  Symmetrie  zu  finden  ist.  Wilhrend  derselben  Zeit  schwingt  dud 
der  Punkt  in  der  Richtung  AA  ziemlich  regelmässig  zweimal  hio 
und  her.  Dem  entspricht  die  Nummerierung  in  der  Fig.  25  längs  AÄ'. 
Es  entsprechen  sich,  wie  man  aus  den  Diagrammen  deutlich  erkeaaen 
kann,  der  Moment,  in  welchem  der  Punkt  auf  der  einen  Linie  in  B 
angekommen  ist  und  die  kleinere  Strecke  zurückzuschwingen  beginnt 
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einerseits,  und  der  Moment,  in  welchem  der  Punkt  in  A  angekommen 
ist  und  nun  im  Begriff  steht  nach  A  zurückzuschwingen  anderer- 
seits. Daher  ist  von  diesen  beiden  Stellen  aus  die  Nummerierung 
begonnen  worden. 

Daraus  ergiebt  sich  dann  die  in  Fig.  25  eingetragene  krumme 
Bahn  fur  den  betreffenden  Punkt  der  Rumpflinie.  Die  in  die  Bahn 
eingezeichneten  Punkte  ü,  L  und  M  bezeichnen  die  Stellen,  an 
welchen  sich  der  Punkt  der  Rumpflinie  auf  seiner  zur  Hüftlinienmitte 
relativen  Bahn  befindet  in  den  Momenten,  wo  das  rechte  Bein  [R] 
und  das  linke  Bein  (L)  aufgesetzt  wird,  und  in  denen  ferner  die 
Hüft-  und  Schultergelenke  auf  ihren  absoluten  Bahncurven  durch  ein 
verticales  Maximum  [M)  hindurchgehen. 

Die  Bahn  der  Schulterlinienmitte  relativ  zum  Mittelpunkt  der 
Hüftlinie  besitzt  dieselbe  Form,  wie  die  Curve  in  Fig.  25,  sie  ist 
nur  nach  allen  Richtungen  viermal  kleiner. 

Um  sich  an  der  Hand  der  Fig.  25  eine  Vorstellung  von  den 
Drehungen  der  Rumpflinie  um  die  Hüftlinienmitte  zu  bilden,  braucht 
man  nur  auf  dem  durch  den  Punkt  0  nach  hinten  gehenden  Lothe 
auf  der  Ebene  der  Zeichnung  in  der  Entfernung  von  ca.  4  x  48  cm 
=  1 92  cm  den  Mittelpunkt  der  Hüftlinie  angebracht  und  die  über  die 
Schulterlinienmitte  hinaus  verlängerte  Rumpflinie  durch  die  Curve  von 
Fig.  25  bei  ihrer  Bewegung  geführt  zu  denken. 

Wie  man  die  Abweichungen  in  den  Bahncurven  der  beiden 
Hüftgelenkmittelpunkte  bezüglich  der  beiden  Schultergelenkmittelpunkte 
durch  die  Drehungen  der  Hüftlinie  bezüglich  Schulterlinie  um  ihren 
Mittelpunkt  erklären  konnte,  so  werden  die  Unterschiede  in  der  Gestalt 
der  Bahncurven  von  Schulterlinienmitte  und  Hüftlinienmitte  (vgl.  Fig.  18) 
durch  die  Schwingungen  der  Rumpflinie  um  den  Mittelpunkt  der 
Hüftlinie  verständlich.  Im  Moment  des  Aufsetzens  des  rechten  Beines 
ist  die  Rumpflinie  am  meisten  nach  der  rechten  Seite  geneigt.  Da 
dieser  Moment  nahezu  in  beiden  Gurven  dem  Minimum  des  ertens 
Curvenabschnittes  entspricht,  so  erklärt  sich,  dass  dieses  Minimum 
in  der  Projection  der  Schultercurven  weiter  nach  rechts  fällt  als  in 
der  der  Hüflcurven.  Das  Entsprechende  gilt  für  die  linke  Seite.  Bei 
dem  auf  das  Aufsetzen  des  rechten  Beins  folgenden  verticalen  Maxi- 
mum der  einzelnen  Bahncurven  ist  die  Rumpflinie  schon  nach  links 
geneigt,  wie   aus  Fig.  25    hervorgeht.      Daher  liegt   der  Punkt   der 
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Ciirven  von  Fig.  1  8  auf  Seite  280  und  Taf.  Xil,  in  welchem  der  erste 
Abschnitt  beginnt  und  auch  der  Punkt,  in  welchem  die  beiden  Abschnitte 
zusaiumenstossen,  in  der  Bahoprojection  der  Schullerlinienmilte  mehr 
nach  der  Mitle  zu,  als  in  der  Projection  der  Bahn  von  der  Hultlinien- 
milte.  Da  das  auf  beiden  Seiten  slattiindet,  so  gehen  die  Schuller- 
curven  oben  etwas  mehr  zusammen  als  die  Hüftcurven.  Da  nun 
auf  dem  grösseren  Theil  des  Weges  von  R  nach  M  die  Rumpflinie 
nach  rechts  und  für  die  darauf  folgende  bis  L  reichende  Weg- 
strecke nur  nach  links  geneigt  ist,  so  erklärt  sich,  dass  der  auf- 
steigende Ast  des  ersten  und  der  absteigende  Ast  des  zweiten 
Curvenabschnittes  bei  der  Schultercurve  in  der  Weise  auseinander- 
gedröngt  sind,  wie  es  in  Fig.  18  oder  auf  Taf.  Xll  zu  sehen  ist. 
Eine  weitere  Folge  davon  ist,  dass  die  beiden  Punkte  fi  und  L 
bei  der  Huftcurve  weiter  auseinander  liegen  als  bei  der  Schulter- 
curve u.  s.  w. 


Die  Drehungen  des  Kopfes. 


d 


Auch  der  Kopf  wird  während  des  Gehens  nicht  ganz  fest  auf 
dem  Rumpfe  sitzen,  sondern  geringe  Schwankungen  nach  der  Seite 
und  nach  vorn  und  hinten  ausführen.  Die  Bewegung  desselben  gegen 
den  Rumpf  wird  theils  durch  Drehung  im  Gelenk  zwischen  Hinter- 
haupt und  Atlas,  theils  durch  solche  im  Gelenk  zwischen  Atlas  und 
Epistropheus,  theils  endlich  durch  Verbiegungen  der  Hals  Wirbelsäule 
hervorgerufen.  Sie  lässt  sich  streng  genommen  nicht  als  einfache 
Drehung  um  ein  zum  Rumpfe  festes  Drehcentrum  auffassen.  Es  würde 
sich  aber  die  Mtlhe  nicht  lohnen,  welche  aufgewendet  werden  müsste. 
um  die  wechselnde  Lage  des  Drehcentrunis  und  der  inslantanen 
Drehungsaxe  in  dem  vorliegenden  Falle  zu  bestimmen;  denn  die 
Schwankungen  des  Kopfes  auf  dem  Rumple  kommen  für  die  Geh- 
bewegungen noch  viel  mehr  erst  in  zweiter  Linie  in  Betracht,  als 
z.  B.  die  Pendelbevvegungen  der  Arme.  Beide  Bewegungsarten  sind 
für  die  Fortbewegung  des  menschlichen  Körpers  nicht  unbedingt 
erforderlich.     Sie   lassen   sich    daher  ohne    wesentliche   Störung  des 
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Ganges  unlerdiilcken.  l,Sssl  man  üineii  IreJen  Lauf,  -so  fügen  sicli 
aber  auch  die  zum  Buiupfe  relativen  Bewegungen  des  Kopfes  wie 
die  der  Arme  in  bestimmter  Weise  den  Bewegungen  der  Beine  und 
lies  Bumpfes  <in.  Es  wird  bei  heslimmten  Uewcgungsphasen  der 
Kopf  sieb  nach  vorn  senken,  bei  anderen  wird  er  am  meisten  nach 
rechts  oder  links  geneigt  sein  u.  s.  w.  Die  Frage,  wann  dies  geschieht, 
und  ähnliche  auf  die  Bewegungsrichtung  und  deren  Wechsel  gerich- 
tete lassen  sich  in  ebenso  genügender  Weise  beantworten,  wenn 
man  die  vereinfachende  Annahme  macht,  dass  sich  der  Kopf  um 
einen  im  oberen  Theile  des  Rumpfes  befindbclien  festen  Punkt  dreht, 
als  wenn  man  der  Wanderung  des  Drehcentrums  Rechnung  tragen 
wollte.  Bei  unserer  Anordnung  des  Versuches  kann  man  ja  so  wie 
so  nur  einen  ungefähren  Ueberblick  ülier  die  Bewegung  des  Kopfes 
zum  Rumpfe  erhalten,  da  für  eine  slienge  Analyse  derselben  die 
Messung  der  Coordinaten  des  Kopfseheilelpunktes  nicht  ausreichen 
wHrde. 

Aus  Gründen  der  bequemeren  Ableitung  soll  der  Drehungspunkl 
des  Kopfes  in  die  Milte  der  Schulterlinie  verlegt  sein.  Die  Drehungen 
um  die  sagitale  und  frontale  Axe  durch  diesen  Punkt  können  dann 
durch  die  Bewegungen  der  Verbindungslinie  von  Schulterlinienniiltc 
und  Kopfscheitelpunki,  welche  kurz  als  »Kopflinie«  bezeichnet  sein 
soll,  gemessen  werden,  nalilrlich  abgesehen  von  den  Drehungen  des 
Kopfes  um  diese  Linie  selbst. 

Die  Drehungen  der  Kopflinie  um  den  Mittelpunkt  der  Schulter- 
linie lassen  sich  durch  die  relative  Bewegung  des  Kopfseheitelpunktes 
zu  der  Schulteriinienmitte  veranschaulichen.  Die  Coordinaten  dieser 
relativen  Bewegung  stellen  sich  als  die  DifTetenzen  der  in  den 
Tabellen  10  und  11  niedergelegten  Coordinaten  des  Kopfscheitel- 
punktes und  der  Schulteriinienmitte  dar.  Dadurch  erhalt  man  jedoch 
noch  nicht  die  relativen  Drehungen  der  Kopflinie  zum  Kumpfe  allein. 
Würde  der  Kopf  zum  Rumpfe  festgestellt  sein,  so  würde  man  auf 
diesem  Wege  trotzdem  eine  relative  Bewegung  des  Kopfseheitelpunktes 
zur  Schulteriinienmitte  erhalten,  und  infolge  dessen  auf  eine  Drehung 
der  Kopflinie  zu  schliessen  haben.  Letztere  würde  aber  nichts  anderes 
sein,  als  die  Drehung  der  Rumpflinie,  denn  man  könnte  dann  die 
Kopfhnie  einfach  als  Verlängerung  der  Uuuipflinie  auffassen.  Dies 
wUVde  auch  daraus  zu  erkennen  sein,  dass  die  Diagramme,  welche 
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die  relative  Bewegung  des  Kopfscheitelpunktes  zur  SchulterliDienmitte 
darstellen,  genau  dieselbe  Form  besessen,  wie  die  Diagramme  fUr 
die  Rumpflinie  in  den  Feldern  Nr.  5,  6,  1 3  und  1 4  der  Taf.  XIII.  Ein 
Unterschied  würde  sich  nur  insofern  herausstellen,  als  die  Ordinaten 
der  Diagramme  in  demselben  Yerhältniss  verkleinert  erschienen,  als 
die  Entfernung  des  Kopfscheitelpunktes  von  der  Schulterlinienmitte 
kleiner  ist,  als  die  Entfernung  der  letzteren  von  der  Rumpf  linienmitte. 
Dieses  Verhältniss  besitzt  den  Werth  0,7. 

Will  man  nun  die  relative  Drehung  der  Kopflinie  zum  Rumpfe 
erhalten,  so  hat  man  von  der  auf  obigem  Wege  erhaltenen  Drehung 
der  Kopflinie  diejenige  der  Rumpflinie  abzuziehen.  In  Anbetracht 
der  kleinen  Amplituden  der  in  Frage  kommenden  Drehungen  erhalt 
man  dementsprechend  mit  genügender  Genauigkeit  die  Coordinaten 
der  relativen  Bewegung  des  Kopfscheitelpunktes  zum  ganzen  Rumpfe 
(nicht  allein  zur  Schulterlinienmitte),  indem  man  von  den  Differenzen 
der  Coordinaten  des  Kopfscheitelpunktes  und  der  Schulterlinienmitte 
die  im  Verhältniss  0,7  verkleinerten,  in  Tabelle  15  auf  Seite  305  nieder- 
gelegten Differenzen  der  Coordinaten  der  Schulter-  und  Rumpflinien- 
mitte abzieht.  Dies  ist  für  die  beiden  in  Frage  kommenden  Coor- 
dinaten, für  die  x-  und  j^-Coordinaten  ausgeführt  worden.  Die 
Resultate  dieser  Rechnung  finden  sich  in  der  folgenden  Tabelle  i  6 
für  den  I.  und  II.  Versuch  niedergelegt. 
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Relative  Goordinaten  des  Kopfschoitelpanktes 
in  Bezug  auf  den  Bumpf. 


Tabelle  16. 

I.  Versuch 

II.  Versuch 

Nr. 

1 

X 

V 

X, 

V 

1 

+  3,98    —0,37 

—  0,43 

+  0,38 

2 

+  4,83         0,26 

+  0,57 

+  0,25 

3 

+  5,19  1  —0,07 

+  1,53 

+  0,20 

4 

+  5,28 

+  0,12 

+  1,86 

+  0,18 

b 

+  5,09 

+  0,06 

+  2,21 

+  0,20 

6 

+  4,83 

+  0,11 

+  2,23 

+  0,43 

7 

+  4,45 

—  0,07 

+  2,03 

+  0,44 

8 

+  4,05 

0,28 

+  2,02 

+  0,36 

9 

+  3,90         0,48 

+  1,71 

+  0,26 

10 

+  3,92         0,70 

+  1,49 

+  0,14 

H 

+  4,01 

—  1,09 

+  1,49 

—  0,05 

12 

+  3,46 

—  1,15 

+  1,97 

—  0,37 

13 

+  2,80 

—  0,73 

+  2,29 

0,47 

U 

+  3,21 

0,24 

+  2,02 

—  0,38 

15 

+  3,27 

0 

+  2,26 

+  0,16 

16 

+  3,48    +0,04 

+  2,72 

+  0,34 

17 

+  3,02    —0,04 

+  2,91 

+  0,29 

18 

+  3,07    -0,21 

+  3,04 

—  0,08 

19 

+  3,01  !  —  0,27 

+  2,90 

+  0,01 

20 

+  2,96'  —0,10 

+  2,66 

+  0,51 

21 

+  2,82 

+  0,04 

+  2,40 

+  0,28 

22 

+  2,79 

+  0,14 

+  2,03 

+  0,56 

23 

+  2,93 

+  0,07 

+  1,69 

+  0,56 

24 

+  3,25 

—  0,16 

+  1,52 

+  0,75 

25 

+  2,54 

—  0,50 

+  1,76 

+  0,49 

26 

+  1,81 

—  0,79 

+  1,28 

+  0,21 

27 

+  2,91 

—  0,77 

+  0,81 

—  0,12 

28 

+  4,07 

—  0,77 

+  1,47 

—  0,59 

29 

+  5,09 

—  0,65 

+  2,53 

—  0,72 

30 

+  5,18 

0,40 

+  3,39 

-0,51 

31 

+  5,25 

—  0,21 

+  3,47 

—  0,20 

Die  sich  aus  Tabelle  16  ergebenden  Diagramme  fUr  die  Drehungen 
Jer  Kopflinie  sind  in  genau  derselben  Weise  wie  die  Diagramme  der 
Rumpfiinie  auf  Tafel  XIII  in  den  Feldern  Nr.  7  und  Nr.  8  für  den  I.Versuch 
und  Nr.  15  und  Nr.  16  für  den  II.  Versuch  aufgezeichnet  worden.     Man 
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sieht  es  diesen  Diagranitnen  an,  dass  sie  kein  genaues  Bild  der  Kopf- 
bewegungen abgeben,  was  nach  dem  oben  Gesagten  verständlich  ist. 
Immerhin  lassen  sie  doch  die  Art  der  Kopfschwankungen  erkennen. 
Ein  Vergleich  mit  den  entsprechenden  Diagrammen  für  die  Rumpf- 
linie lehrt,  dass  sowohl  in  frontaler  als  in  sagitaler  Richtung  der  Kopf- 
scheitelpunkt in  Bezug  auf  die  Schulterlinienmitte  sich  fast  genau  in 
entgegengesetzter  Weise  bewegt  als  die  Schulterlinien  mitte  relativ  zur 
Hufllinienmitte.  Es  fuhrt  also  die  Kopflinie  Drehungen  um  die  sagitale 
und  frontale  Axe  aus,  welche  in  jedem  Moment  in  entgegengesetzter 
Richtung  stattfinden  als  die  entsprechenden  Drehungen  der  Rumpf- 
linie. Man  braucht  sich  infolge  dessen  die  Fig.  25  auf  Seite  308 
nur  durch  180®  um  eine  zur  Ebene  der  Zeichnung  senkrechte  Axe 
herumgedreht  zu  denken,  um  einen  Ueberblick  über  die  Art  der  aus 
beiden  Schwingungen  resultierenden  Drehung  der  Kopflinie  zu  erhalten. 


Der  Gang  des  belasteten  Menschen. 

Um  festzustellen,  in  welcher  Weise  der  Bewegungsvorgang  beim 
Gehen  durch  eine  getragene  Last  beeinflusst  wird,  hatten  wir  beim 
letzten  der  für  die  Messung  herausgegriflfenen  Versuche,  welcher  als 
HI.  Versuch  bezeichnet  worden  ist,  das  Versuchsindividuum  mit  der 
feldmarschmässigen  Ausrüstung  des  deutschen  Infanteristen  versehen. 
Wir  wählten  das  Militärgepäck  hauptsächlich  aus  dem  Grunde,  weil 
es  diejenige  Last  darstellt,  mit  welcher  die  meisten  gesunden  und 
kräftigen  Männer  einmal  in  ihrem  Leben  für  kürzere  oder  längere 
Zeit  grosse  Wegstrecken  zurückzulegen  haben.  Die  räumlichen  Co- 
ordinalen  dieses  Versuchs  finden  sich  in  Tabelle  12  auf  den  Seiten 
262  und  263  niedergelegt. 

Es  sollen  nun  in  erster  Linie  diejenigen  Unterschiede  hervor- 
gehoben werden,  welche  sich  beim  Gang  des  belasteten  Menschen 
gegenüber  dem  des  unbelasteten  in  Bezug  auf  die  Bewegungsbahnen 
des  Kopfscheitelpunktes,  der  Schulterpunkte  und  der  Hüftpunkte  einer- 
seits und  in  Bezug  auf  die  Drehungen  der  Hüft-,  Schulter-,  Rumpf- 
und Kopflinie  andererseits  einstellen. 
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Was  zunüclist  die  Bahncurven  der  sieben  sclion  früher  heraus- 
gegriffenen Funkle  des  Kopfes  und  Rumpfes  anlangt,  so  sind  dieselben 
auf  Talel  XIV  in  derselben  Weise  wie  für  den  1.  und  !l.  Versuch 
auf  Tafel  XII  in  ihrer  Projection  auf  eine  zur  Gangrichtung  senkrechte 
libene  in  natürlicher  Grösse  aufgezeichnet  worden.  Dadurch  ist  man 
in  den  Stand  gesetzt,  mit  einem  Blicke  die  charakleristisclien  Ab- 
weichungen zu  erkennen,  welche  diese  Bahncurven  beim  belasteten 
Menschen  im  Vergleich  zu  dem  Falle  des  unbelasteten  Menschen  auf- 
weisen. Diese  bestehen  im  Wesentlichen  darin,  dass  die  Curven  in 
horizontaler  Richtung  weiter  auseinander  gezogen  erscheinen.  Die 
Höhe  derselben  ist  dagegen  nicht  wesentlich  verändert.  Die  Ver- 
breiterung der  Curven  weist  darauf  hin,  dass  der  belastete  Mensch 
grössere  seitliche  Schwankungen  des  ganzen  Oberkörpers  ausführt  als 
der  unbelastete. 

Die  Curven  auf  Tafel  XIV  sind  in  einer  Hinsicht  viel  weniger 
legelniässig  als  die  auf  Tafel  XII.  Während  die  zum  Koplscheitel- 
punkte  gehörende  nahezu  in  sich  zurückkehrt,  liegt  das  Ende  der 
anderen  Curven  durchweg  nach  links  von  dem  Anfange  und  zwar  am 
meisten  bei  den  Huftcurven.  Daraus  kann  rnan  nun  aber  nicht  eine 
Unregelmässigkeit  des  Ganges  ableiten.  Diese  Thatsache  rührt  daher, 
ilass  bei  der  Drehung  des  Coordinatensyslems,  welche  die  A'Z-Ebene 
der  Gangebene  parallel  richten  sollte,  die  Richtung  der  Axe  der  Kopf- 
scbeitelbalin  als  massgebend  verwendet  worden  ist.  Aus  den  Curven 
der  Tafel  XIV  geht  aber  hervor.  da.ss  die  Axe  der  Wellenbalin  des 
Kopfpunktes  nicht  genau  dieselbe  Richtung  besessen  hat.  wie  die  Axen 
der  Bahncurven  der  Schulter-  und  Hüftpunkte.  Hieraus  ist  aber 
wiederum  der  Schluss  zu  ziehen,  dass  der  Rumpf  mit  dem  Kopf  am 
Ende  des  für  die  Messung  herausgegrilTenen  Abschnittes  der  Gang- 
bewegung eine  etwas  mehr  nach  rechts  geneigte  Stellung  besessen 
hat,  als  zu  Anfang  desselben.  Hätte  man  dies  vorausgewusst,  so  wäre 
es  richtiger  gewesen,  die  Richtung  der  -V-Axe  mit  der  Richtung  der 
Axe  von  der  Wellenbahn  der  Hüftlinien  mitte  durch  entsprechende 
Drehung  des  Coordinatensyslems  in  Uebereinstimmung  zu  bringen. 

Sieht  man  von  den  hierdurch  bedingten  UnregelmHssigkeiten  und 
au.sserdem  von  der  Verbreiterung  der  Curven  auf  Tafel  XIV  ab,  so 
erkennt  man,  dass  im  Uebrigen  fast  nichts  durch  die  Belastung  an 
der  Gestalt  der  Curven,  an  der  Lage  der  Ma\ima  und  Minima  u.  s.  \v. 


316 


\V.    lillALISB    IM>    I).    flsi 


[166 


geandei'l  worden  ist.  Man  lial  nur  dabei  zu  boriicksichligeu,  dass 
beim  li).  Versuch  das  rechte  Bein  in  der  Phase  Nr.  9  und  das  ÜDke 
in  der  Phase  Nr.  22,  also  je  eine  Pliase  früher  wie  beim  ersten  Versuche 
auf  den  Boden  aufgesetzt  worden  ist. 

Einen  weiteren,  nicht  aus  den  Curven  auf  den  Tafeln  XII  und 
XIV  zu  ersehenden  Unterschied  zwischen  den  beiden  ersten  Versuchen 
einerseits  und  dem  dritten  Versuche  andererseits,  erkennt  man,  wenn 
man  die  Schrittlänge  aufsuclit.  Dieselbe  ergiebt  sich  z.  B.  als  Differenz 
der  .r-Coordinaten  ftlr  die  Lage  des  rechten  I.  Fussgelenks  im  Moment 
des  Aufselzens  des  rechten  Beines  und  die  Lage  des  iinkeo  1.  Fuss- 
gelenks in  dem  friilieren  Moment,  welcher  dem  Aufsetzen  de.s  linken 
Beines  entspricht.  Man  eihUlL  sie  auch,  wenn  man  die  Differenz  der 
i-l^oordinaten  irgend  eines  Gelenkes  halbirt,  welche  zwei  um  die 
Dauer  zweier  Schritte  auseinander  liegenden  Momenten  entsprechen,  , 
Beim  L  Versuch  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  eine  Schrittlänge  von  ' 
abgerundet  78  cm,  beim  II.  Versuch  eine  solche  von  abgerundet  77  cm. 
sodass  dem  Gange  unseres  Versuchsindividuums  im  unbelasteten  Zu- 
stande eine  Schritllünge  von  durchschnittlich  77,5  cm  entsprach.  Als 
Schrittlange  beim  III,  Versuch  erhält  man  dagegen  nur  72  cm.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Wellenbabnen  des  Kopfscheitelpunktes,  der  Schuller- 
punkte und  Hiiflpuukle  beim  III,  Versuch  nicht  nur  breiter,  sondern 
auch  kurzer  ausfallen  als  bei  den  beiden  ersten  Versuchen.  Eine 
weitere  Folge  davon  ist,  dass  diese  Bahnen  für  den  belasteten  Zu- 
stand des  Menschen  an  jeder  Stelle  eine  etwas  grössere  Krümmung 
zeigen  mttssen. 

Was  nun  weiterhin  die  Drehungen  der  vier  als  HQl't-,  Schulter-, 
Kumpf-  und  Kopflinie  bezeichneten  Strecken  im  menschlichen  Körper 
anlangt,  so  kann  man  sich  am  besten  eine  Anschauung  von  den  Ab- 
weichungen verschaffen,  welche  der  IH.  Versuch  gegenüber  den  beiden 
ersten  aufweist,  wenn  man  in  genau  derselben  Weise  wie  frtlher  die 
Diagramme  aufzeichnet ,  welche  die  beim  IIL  Versuch  aullretenden 
Schwingungen  je  eines  Endpunktes  dieser  vier  Linien  graphisch  dar- 
stellen. Die  Ordinalen  für  diese  Diagramme  ergeben  sich  miUelsl 
ganz  entsprechender  Rechnung  wie  für  die  ersten  Versuche  aus  den 
raumlichen  Goordinaten  der  Tabelle  12. 

Die  Resultate  dieser  Rechnung  finden  sich  in  folgender  1 
niedergelegt. 
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1         Die  sich  ans  dem  III.  Versnch  ergebenden  relatlTen  Coordinaten              ^H 

H            des  einen  Eidpnnktca  in  Bezng  anf  den  Mittelpnnkt  oder                ^H 

H                                     »nderen  Endpunlit  für  die                                         ^^M 

B    TabelJe                                                                                                                                                                         ^^| 

■    Nr 

Hnftlinie 

SchuUerliDie 

«uiiiptlinio 

Kopllinie 

'      i      .      1      - 

X 

y      [     s 

-      1      ,. 

r 

( 

-0,81 

+  8,15+0,39 

-0,55 

+  16,831—0,66 

+  3,13i+2,22 

+  47,21 

+  0,82-2,11 

i 

-0,70 

+  8,15,+  0,65 

—  0,49 

+  16,86  —  0,65 

+  3,991+  8,01 

+  17,33 

+  0,56  —  1.89 

3 

-0,56 

+  8,15 

+  0,81 

—  0,46 

+  16,90 

-0,59 

+  l,5i;+1,89 

+  17,51 

+  0,311-1,72 

i 

-0,«l 

+  8,11 

+  0,90 

-0,41 

+  16,87 

—  0,49 

+  1,98+1,83 

+  17.45 

+  0,11]- 1,61 

5 

—  0,33 

+  8,15 

+  0,87 

-0,38 

+  16,89 

-0,40 

+  5,51  +  1,74 

+  47,47 

+  0,03'-  1,52 

6 

—  0,19 

+  8,17 

+  0,77 

-0,36 

+  16,90 

—  0,29 

+  5,89+1,99 

+  47,60 

+  0,051—1,87 

7 

—  0,05 

+  8,18 

+  0,66 

-0,33 

+  16,85 

-0,23 

+  6,13  +  2,01 

+  '7,59 

—  0,111—  1,81 

8 

+  0,07 

+  8,18 

+  0,61 

-0,88 

+  16,75 

—  0,21 

+  6,3i;+2,10 

+  47,25 

—  0,50j—  1,80 

st 

+  0,1* 

+  8,18 

+  0,59 

-0,01 

+  16,76 

-0,21 

+  6,08|+  2,23 

+  ",01 

—  0,58  —  2,14 

10 

+  0,16 

+  8,17 

+  0,68 

+  0,18 

+  10,79 

—  0,23 

+  5,431+1,89 

+  16,76 

—  0,58  —  2,08 

II 

+  0,16 

+  8,15 

+  0,86 

+  0,11 

+  16.75 

—  0,28 

+  4,48;+ 1,53 

+  46,63 

-0,24-2,06 

12 

+  0,07 

+  8,1* 

+  1,01 

+  0,50 

+  16.66 

—  0,08 

+  3,96+  1,13 

+  17,18 

+  0.17  —  2,09 

13 

-0,11 

+  8,41 

+  1,01 

+  0,65 

+  16,65 

0 

+  3,45l+  0,84 

+  17,88 

+  0,52  —  2,03 

U 

-0,89 

+  8,45 

+  0,85 

+  0,81 

+  16,60 

+  0,05 

+  3,17+0,85+  47,42 

+  1,03,-2,11 

15 

-0,48 

+  8,45 

+  0,75 

+  0,91 

+  16;5- 

+  0,18 

+  3,08 +  0,861+ 47,41 

+  1,12 

-  8,07 

16 

—  0,48 

+  8,46 

+  0,61 

+  0,95 

+  16.51 

+  0.85 

+  2,96  +  0,99 

+  »7,46 

+  1,58 

-8,15 

17 

-0,50 

+  8,17 

+  0,55 

+  0,98 

+  16,17 

+  0,17 

+  2,94;+ 1,22 

+  17,46 

+  1,55 

-8,81 

18 

-0,50 

+  8,16 

+  0,58 

+  1,01 

+  16,12 

+  0,37 

+  3,301+1,32 

+  47,12 

+  1,81 

^8,38 

19 

-0,11 

+  8,16 

+  0,67 

+  1.15 

+  16,36 

+  0,33 

+  3,60+1,33 

+  47,18 

+  0,80 

-2,37 

SO 

-0,53 

+  8,44 

+  0,81 

+  1,21 

+  16,33 

+  0,89 

+  3,76+  1,11 

+  17,15 

+  0,11 

-8,29 

äl 

-0,61 

+  8,43 

+  0,92 

+  1,25 

+  16,36 

+  0,28 

+  3,69+1,38 

+  16,94 

+  0,15 

-8,18 

il 

-0,67 

+  8,43 

+  0,89 

+  1,81 

+  16,43 

+  0,23 

+  3,21  +  1,67 

+  16,58 

+  0,16 

-8,89 

«3 

-0,66 

+  8,44 

+  0,78 

+  1,10 

+  16,42 

+  0,02 

+  2,11+8,01 

+  46,27 

+  0,51 

-8,39 

U 

-0,63 

+  8,45 

+  0,65 

+  1,02 

+  16,47 

—  0,21 

+  1,78  +  2,51 

+  46,37 

+  0,70 

-8,78 

85 

-0,58 

+  8,46 

+  0,51 

+  0,91 

+  16,62 

—  0,42 

+  1,19+2,70 

+  46,53 

+  0,75 

—  8,70 

S6 

—  0,53 

+  8,47 

+  0,53 

+  0,75 

+  16,68 

—  0,56 

+  1,161+2,91 

+  46,88 

+  1,02 

—  2,92 

87 

-0,11 

+  8,16 

+  0,67 

+  0,51 

+  16,85 

—  0,64 

+  1,21+2,77 

+  46,99 

+  1,07 

-8,59 

SS 

-0,31 

+  8,13 

+  0,78 

+  0,37 

+  16,72 

—  0,61 

+  1,451+2,61 

+  47,85 

+  0,80 

—  2,11 

89 

—  0,39 

+  8,15 

+  0,86 

+  0,29 

+  16,70 

—  0,19 

+  1,82  +  2,18 

+  47,49 

+  0,11 

-  1,82 

30 

-0,90  +  8,15 

+  0.94 

+  0,17 

+  16,69 

-0,11 

+  2,36  +  2,38 

+  47,45 

+  0,08 

—  1,67 

31 

-0,16  +  8,45 

+  0,94 

+  0,05 

+  16.59 

-0.86 

+  3,03  +  2,30 

+  47,38 

-0,31 

—  1,18 

Diii   aus   dieser  Tabelle  hervorgehenden  Diagramme  linden  sich                    ^M 

rieben  den  ihnen  entsprechenden  der  beiden  ersten  Versuche  auf  Tafel                   ^H 

VIII         Jn       A^w*      I?^1^n_H      M-,         1  *^       U '          TVT            Ck  t                    p                ■     1             -               k                '1                                                            ^^^^^1 

Mll,  IQ  den  f-eldern  INr.   17  a\s  iNr.  z4,    aufgezeichnet.     Aus  ihnen                  ^^H 

ist  Folgendes  zu  erkennen;                                                                                          ^^| 
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Die  Schwin^ungeu  der  Hufllinie  um  die  zut  Gangiiclilung  parallele 
Axe  Hoden  im  belasteten  Zustande  (vgl.  Feld  Nr,  17)  in  geuau  der- 
selben Weise  statt,  wie  im  uübelasteten. 

Dagegen  besitzen  die  Scliwjngiingen  der  Hlilllinie  um  die  verti- 
cale  Axe  (vgl.  Feld  Nr.  18)  beim  Gange  des  belasteten  Menschen 
geringere  Amplitude  wie  bei  dem  des  unbelasteten  Menschen.  Die 
Art  der  Schwingung  ist  indess  dieselbe  geblieben.  Die  Hüftlinie  ist 
auch  hier  auf  jeder  Seite  am  meisten  nach  vom  gedreht  kurz  nach  *fl 
dem  Moraenl,  in  welcliem  das  Hein  der  beireffenden  Seile  sich  auf  dem 
Boden  aufsetzt.  Denn  dies  findet  für  das  rechte  Bein  in  dei'  9'",  für  das  | 
linke  in  der  2%"""  der  beim  III.  Versuch  zur  Messung  herausgegiiffenen 
31  Phasen  statt.  Die  Verkürzung  der  Schwingungsamplitude  erklart 
sich  bei  unserer  Art  der  Belastung  des  Versuchsindividuums  leicht 
aus  dem  Umstände,  dass  durch  das  Koppel,  an  welchem  die  mit 
scharfen  Patronen  gefüllten  drei  Patronentaschen  befestigt  sind,  die 
Drehungen  des  Beckens  um  die  verticale  Axe  gehindert  werden 
müssen.  Üb  bei  jeder  beliebigen  Art  der  Belastung  eine  Verringe- 
rung der  Schwingungsweite  in  horizontaler  Schwingungsebene  sich 
einstellt,  lässt  sich  aus  unseren  Versuchen  nicht  allgemein  entscheiden. 
Was  nun  die  Schwingungen  der  Schulterlinie  anlangt,  so  lässl 
sich  voraussagen,  dass  dieselben  infolge  der  einseiligen  Schulterbelastung 
mit  dem  Gewehr  einseitig  ausfallen  müssen.  Die  Diagramme  in  den 
Feldern  Nr.  19  und  Nr.  20  zeigen  denn  auch  in  der  That  eine  starke 
Einseitigkeit.  Hiervon  abgesehen  ist  dagegen  die  Form  der  Schwingung 
dieselbe  wie  bei  den  beiden  ersten  Versuchen.  Man  kann  sich  bei- 
spielsweise das  Diagramm  in  Nr.  19  auf  dieselbe  Weise  aus  der  Form 
einer  regelmässigen  Sinuslinie  abgeleitet  denken,  wie  dies  früher  in 
Fig.  22  für  die  entsprechenden  Diagramme  in  Nr.  3  und  Nr,  1 1  ge- 
.-;chehen  "ist.  Die  beifolgende  Fig.  26  lasst 
dies  deutlich  erkennen.  Die  Einseitigkeit  der 
Schwingung  um  die  der  Gangrichtung  parallele 
Axe  besieht  nun  darin,  dass  eine  deutliche 
Tendenz  vorhanden  ist,  die  Hüftlinie  auf  der 
rechten  Seite  abnorm  zu  heben  oder,  was  auf  ' 
dasselbe  hinauskommt,  das  linke  Ende  der  Hüftlinie  zu  senken.  Dies 
wird  durch  die  fortwährend  auf  der  linken  Schulter  iiufgelegle  Last 
des  Gewehres    erklürlich.      Nur    in  dem  Moment   des  Aufselzens  des 
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linkeil  Bu'inea  [Vhntm  Ni'.  22)  wird  die  Huflüuiu  iclIUs  sulir  öcIuicII 
gesenkt,  al^o  links  ebenso  schnell  erhoben.  Diese  Erliuhnng  nnf  der 
linken  Seite  bleibt  jedoch  nicht  lange  bestehen.  Nachdem  das  linke 
Hein  die  Stellung  passirt  hat,  in  welcher  das  linke  Hüftgelenk  sich 
senkrecht  über  dem  linken  Fussgelenk  befindet,  beginnt  wieder  die 
Erhebung  auf  der  rechlen,  d.  h.  also  die  Senkung  auf  der  linken 
Seite.  Neben  dieser,  gegenüber  den  beiden  ersten  Versuchen  neu 
hinzulretenden,  einseitigen,  allmählichen  Senkung,  und  beim  AulVrelcn 
des  linken  Beines  stattfindenden  schnellen  Erhebung  auf  der  linken 
Seite,  führt  die  Schulterlinie  beim  III.  Versuch,  wie  bei  den  früheren, 
ihre  schon  beschriebenen  Schwingungen  von  abwcchsi'ind  kleiner  und 
grosser  Amplitude  aus. 

Ein  ganz  entsprechendes  einseiliges  Verhalten  wie  die  Schwingungen 
um  die  Axe  in  der  Gangrichtung  zeigen  die  Schwingungen  um  die 
verticale  Axe  (Feld  Nr.  20).  Wahrend  bei  jenen  eine  Tendenz  zur 
Senkung  auf  der  linken  Seite  vorhanden  war,  zeigt  sich  bei  diesen 
eine  allerdings  etwas  weniger  ausgesprochene  Tendenz,  die  rechte 
Seile  der  Schullerlinie  nach  vorn  zu  nehmen,  d.  h.  also  die  linke 
Seile  nach  rückwärts  zu  drehen.  Dies  wird  dadurch  verständlich,  dass 
das  Gewehr,  welches  mit  der  rechten  Hand  festgehalten  wird,  und 
dessen  Schwerpunkt  zwischen  Hand  und  Schulter  liegt,  auch  einen 
Druck  auf  die  Schulter  in  der  Richtung  von  vorn  nach  hinten  ausübt. 

Die  Schwingungen  der  Rumpflinie  haben  sich  durcli  die  Be- 
lastung im  Grossen  und  Ganzen  wenig  geändert,  wie  man  aus  den 
Diagrammen  in  den  Feldern  Nr,  21  und  Nr.  22  iler  Tafel  XIII  er- 
kennt. Einerseits  hat  sich  hei  den  Drehungen  um  die  zur  Gang- 
richtung parallele  Axe  die  Amplitude  vergrüssert.  Andererseits  lindel 
die  Drehung  um  die  zui'  Gangebene  senkrechte  A\e,  das  abwechselnde 
Neigen  des  Rumpfes  nach  vorn  und  hinten,  in  etwas  einseitiger  Weise 
statt:  vor  dem  Aufsetzen  des  linken  Kusses  geht  die  Rumpflinie  mit 
ihrem  oberen  Ende  nicht  so  weit  nach  vorn,  als  vor  dem  Aufsetzen 
des  rechten  Kusses. 

Lieber  die  DrehungL'u  der  Kopflinie  gegen  den  Kumpf  ist  endlich 
nur  zu  sagen,  dass  dieselben  auch  beim  Gang  des  belasteten  Menschen, 
wenigstens  der  Form  nach,  nahezu  in  entgegengesetzter  Weise  statt- 
finden als  die  Drehungen  der  Kumpflinie.  Bs  geht  dies  aus  den 
Diagrammen  Nr.   i3  und  Nr.  24  der  Tafel  Xlll  hervor. 
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Man  ilarC  niiu  niclil  elwa  die  Resullale,  wcIcIh!  Tür  den  IH,  Ver- 
buch bis  jetzt  abgeleilel  sind,  ohne  Weiteres  auf  jeden  beliebigen  Fall 
des  Ganges  mit  irgend  welcher  Belastung  übertragen.  Dieselben  haben 
zunächst  ihre  volle  Gültigkeit  nur  bei  Belastung  durch  das  Militär- 
gepEick.  Da  diese  Last  infolge  des  auf  der  Schuller  getragenen  Ge- 
wehres etwas  einseitig  ist,  so  zeigen  sich  auch  in  den  Bewegungen 
des  Rumpfes,  insbesondere  der  Schullern,  Asymmelrieen.  Letzlere 
würden  jedenfalls  nicht  vorbanden  sein,  wenn  man  die  Last  ganz 
symmelrisch  vertheilen  könnte,  z.  B.  dadurch,  dass  man  von  einem 
Soldaten  zwei  Gewehre  gleichm^ssig  auf  beiden  Schultern  tragen  Hesse. 

Eine  andere,  merkliche  Abweicluing  von  dem  Gange  des  un- 
belasteten Menschen  zeigte  sieb  beim  III.  Versuch  in  den  Schwingungen 
der  Hüftlinie  um  die  verlicale  Axe.  Auch  dieses  Resultat  braucht  nicht 
für  Jede  andere  Art  der  Belastung  gültig  zu  sein,  da  die  Verringe- 
rung der  Schwankung  der  Hüftlinie  nach  vorn  und  hinten  jedenfalls 
mit  der  Lage  des  durch  Patronentaschen  beschwerten  Leibriemens  in 
Verbindung  gebracht  werden  konnte. 

Es  dürften  demnacti  von  den  bisher  behandelten  Einzelheiten  der 
Gehbewegung  nur  die  Abweichungen  eine  allgemeinere  Bedeutung 
besitzen,  welche  in  der  Ausdehnung  der  Baiincurven  der  Kopf-, 
Schuller-  und  Hüftpunkle  in  der  zur  Gangebene  senkrechten  Richlung 
und  in  der  Gangrichtung  bestehen.  Die  hauptsUchlichsten  Unterschiede 
des  Ganges  vom  belasteten  und  des  Ganges  vom  unbelasteten  Menschen 
werden  sich  jedenfalls  erst  herausstellen,  wenn  man  auf  die  Ge- 
schwindigkeiten und  Beschleunigungen  Rücksicht  nimmt,  mit  welchen 
die  einzelnen  Gelenkmittelpunktc  u.  s.  w.  ihre  Bahn  durchlaufen. 

Dies  wird  in  einer  späteren  Arbeit  geschehen. 


« 


Schlussbemerkimg. 

Die  wenigen  angeführten  Beispiele  lassen  zur  Genüge  erkennen, 
dass  die  neue  Methode,  einen  Bewegungsvorgang  miltelsl  zweiseiliger 
chronopholograjihischer  Aufnahme  auf  ein  räumliches  Coordinatensystem 
zu  beziehen ,  ein  brauchbares  Hülfsmiltel  für  die  Analyse  der  Be- 
wegungen des  menschlichen  und  thierischen  Körpers  darstellt.  Die- 
selbe   dürfte    geeignet   sein,    bei    der  Untersuchung   der  Bewegungs- 
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Vorgänge  an  Kürpern  eine  üholiclie  Rolle  zu  spielen,  wie  das  Mi- 
kroskop bei  der  Unlersuchung  der  Formen  und  Zusammenselzung  der 
Körper.  Wie  jede  Verbesserung  des  Mikroskops  einen  Fortscliriu  in 
der  Erkennung  des  Aufbaues  der  einzelnen  Organismen  nach  sicli 
ziehen  musste,  so  wird  es  auch  nicht  ausbleiben,  dass  eine  jede  Ver- 
besserung der  von  uns  angewandten  Methode  der  Registrierung  von 
Bewegungsvorgangen  unsere  Kennliiiss  der  Bewegungsgesetze,  welche 
die  Organismen  belolgea,  erweitert. 

Die  Methode  ist  aber  ohne  Zweifel  noch  verbessern ngsfühig.  Wir 
haben  keineswegs  die  Grenze  der  Genauigkeit  erreicht,  bis  zu  welcher 
man  liei  der  Beziehung  der  Bewegungsvorgänge  auf  ein  rüumliches 
Coordinatensysteni  gehen  kann. 

Eine  Erhöhung  der  Genauigkeit  künnle  beispielsweise  dadurcli 
erzielt  werden,  dass  man  bei  weiteren  Versuchen  die  beiden  pholo- 
graphischen  Apparate  so  aufstellte,  dass  ihre  optischen  Axen  sich 
nicht  nur  untei'  einem  Winkel  von  60"  durchkreuzten,  sondern  dass 
sie  aufeinander  senkrecht  stünden.  Da  es  nicht  angeht,  der  einen 
optischen  Axe  die  Gangrichtung  zu  geben,  so  wurde  es  sich  viel- 
leicht empfehlen,  als  Winkel  zwischen  der  optischen  Axe  und  der 
Gangebenc   für   alle    vier  pholographischen  Apparate  45"  zu  wählen. 

Eine  weitere  Vervollkommnung  der  Methode  würde  es  bedeuten, 
wenn  man  sich  von  der  Coordinatentafel  unabhaogig  machte.  Als  wir 
an  die  Versuche  herangingen,  waren  wir  noch  nicht  im  Besitze  des 
neu  construierten  Coordinatenmessers  (vgl.  Seite  205  tf.).  Wir  Hessen 
daher,  wie  schon  in  einer  frttheren  Arbeit,  das  Coordinatennetz  direct 
durch  die  Photographie  einzeichnen,  um  dann  in  der  Lage  zu  sein, 
die  ebenen  Coordinaten  der  Punkte  auf  den  photographischen  Platten 
direct  abzulesen.  Der  Coordinatenmesser  macht  nun  das  Netz  ganz 
überflüssig.  Er  fordert  nur,  dass  man  auf  allen  photographischen 
Platten  einen  bestimmten  Punkt  des  Raumes,  eine  bestimmte  Richtung 
und  eine  bestimmte  Länge  [irojiciert  Qndel.  Unter  Verwendung 
GfiissLEB'scher  Röhren  künnte  diese  Projection  kurz  vor  oder  auch 
nach  dem  Versuche  auf  alle  photographischen  Platten  zu  gleicher 
Zeit  bewirkt  werden. 

Femer  wHre  durch  geeignete  Abmessung  der  Entfernungen  der 
photographischen  Apparate  von  dem  Coordinatenanfangspunkt  eine 
Vereinfachung  der  Formeln  anzustreben  u.  s.  w. 
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Methodisch  ist  dies  Alles  von  Wichtigkeit.  Man  wird  .in  Zu- 
kunft bei  der  photographischen  Registrierung  von  Bewegungen  des 
lebenden  Menschen  oder  Thieres  diesen  und  ähnlichen  Gesichts- 
punkten Rechnung  zu  tragen  haben. 

Nachdem  in  diesem  ersten  Theiie  der  Arbeit  die  photographisclie 
Uegistrierung  des  menschlichen  Ganges  und  die  damit  gewonnene 
Beziehung  desselben  auf  ein  rechtwinkliges  räumliches  Coordinaten- 
System  dargelegt  und  an  einigen  Beispielen  gezeigt  worden  ist,  dass 
die  resultierenden  Coordinatentabellen  die  Unterlage  für  die  Lösung 
aller  Probleme  bilden  können,  welche  sich  in  irgend  welcher  Hin- 
sicht auf  das  beim  Gang  des  Menschen  befolgte  Bewegungsgesetz 
beziehen,  wird  die  ausführliche  Ableitung  dieses  Bewegungsgesetzes 
den  Gegenstand  eines  demnächst  erscheinenden  zweiten  Theiles  der 
Untersuchung  »Ueber  den  Gang  des  Menschen«  bilden. 
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eine  Gerade  J^'  in  Ji  und  umgekehrt.  Die  beiden  Räume  bedeuten 
dabei  das  erste  und  letzte  Medium  irgend  eines  optischen  Systems, 
die  a  sind  die  Strahlen,  die  von  leuchtenden  Punkten  des  ersten 
iMediums  ausgehen,  die  »conjugirten«  ^  dagegen  die  entsprechenden 
Fortsetzungen  der  Lichtwege  im  letzten  Medium.  Strahlen,  die  durch 
einen  Punkt  hindurchgehen,  bilden  ein  »homocentrisches«  Büschel. 
Sucht  man  zu  einem  homocentrischen  a-Büschel  das  Büschel 
der  conjugierten  ^'  auf,  so  ist  dieses  im  Allgemeinen  »astigmatisch«, 
d.  h.  nicht-homocentrisch,  und  die  Abweichung  von  der  homocen- 
trischen Strahlenvereinigung  ist  der  »Astigmatismus«  oder  die  »Astig- 
masie«  des  Büschels.  Ebenso  ist  umgekehrt  das  a-Büschel,  das  zu 
einem  homocentrischen  ^^-Büschel  gehört,  im  Allgemeinen  astigmatisch. 
Sind  die  conjugierten  Büschel  in  ca  und  Jl  in  Folge  besonderer  Um- 
stände gleichzeitig  homocentrisch,  so  bilden  sie  ein  » anastigmatisches « 
Büschelpaar  und  ihre  Yereinigungspunkte  ein  anastigmatisches  Punkte- 
paar. Wenn  über  die  strahlenweise  Abbildung  der  beiden  Räume 
0),  Jl  nichts  Näheres  festgesetzt  ist,  so  sind  hinsichtlich  des  Auf- 
tretens anasligmatischer  Punkte  vorläufig  folgende  Fälle  möglich: 
1)  die  anastigmatischen  Punktepaare  fehlen  überhaupt;  2)  sie  sind 
vorhanden  und  treten,  sei  es  vereinzelt,  sei  es  als  geometrische 
Oerter  auf,  die  Linien  oder  Flächen  oder  Körper  bilden  können. 
Tritt  der  letztgenannte  Unterfall  ein,  sind  also  anastigmatische  Körper 
vorhanden,  so  werden  die  von  diesen  Körpern  in  w  und  Jl  ein- 
genommenen Raumgebiete  nicht  nur  strahlenweise,  sondern  auch 
punktweise  aufeinander  abgebildet,  indem  die  Vereinigungspunkte  der 
anastigmatischen  Paare  von  Strahlenbüscheln  zugleich  die  einander 
conjugierten  Elemente  der  punktweisen  Abbildung  bestimmen.  Fragt 
man  nun  mit  Abbe  nach  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  so  er- 
zeugten punktweisen  Abbildung,  so  ergiebt  sich  —  wie  man  bei 
CzAPSKi  (a.  a.  0.  Seite  24fr.)  nachlesen  mag  —  dass  sie  nichts  anderes 
ist,  als  eine  Collineation  zwischen  den  beiden  betrachteten  Räumen. 
Mit  diesem  Ergebnisse  ist  aber  die  Aufgabe,  die  in  der  Theorie  der 
optischen  Bilder  durch  die  erste  Annäherung  gelöst  werden  soll,  im 
Wesentlichen  bereits  erledigt,  denn  es  handelt  sich  nun  nur  noch 
darum,  wohlbekannte  Eigenschaften  der  coUinearen  Abbildung  in  ein 
optisches  (lewand  zu  kleiden,  um  alle  die  allgemeinen  Sätze  zu  er- 
halten, die  in  der  ersten  Annäherung  hergeleitet  zu  werden  pQegen. 
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Dahiu  gehören  z.  B.  die  Sätze  über  die  Brenopunkle,  Hauplpunkle, 
Enolenpunkte  und  ihre  entsprechenden  Ebenen,  ferner  die  Satze  über 
die  Lage  von  Object  und  Bild,  über  Vergrösserung  und  Helligkeit, 
über  Wirkung  der  Blenden  und  Gesichtsfeld,  u.  s.  \v.  Diese  Sätze 
sind  hiernach  iu  Wahrheit  gar  kerne  optischen  Satze,  sondern  gehören 
der  allgemeinen  Raumlehre  oder  der  Geometrie  an;  ebenso  hangt 
ihre  Anwendbarkeit  auf  die  Optik  nicht  von  dieser  oder  jener  beson- 
deren Eigenschaft  des  gerade  betrachteten  optischen  Systems,  sondern 
von  zwei  weit  allgemeineren  Dingen  ab,  nämlich  einerseits  von  der 
Vorstellung,  dass  erstes  und^  letztes  Medium  strahlenweise  auf  ein- 
ander abgebildet  seien,  andererseits  von  der  Voraussetzung,  dass 
anastigmatische  Körper  auftreten,  dass  also  der  Astigmatismus  fehle 
oder  doch  in  erster  Annäherung  vernachlässigt  werden  dürfe.  Das 
eigentlich  optische  Gebiet  wird  erst  betreten,  wenn  es  sich  um  die 
Frage  handelt,  wie  Abbildungen  der  betrachteten  Art,  sei  es  streng, 
sei  es  angenähert,  realisiert  werden  können. 

Der  vorstellend  skizzierte,  von  Abbe  eingeschlagene  Gedanken- 
gang leistet  offenbar  für  die  ei-ste  Annäherung  der  geometrischen 
Opiik  das,  was  man  bei  jeder  wissenschaftlichen  Untersuchung  zu 
erreichen  bestrebt  sein  soll,  nämlich  die  reinliche  Ausscheidung  der 
logisch  nothwendigen  und  hinreichenden  Voraussetzungen;  als  Gewinn 
ergiebt  sich  dafür  die  Thatsache,  dass  sich  die  Gesammlheit  der 
allgemeinen  Sätze  aus  diesem  Kapitel  der  geometrischen  Optik  in 
den  einen  einfachen  Ausspruch  »Object  und  Bild  sind  collinear«  ge- 
wissermassen  zusammenpressen  lässt. 

In  dem  CzAPsKrschen  Buche  bricht  die  rein  geometrische  Theorie 
der  optischen  Abbildung  mit  der  ersten  Annäherung  ab ;  die  zweite  An- 
näherung oder  die  Darstellung  des  astigmatischen  Strahlenganges  legt 
bereits  gewisse  besondere  Formen  von  optischen  Systemen  zu  Grunde, 
Es  ist  aber  kein  innerer  Grund  vorhanden,  die  rein  geometrische 
Untersuchung  nicht  auch  auf  die  zweite  Annäherung  auszudehnen; 
die  nachfolgenden  Abschnitte  sollen  zeigen,  dass  eine  solche  Fort- 
setzung des  ABBs'schen  Gedankenganges  nicht  nur  ausfuhrbar,  son- 
dern auch  zweckmässig  ist.  Es  wird  gerade  dadurch  möglich,  den 
Ansatz  für  Aufgaben  allgemeinerer  Natur  von  vornherein  auf  die 
mathematisch  einfachste  Form  zu  reducieren. 

Geht  man  wieder   von  der  Vorstellung  aus,   dass  zwei  Räume, 
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(u  und  Jl,  strahlenweise  auf  einander  abgebildet  seien,  so  hat  man 
eä  zunächst,  falls  keine  weitere  Voraussetzung  hinzugefügt  wird,  mit 
den  Sätzen  zu  thun,  die  allgemein  für  alle  solche  Abbildungen  gelten. 
Diese  Sätze  verwandeln  sich,  wenn  man  ihnen  eine  optische  Ein- 
kleidung giebl,  in  ebenso  viele  Aussagen  Über  die  Eigenschaften  des 
Slrahlenganges  durch  irgend  ein  optisches  System,  wobei  natürlich 
der  Wei'th  dieser  Aussagen  für  die  praktischen  Zwecke  der  geome- 
trischen Optik  sehr  verschieden  ausfallen  kann.  Eine  solche  geome- 
trische Theorie  würde  nun  aber  auch  Abbildungen  umfassen,  die  — 
zur  Zeit  wenigstens  —  für  die  Lehre  von  den  optischen  Instrumen- 
ten ohne  Interesse  sind;  die  Festsetzung,  dass  ausser  der  strahlen- 
weisen  Abbildung  zwischen  w  und  J2  weiter  nichts  gegeben  sein 
solle,  ist  unnüthig  allgemein,  und  es  ist  gestattet,  für  die  hiur  zu 
behandelnden  Aufgaben  aus  der  Gesammtheit  aller  möglichen  stiahlen- 
weisen  Abbildungi:n  eine  bestimmte  Klasse  auszuscheiden. 

Man  denke  sich  im  ersten  iMedium  a  eine  beliebige  Fläche  und 
betrachte  die  Normalen  dieser  Flache  als  ein  Strahlenbüschel,  das 
wir,  wegen  dieser  Erzeugungsweise,  kurz  als  »flSchennormalu  bezeich- 
nen wollen,  dann  sind  zwei  Fälle  möglich,  nämlich  das  conjugierte 
BUschu'l  im  letzten  Medium  Jl  ist  ebenfalls  flächennormal  oder  nicht. 
Der  erste  Fall  tritt,  wie  man  weiss,  ein,  sobald  der  Strahlengang 
vom  ersten  zum  letzten  Medium  nach  den  Gesetzen  der  gewöhnlichen 
Brechung  und  Spiegelung  vor  sich  geht,  und  die  Aussage  dieser 
Eigenschaft  bildet  den  Inhalt  des  bekannten  Satzes  von  Malis.  Wir 
wollen  deshalb  die  Forderung,  dass  alle  flächeonorraalen  Büschel  des 
ersten  Mediums  wiederum  tlächennormale  Bllschel  im  letzten  Medium 
erzeugen  sollen,  kurz  als  die  MALüs'sche  Bedingung  bezeichnen  und 
können  dann  alle  strahlen  weisen  Abbildungen  in  zwei  grosse  Gruppen 
ordnen,  je  nachdem  sie  die  genannte  Bedingung  erfüllen  oder  nicht 
erfüllen.  Nun  spielen  in  der  Theorie  der  optischen  Instrumente  die 
Fälle,  wo  der  MALus'sche  Satz  nicht  gilt,  nur  eine  untergeordnete 
Rolle  und  werden  in  der  Regel  ganz  Lei  Seite  gelassen;  es  hat  daher 
seinen  guten  Sinn,  wenn  wir  hier  als  Ausgangspunkt  einer  geome- 
trischen Theorie  der  optischen  Abbildung  folgende  zwei  Satze  nehmen: 

I)  das  erste  Medium  ist  strahlenweise  auf  das  letzte  abge- 
bildet; 

2}  die  Abbildung  genügt  der  MALus'schen  Bedingung. 
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Fragt  man  jelzt  nach  den  allgemeinen  Eigenscliaflen  der  vor- 
stehend bezeichneten  Klasse  von  Abbildungen,  so  ergiebt  die  Unter- 
suchung, dass  jede  einzelne  Abbildung  vollständig  charakterisiert  ist 
durch  eine  bestimmte  Abbildungsfunction  mit  vier  Veründeilichen, 
für  die  ich,  um  einen  kurzen  Ausdruck  zu  haben,  den  Namen  »EikonaU 
gebrauchen  werde.  Zu  jeder  Abbildung,  die  dem  M* ins' sehen  Satze 
genügt,  gehört  also  ein  bestimmtes  Eikonal  und  umgekehrt;  alle 
Besonderheilen  einer  gegebenen  Abbildung  Bnden  ihr  Gegenstück  in 
entsprechenden  Besonderheiten  des  Eikonals.  Das  Eikonal  ist,  und 
hierin  besteht  seine  Haupleigenschafl.  die  Erzeugende  für  die 
Gleichungen  einer  BerUhrungstransformalion,  durch  welche  die  je 
vier  BestimmungsBlücke  mit  einander  verbunden  sind,  deren  man  zur 
Festlegung  der  beiden  conjugierten  Strahlen  o  und  2'  bedarf.  An 
die  Stelle  der  collinearen  Beziehung  in  der  ersten  Annäherung  tritt 
hiernach  die  Beruh rungnlransforma Hon. 

Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  durch  die  Vergleichung  mit 
einem  anderen  Theile  der  angewandten  !Malhematik  die  Rolle  zu  er- 
läutern, die  das  Eikonal  in  der  geometrischen  Theorie  des  astigma- 
tischen Strahlenganges  spielt.  In  den  Darstellungen  der  analytischen 
Mechanik  wird  den  Problemen,  für  die  das  HAMiLTON'sche  Princip  gilt, 
gemeinhin  eine  bevorzugte  Rolle  eingeräumt.  Diese  Bevorzugung 
hat  ihren  guten  Grund,  denn  die  Gültigkeit  des  HtMiLxoN'schen  An- 
satzes gestattet  alle  Fragen,  die  der  gedachten  Klasse  von  Problemen 
gemeinsani  sind,  auch  gemeinsam  und  einheitlich  zu  behandeln.  Eine 
ganz  ähnliche  Rolle,  wie  der  Hamilton 'sehe  Ansatz  in  der  Mechanik, 
spielt  nun  der  Eikonalbegriff  auf  dem  allerdings  weit  engeren  Gebiete 
der  geometrischen  Optik;  er  liefert  für  die  allgemeine  Behandlung 
allgemeiner  Fragen  die  mathematisch  einfachste  Form  des  .Ansatzes. 
Dass  daneben  Schwierigkeiten,  die  irgend  ein  besonderes  Problem 
bietet,  vor  der  Uand  noch  mit  besonderen,  für  den  einzelnen  Fall 
berechneten  Hulfsmitleln  überwunden  werden  müssen,  ist  eine  Sache 
für  sich.  Ich  mochte  in  dieser  Beziehung,  schon  um  Missverständ- 
nissen  vorzubeugen,  bemerken,  dass,  neben  der  Untersuchung  der 
allen  optischen  Systemen  gemeinsamen  Eigenschaften,  den  in  der 
ausführenden  Optik  gebrauchten  rein  numerischen  Berechnunga- 
methoden  voraussichtlich  noch  auf  geraume  Zeil  ihr  Recht  gewahrl 
sein  durfte.  Gerade  auf  Grund  der  weiterbin  gegebenen  Entwickelungen 


[* 

halte  ich  es  für  wahrscheinlich,  das  sich  die  Auf&ndung  eines  brauch- 
baren, rein  analytiächen  oder  algebraischen  Ersatzes  für  die  er- 
wähnten numerischen  Methoden  gar  nicht  mit  den  gewöhnHch  hierbei 
aufgebotenen  elementaren  Hulfsmitteln  bewerkstelligen  lässt,  wenn 
man  auch  in  der  Literatur  gelegentUch  langathinigen  Enlwickelungea 
begegnet,  die  diese  Schwierigkeit  Überwunden  zu  haben  vorgeben. 
Nach  den  vorstehenden  Erörterungen  wende  ich  mich  jetzt  zu 
der  Behandlung  der  oben  angedeuteten  Aufgabe.  Ich  werde  dabei, 
um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  mit  einer  Reihe  von  Festsetzungeo 
beginnen  und  zugleich,  um  Alles  beisammen  zu  haben,  einige  be- 
kannte Dinge,  so  weit  als  nöthig,  kurz  mit  entwickeln. 


I. 
Ein  gegebener  Raum  o>  werde  auf  ein  beliebig  gewähltes,  recht- 
winkliges Axensystem  {xyz)  bezogen ;  die  y-A\e  und  die  z-.\xe 
sollen  als  Seitenaxen,  die  j/s-Ebene  als  Grundebene  bezeichnet  wer- 
den. Die  Gleichungen  für  die  Punkte  einer  Geraden  o  oder,  wie 
wir  auch  sagen  wollen,  eines  Strahls  o  schreiben  wir  in  der  Form 
X  —  0         y  —  h        z  —  k 

wo  die  m,  p,  q  die  Richtungscosinus  von  o  bedeuten,  und  (0,  h,  k) 
der  Ort  des  Durchschnittes  von  a  mit  der  Grundebene  ist.  Die  vier 
von  einander  unabhängigen  Grössen  h,  k,  p,  q  sind  die  nolhwendigen 
und  hinreichenden  BeslimmungsstUcke  von  o  oder,  kurzer  auiügedrUckt, 
die  Strahlencoordinaten.  Die  Gesammtheit  der  o  bildet  eine  vierfach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  Zur  .\bkllrzung  dieser  etwas  schle[>- 
penden  Ausdrucksweise  soll  das  Zeichen  fi,.  gebraucht  werden,  um 
eine  n-fach  ausgedehnte  iMannigfaltigkeit,  ohne  Rücksicht  auf  ihre 
sonstige  Beschaffenheit,  zu  bezeichnen,  wobei  dann  fi^  das  Zeichen 
für  eine  endliche  Anzahl  von  Dingen  ist.  Hiernach  bilden  die  a 
zusammen  eine  fi^. 

Erlegt  man  den  a  gewisse  Bedingungen  auf,  so  wird  dadurch 
aus  der  fu  je  nach  den  Umständen  eine  ft^,  fti,  ft^  oder  juj  aus- 
geschieden. Die  fi\y  fij,  fij  können  auch  dadurch  erhalten  werden, 
dass  man  sich  die  h,  k,  p,  q  als  Functionen  von  1,  2,  3  verändere 
liehen  Parametern  dargeistelll  denkt.     Eine  fi,  von  Strahlen  soll  als 
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Schaar,  eine  ^  als  Büschel  bezeichnet  werden.  Gehen  die  Strahlen 
einer  Schaar  oder  eines  Büschels  durch  einen  festen  Punkt  n  hin- 
durch, so  nennen  wir  das  Gebilde  homocentrisch  und  bezeichnen 
den  Vereinigungspunkt  tf  als  die  Spitze  der  Schaar  oder  des  Büschels ; 
ist  das  Gebilde  nicht  homocentrisch,  so  soll  es  astigmatisch  heissen. 
Denkt  man  sich  durch  den  Nullpunkt  zu  den  Strahlen  a  eines  be- 
liebigen Büschels  Parallelen  r  gezogen,  so  schneiden  diese  eine  um 
den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  Eins  beschriebene  Kugel  in  Punkten, 
deren  Coordinalen  die  m,  p,  q  der  einzelnen  Strahlen  sind.  Die 
von  den  Durchschnittspunkten  erzeugte  sphärische  Figur  kann  als 
Repräsentant  der  Büschelöffnung  dienen  und  soll  Oeffnungsfigur  heissen. 
Greift  man  aus  einem  Büschel  einen  beliebigen  Strahl  Oq  mit 
den  Goordinaten  A,  k,  p^  q  heraus,  so  bilden  die  zu  a^  unendlich 
nahe  benachbarten  Strahlen  des  Büschels  ein  »Elementarbüschel« 
mit  dem  »Mittelstrahl«  a^;  die  Goordinaten  der  Nachbarstrahlen 
sind  durch 

h  -j-  dA,         k  -f-  dk,         p  -f-  dp,         ?  +  ^? 

gegeben,  wo  die  A,  /?,  p,  q  als  Functionen  zweier  veränderlicher 
Parameter,  sagen  wir  a  und  /?,  ausgedrückt  zu  denken  sind.  •  Der 
kürzeste  Abstand  zwischen  Mittel-  und  Nachbarstrahl  ist  im  All- 
gemeinen von  derselben  Ordnung  unendlich  klein,  wie  die  Grösse 


Vda^-j-dß^ 

kann  jedoch  für  besondere  Lagen  des  Nachbarstrahls  von  einer 
höheren  Ordnung  werden.  Tritt  letzteres  ein,  so  sagt  man,  dass 
der  Nachbarstrahl  den  Mittelstrahl  schneide  und  bezeichnet  den 
Durchschnitt  als  Brennpunkt  des  Elementarbüschels.     Bildet  man 

dh  =  hida  -j-  h2dß ^       dk  z=z  kida  -{^  kidß ^ 
dm  :=  fUida  -f-  nhdß ,      dp  =  pida  -j-  p2dß  ^      dq  =  qida  -}-  qidß 

und  schreibt  die  Strahlengleichungen  (1)  in  der  Form 

X  =  km,         1/  =  A  -j-  Ap ,         z  =  A  +  A^f ,  (2) 

so  erhält  man  für  den  Durchschnitt  von  Mittel-  und  Nachbarstrahl 
zunächst  die  drei  Bedingungen 

0  =  pdÄ  +  {kpi  -f  A,)d«  +  {ip2  -\-fh)dß,  \    (3) 

0  =  ^di.  H-  (Aji  4-  kt)du  +  {Xq,  -j-  hi)dß  , 
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die  durch  Elimination  von  dA,  da,  d(i  zu  der  tileichung 

0  =      p  ,      Api  +  Ai ,       Ap2  +  Aa 


(4) 


führen.  Ist  X  aus  dieser  quadratischen  Gleichung  bestimmt,  so  folgen 
aus  (2)  die  Coordinaten  des  Brennpunktes,  und  aus  (3)  die  Yer- 
hSiltnisse  der  da^  dß^  die  die  Lage  des  schneidenden  Nachbai^trahls 
bestimmen. 

Sucht  man  für  alle  Strahlen  des  betrachteten  Büschels  die 
Brennpunkte  auf,  so  ist  ihr  Ort  eine  bestimmte  Flache,  die  so- 
genannte Kaustik  des  Büschels,  die  wegen  der  Zweideutigkeit  von 
X  im  Allgemeinen  aus  zwei  distincten  Schalen  besteht.  Um  die 
Gleichung  der  Kaustik  zu  erhalten,  hat  man  aus  (2)  und  (4)  die 
Grössen  A,  a,  ß  zu  eliminieren.  Bleibt  man  bei  der  durch  (2)  und 
(4)  gegebenen  Parameterdarstellung  der  Kaustik  stehen  und  setzt 

dx  =:  (Cida  -(-  x^dß  ^       dy  =  yida  +  y2dß ^      dz  =  Z\da  -j-  Z2dß  ^ 

X  =  Xida  -\~  Xidß 

an,  so  geht  die  Determinante 


D  = 


w, 

*ii 

Si 

p. 

y«» 

Vi 

9. 

«1, 

21 

über  in 


w,  fiiX\  -}-  iiWj  ,       111A2  -j-  ifiti 

D  =    p  ,  pii  +  ifi   +  Ai ,      p^  +  Xp2  -}-  h2 
q  ,  qXi    +  Xqi    +  fci ,        qX2   -{-  Xq2   +  Ih 

woraus  wegen  (4) 

D  =  0  (5) 

folgt.  Betrachtet  man  nun  («ryz)  einerseits  als  Punkt  der  Kaustik, 
andererseits  als  Brennpunkt  des  Elementarbüschels  mit  dem  Mittel- 
strahl {hkpq)^  so  besagt  die  Gleichung  (5),  dass  Mittelstrahl  und 
Normale  an  die  Kaustik  aufeinander  senkrecht  stehen,  oder  dass  der 
Mittelstrahl  die  Kaustik  berührt.  Hiernach  stellt  sich  das  betrachtete 
BUschel  dar  als  die  Gesammtheit  der  Geraden,  die  die  beiden  Schalen 
der  Kaustik  berühren.  In  besonderen  Fällen  können  eine  oder  alle 
beide  Schalen  in   kaustische  Linien    ausarten;   ferner  können  beide 


\ 


i 


•4<]  Das  EiKONAi.  333 

Schalen  zusammen  sich  auf  einen  einzigen  Punkt  reducieren,  was  bei 
homocentrischen  Büscheln  eintritt. 

Legt  man  bei  einem  Elementai  büschel  die  x-Xxe  für  den  Augen- 
blick in  den  Mittelstrahl  und  wählt  als  veränderliche  Parameter  die 
Grössen  p,  q  selber,  so  kann  man,  da  nur  unendlich  kleine  Werlhe 
der  p,  q  in  Betracht  kommen,  mit  Vernachlässigung  der  Grössen 
höherer  Ordnung  die  Gleichungen 

m  =  1 ,         A  =  hip  +  fhq ,  k  =  kip  -f-  fe^f , 

y  =  (Ai  +  x)p  +  Ai^f ,         J5  =  fci;>  +  (*2  +  a?)  g  , 
Jz=  (AI  +  a?)  (fe  +  j;)  —  Ä,fc, , 

pz/  =  (&2  +  a?)y  —  A22^ ,         ?^  =  —  Aijf  +  (Ai  +  a?)z 

bilden.  Setzt  man  nun  für  die  Begrenzung  des  betrachteten  Ele- 
mentarbUschels  fest,  dass  die  Oeffhungsfigur  ein  unendlich  kleiner 
Kreis  sein  soll,  der  mit  dem  Halbmesser  e  um  den  Mittelstrahl  be- 
schrieben ist,  so  ist  der  Spielraum  der  p,  q  durch  die  Bedingung 

p*  +  5f^  ^  «^ 

gegeben.  Schneidet  man  femer  das  Büschel  durch  eine  Ebene,  die 
parallel  zur  Grundebene  im  Abstände  x  vom  Nullpunkte  gelegt  ist, 
so  wird  der  Umriss  der  Querschnittsfigur  durch  die  Gleichung 

a^J^  =  ((fc,  +  a?)y  -  htzf  +  (k,y  —  (Ai  +  x)zy 

bestimmt,  ist  also  eine  Ellipse.  Für  die  beiden  Abscissen,  die  J 
zum  Verschwinden  bringen,  reducieren  sich  die  Ellipsen  auf  gerad- 
linige Strecken,  die  sogenannten  Brennlinien.  Hieraus  folgt  unmittelbar 
die  bekannte  Construction  eines  Elementarbüschels  aus  Mittelstrahl 
und  Brennlinien. 

In  dem  Räume  m  sei  x  =z  (p  (y,  z)  die  Gleichung  einer  beliebigen 
Fläche,  dann  bilden  die  Normalen  der  Fläche  ein  Strahlenbüschel; 
solche  Büschel  sollen  flächennormal  heissen.     Schreibt  man 

dx  ^=:  dq>  =  q>\dy  -j-  tpidz^  (6) 

so  sind  die  Strahlencoordinaten  der  zum  Punkte  {xyz)  gehörigen 
Normale  durch  die  Gleichungen 

^  =  -£_  =  -1-  ,  (7) 

k  =  y  —  ^  =  y-\-xg)i,       k  =  z  —  ^^  =  z-\-  xipt  (8) 
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bestimmt.     Bildet  man  v  =  mx  +  py  +  5^2;,  so  wird 

dv  =  [mdx  +  fdy  -j-  qdz)  +  [xdm  +  ydp  -f-  zdq)  . 

Die  erste  Klammer  rechts  verschwindet  wegen  (6)  und  (7) ,  und 
man  erhält  wegen 

m^  -{-  ffl  -{-  (^  =:  1  ,       mdm  -|-  pdf  -f-  qdq  =  0 

mit  Rucksicht  auf  (8) 

dv  =  hdp  +  kdq,  (9) 

Der  Ausdruck  hdp  -{^  kdq  ist  also  bei  flächennormalen  Büscheln  ein 
totales  Differential  und  man  hat,  wenn  r,  A,  k  als  Functionen  der  p,  9 
dargestellt  gedacht  werden,  * 

.        dv         ,        Dv         DA        dk 

dp  dq         dq        dp  ^     ' 

Dieses  Ergebniss  lässt  sich  auch  umkehren.  Es  sei  bei  einem  gegebenen 
Büschel,  wenn  die  A,  k  als  Functionen  der  jo,  q  ausgedrückt  werden, 

dh  _dk 

dq        Dp  '  ^     ' 

dann  existirt  eine  bestimmte  Function  u{p^q)y  für  die 

A  =  ^,         fc  =  ^,         du  =  hdp  ^  kdq  (12) 

Dp  D(jf 

ist.  iMan  führe  statt  der  p,  q  die  neuen  Veränderlichen  /',  g  durch 
die  Gleichungen 

fn^i  +P  +  9')  ^  i  .       p  =  -mf,       q  =  —  mg      (13) 

ein,  bilde  die  Function 

w{t\g)  =  -'^  =  -u(f,q)yTTr+?^  (14) 

und  setze  damit  die  Gleichungen 

y=  —  ,  ^  =  ö7'  ^  =  yl  +  ^9  —  ^  (IS) 

an.  Das  System  (15)  sehen  wir  als  Parameterdarstellung  einer 
Fläche  an ;  {xyz)  ist  ein  Flächenpunkt,  die  /",  g  sind  die  veränder- 
lichen Parameter.  Zu  dieser  Fläche  suchen  wir  jetzt  die  Beziehung 
zwischen  den  A,  fc,  p,  7  des  Normalenbüschels.    Zu  dem  Ende  ist  der 

Ausdruck 

V  =:  xm  +  yp  +  ^5^ 
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zu  bilden,  worin  für  die  m,  />,  q  die  Richtungscosinus  der  Normale 
in  {xyz)  zu  setzen  sind.     Nun  folgt  aus  (15)  durch  Differentiiren 

dx  =  fdy  -^  gdz  ^ 
woraus  sich 

m p      q  \ 

T-"=T~-1'  (16) 

p=—mf,     q=—mg,     m^(1  +  ^  +  j^^j  _  ^       j 
ergiebt.     Hieraus  erhalt  man  weiter 

V  =  m[x  —  yf—  zg) 
=  —  fnw{f,g)  , 

oder,  wenn  man  (13)  und  (16)  vergleicht  und   (14)  beachtet, 

V  =  u{p,q)  , 

womit  sich  die  Gleichungen  für  das  Normalenbüschel  der  Fläche  (1 5) 

in  der  Form 

,        du  ,        du 

cp  cq 

ergeben,  die  identisch  ist  mit  dem  für  das  ursprüngliche  Büschel 
vorausgesetzten  Gleichungspaar  (12).  Wenn  also  ein  Büschel  der 
Bedingung  (11)  genügt,  so  ist  es  flächennormal  und  das  System  (15) 
liefert  die  Gleichung  der  Fläche,  sobald  durch  die  Quadratur 

u  =  Hhdp  +  kdq) 

die  Function  u  {p,  q)  ermittelt  ist.  Hiernach  können  wir  folgenden 
Satz  aussprechen: 

»Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür ^  dass  ein 
Sirahlenbüschel  flächennormal  sei^  ist  durch  die  Gleichung 

gegeben,  die  zugleich  besagt^  dass  hdp  -{-  kdq  ein  Males  Differen- 
tial ist,<f 

Die  vorstehende,  im  Grunde  sehr  einfache,  Bemerkung  enthält 
bereits  die  Lösung  der  weiterhin  zu  behandelnden  Aufgabe;  von  hier 
führt  ein  gerader  und  längst  gebahnter  Weg  zu  den  Eigenschaften 
des  Eikonals. 

Da  Parallelflächen  das  Normalenbüschel  gemeinsam  haben,  so 
gehört  zu  einem  flächennormalen  Büschel  immer  eine  Schaar  paralleler 
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Flächen,  deren  gemeinsame  Normalen  das  Büschel  erzeugen.  Jede 
einzelne  dieser  Flächen  werden  wir,  wie  üblich,  als  eine  Wellen- 
fläcbe  des  Büschels  bezeichnen.  Zieht  man  die  bekannten  Sätze 
über  Flächenkrümmung  heran,  so  erhält  man  sofort  eine  Reihe  von 
Eigenschaften  der  flächennormalen  Büschel.  Es  erscheint  jedoch 
nicht  nöthig,  diese  Sätze  hier  besonders  aufzuführen;  sie  hängen  alle 
mit  der  Bemerkung  zusammen,  dass  die  Kaustik  eines  solchen 
Büschels  zugleich  die  Fläche  der  Krümmungsmittelpunkte  seiner 
Wellen  flächen  ist. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  bezogen  sich  auf  Strahlen  in  einem 
einzelnen  Räume.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  zwei  Räume  gleich- 
zeitig zu  betrachten;  zuvor  mögen  jedoch  noch  zwei  Bemerkungen 
äusserlicher  Natur  eingeschaltet  werden.  Der  Uebersichtlichkeit  halber 
werde  ich  häufig  partielle  Ableitungen  durch  blosse  Anhängung  von 
Indices  bezeichnen;  hierbei  genügt  es,  wenn  jedesmal  das  Schema 
für  den  Sinn  der  Indices  in  der  Form 

d(p{x^y^z. ..)  =  (pidx  -J-  q>2dy  -J-  q>zdz  +  . . . 

angeführt  wird.  Ferner  soll,  wo  es  passt,  für  die  auftretenden 
Determinanten  die  ohne  Weiteres  verständliche  Schreibweise 


AuB, 


=  (Aß)n, 


Aij  Bu  Ci 
A2,  B2,  C'i 


^  (AJ?C)i23,      u.  s.  w. 


benutzt  werden,  die  auch  für  Doppelindices  brauchbar  ist,  z.  B. 


A      A 


=  {^m^ß)ri  »       "•  S-  W. 


IL 

Bei  der  gleichzeitigen  Betrachtung  zweier  Räume  w  und  Jl 
sollen  die  einander  in  co  und  Jl  zugeordneten  oder  » conjugierten « 
Grössen  durchweg  mit  den  einander  entsprechenden  kleinen  und 
grossen  Buchstaben  bezeichnet  werden.  Jeder  der  beiden  Räume 
wird  auf  sein  eigenes,  vorläufig  beliebig  gewähltes  Axensystem  [xyz) 
und  [XYZ)  bezogen,  g  und  2^  sind  geradlinige  Strahlen,  deren  Coor- 
dinatcn    {hkpq)    und    {HKPQ)    wie    im   vorigen   Abschnitt   definiert 
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(18) 


werden,  wahrend  m  und  M  die  Richtungscosinus  gegen  die  x-  und 
X-Äxe  bedeuten.  Die  Räume  u  und  Jl  sind  die  Repräsentanten  des 
ersten  und  des  letzten  Mediums  irgend  eines  optischen  Systems,  die 
wir  auch,  dem  Sprachgebrauch  folgend,  Object-  und  Bildraum  nennen 
werden.  Das  Charakteristische  für  die  geometrische  Theorie  der 
optischen  Abbildung  besteht  nun  darin,  dass  die  ■  beiden  Räume  nicht 
wie  sonst  bei  den  meisten  physikalischen  Aufgaben  als  Inbegriff  einer 
^(3  von  Punkten,  sondern  als  eine  fu  von  Geraden  betrachtet  wer- 
den, und  dass  man  die  als  Raumelemente  auftretenden  Geraden  a 
und  2i'  einander  paarweise  zuordnet.  Diese  Zuordnung  haben  wir 
oben  als  die  strahlenweise  Abbildung  von  oj  auf  Jl  bezeichnet;  jede 
Gerade  a  im  Objectraum  bestimmt  eine  Gerade  2,'  im  Bildraum  und 
umgekehrt.  Die  //,  Ä",  P,  Q  sind  hiernach  Functionen  der  A,  fc,  p,  q 
und  die  strahlenweise  Abbildung  besagt,  dass  ein  Gleichungssystem 
von  der  Form 

H  ^  Ä{k,h.p,q)  ,  Ä  =  B{k,k,p,q)  , 

P  =  C{h,k,p,q)  ,         Q  =^  D{h,k,p,q) 

besteht.  So  lange  über  die  Abbildung  nichts  näheres  festgesetzt  ist, 
können  —  mit  einer  Einschränkung  —  die  A,  B,  C,  D  irgend  welche 
Functionen  der  A,  ft,  p,  q  sein.  Die  Einschränkung  ist  durch  den 
Umstand  gegeben,  dass  auch  jedes  y  ein  a  bestimmen  soll,  dass 
also  das  System  (18)  nach  den  h,  k,  p,  q  auflösbar  sein  muss.  Es 
darf  also  die  Funclionaldelerminante  der  vi,  B,  C,  /),  gebildet  nach 
den  A,  k,  p,  q,  oder  der  Ausdruck 


(19) 


nicht  identisch  verschwinden.  Wird  J  für  ein  specielles  Werlhsystem 
der  A,  k,p,  q  null  oder  unendlich,  so  entspricht  dieses  einer  sin- 
gularen  Stelle  der  Abbildung;  ein  Beispiel  hierfür  bietet  u.  A.  die 
Reflexion. 


tA 

3B 

äC 

iD 

ih' 

J*' 

ih  ' 

ik 

iA 

SB 

iC 

iD 

Jk' 

ik  ' 

W 

ik 

iA 

iB 

äC 

dD 

if' 

if- 

D,  • 

i-p 

DA 

iB 

HC 

iD 

3,  ' 

D,  ■ 

^' 

57 

totale 
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Die  durch  (18)  einaoder  zugeordoeten  0,  2"  sind  conjugierte 
Elemente  der  Abbildung;  aus  ihnen  setzen  sich  alle  weiteren  con- 
jiigierten  Gebilde  zusammen.  Die  beiden  einander  conjugierlen  Strahlen 
(I  und  X  werden  wir  auch,  wo  dies  zweckmassig  ist,  in  einen 
einzigen  Begriff  den  »Lichtweg«  zusammenfassen;  der  Verlauf  eines 
Lichtweges  ist  dann  im  Object-  und  Bildraum  durch  seine  beiden 
Bestandtheile  o  und  y  gegeben.  Eine  fij  oder  /it  von  Lichtwegen 
bezeichnen  wir  dem  Früheren  gemäss  ebenfalls  als  Schaar  oder 
Büschel. 

Im  Allgemeinen  gehen  die  gerade  für  die  Anwendungen  wich- 
tigen Eigenschallen  einer  Schaar  oder  eines  Büschels  von  Strahlen 
hei  der  Abbildung  verloren.  So  sind  die  in  w  homocentrischen 
Schaaren  oder  Büschel  im  Atigemeinen  in  Jl  nicht  wieder  homo- 
centrisch,  sondern  astigmatisch,  und  das  Gleiche  gilt  bei  dem  Ueber- 
gange  vom  J2  auf  oj.  Ist  eine  Schaar  von  Lichtwegen  beiderseits 
horaocentrisch,  so  wollen  wir  von  einer  konischen  Schaar  sprechen, 
weil  die  a  und  .^'  dann  Kegelmüntel  bilden;  die  Vereinigungspunkte 
oder  die  Spitzen  der  conjugierlen  Strahlenschaaren  bilden  ein  Paar 
conjugierter  konischer  Punkte.  Die  konischen  Punkte  können  in  jedem 
einzelnen  der  beiden  Räume  w  und  Jl  eine  /(„,  fi],  /!■•,  /(j  bilden, 
während  die  konischen  Punktepaare  bis  zu  einer  /it  steigen  können, 
wie  das  Beispiel  der  Brechung  an  einer  Ebene  lehrt.  Bei  Prismen- 
systemen ist  das  Bestreben  daraufgerichtet,  Linien  konischer  Punkte 
zu  erzeugen. 

Ist  ein  Büschel  von  Lichtwegen  beiderseits  homocentrisch,  so 
nennen  wir  es,  wie  bereits  früher  erwähnt,  anasligmatisch;  die  [ 
Spitzen  der  beiden  conjugierten  Strahlenbüschel  bilden  ein  Paar  con- 
jugierter anastigmatischer  Punkte.  Diese  Art  von  Punkten  kann  ver- 
einzelt auftreten  oder  aber  eine  fi\,  ,»3,  ^/:i  bilden.  Ist  letzteres  der 
Fall,  so  sprechen  wir  von  anastigmatischen  Linien  oder  Flächen  oder 
Körpern.  Die  anastigmatische  Beziehung  zwischen  Linien,  Flachen 
oder  Körpern  schliesst  zugleich  eine  punktweise  Abbildung  dieser 
Raumformen  auf  einander  in  sich;  bei  Linsen.*!yslemen  ist  das  Be- 
streben darauf  gerichtet,  wenigstens  anasligmatische  Flachenpaare 
zu  erzeugen,  da  anastigmatische  Körper,  wie  sich  zeigen  lasst.  nur' 
in  einem  einzigen  trivialen  Falle  mit  den  Eigenschaften  isotroper 
Medien   verträglich   sind,     l'ebrigens  kann    auch    bei    der    konischear 
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Beziehung  eine  punktweise  Abbildung  zwischen  den  auftretenden 
Mannigfaltigkeiten  konischer  Punkte  vorkommen,  jedoch  müssen  dann 
die  Oerter  der  konischen  Punkte  in  co  und  Jl  von  derselben  Dimen- 
sion sein,  wie  die  Mannigfaltigkeit  der  Punktepaare,  was  nicht  immer 
der  Fall  zu  sein  braucht,  wie  das  oben  angeführte  Beispiel  einer 
brechenden  Ebene  lehrt. 

Bilden  die  unendlichen  fernen  Ebenen  des  Object-  und  des 
Bildraumes  ein  anastigmatisches  Flächenpaar,  so  nennen  wir  die  Ab- 
bildung teleskopisch.  Offenbar  erzeugen  dann  alle  Büschel  von 
parallelen  o  im  Bildraume  Büschel  von  parallelen  2\ 

Das  Beiwort  anastigmatisch  werden  wir  auch  bei  Elementar- 
büscheln anwenden,  sobald  diese  —  nöthigenfalls  unter  Vernach- 
lässigung von  Grössen  höherer  Ordnung  —  in  co  und  Jl  gleichzeitig 
als  homocentrisch  angesehen  werden  dürfen.  Bei  solchen  Büscheln 
fallen,  wie  sich  aus  dem  Verhalten  der  oben  behandelten  Querschnitt- 
ellipsen ergiebt,  beiderseits  die  Brennlinien  in  einen  Punkt  zusammen. 

Zu  den  Eigenschaften  eines  Büschels,  die  bei  einer  beliebigen 
strahlenweisen  Abbildung  im  Allgemeinen  verloren  gehen,  gehört 
auch  die  Beziehung  zwischen  Strahl  und  Wellennormale.  Damit  ein 
flächennormales  a-Büschel  im  Bildraume  ein  ebensolches  ^-Büschel 
erzeuge,  müssen,  wie  sich  zeigen  wird,  die  partiellen  Ableitungen 
der  il,  jB,  C,  D  in  (i  8)  nicht  weniger  als  fünf  Bedingungsgleichungen 
erfüllen. 

m. 

Wenn  für  eine  strahlenweise  Abbildung  weiter  nichts  gegeben 
sein  soll,  als  das  Gleichungssystem 

P  =  C{h,kp,q)  ,  Q  =  D[hXp.q)  ,  i       ^     ^ 

das  ja  der  analytische  Ausdruck  für  irgend  eine  Abbildung  ist,  so 
muss  die  Untersuchung  sich  im  Grunde  genommen  darauf  beschränken, 
festzustellen,  wie  bestimmte  Eigenschaften  eines  Strahlengebildes  des 
Objectraumes  durch  die  Abbildung  geändert  werden,  wobei  das  letzte 
Ziel  die  Aufstellung  einer  sachgemässen  Classification  wäre.  Für  die 
Elementarbüschel,  deren  Merkmale  ja  durch  die  Angabe  der  Brenn- 
linien   erschöpft   sind,    lässt  sich    die  Frage   nach    ihrer   Aenderung 

Abhandl.  d.  K.  S.  Oegellsch.  <1.  Wisiennch.    XXIV.  ^4 
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uDSchwer  beantworten,  und  ich  will  wenigstens  das  Resultat  her- 
setzen. Man  denke  sich  in  dem  Bttschelpaar  h  und  k  als  Functionen 
der  p,  q  und  ebenso  H  und  K  als  Functionen  der  P,  Q  dargestellt, 
femer  werde  angesetzt 

dh  =  hidp    +  h2dq    ,  dfc  =  A,djt)    -j-  ^2^9  , 

dH  =  H^dP  +  H2dQ ,  dK  =  KtdP  +  K^dQ  , 

A,Ä2  —  A2fti  =  (A]fc),2  =  / ,  (ffiÄ2  —  fl2Äl)  =  (ffÄ)i2  =  L  , 

dil  =  Ai  dA  -f"-^2^A  -{--Aadp-j-  A4dg,  dBz=z  Bidh-\- B2dk'-\'  B^dp-j- B^dq^ 
dC  =  Gl d A  -f-  ^2^ A  +  Cadp -f"  ^4^9»  ^^  =  DidA -f- ß2dA -|-  Dadp-J- 1)4^9, 

endlich  sei,  wenn  F,  G  irgend  zwei  der  vier  Functionen  A,  jB,  C,  D 
bedeuten, 

[FG]  =  1{FGU  +  Ä.(FG)„  +  h,{FG),,  +  Ä,(FGK  +  lh{FG),,  +  (FG)«, 

dann  ist 

H,[CD]  =  [AD] ,         /f,[CD]  =  [CA] ,  . 

/^,[CD]  =  [BD] ,         if,[CD]  =  [CB] ,  (21) 

L[CD]  =  [AB].  I 

Die  Grössen  £^1,  ffj)  ^n  ^29  ^  ^ii^d  ^^^^  gebrochene  lineare 
Functionen  der  A^,  A2,  A^,  A2,  /  mit  gemeinsamem  Nenner.  Da  durch 
diese  beiden  Reihen  von  Grössen  die  Brennlinien,  wie  wir  früher 
gesehen  haben,  bestimmt  sind,  so  beantwortet  das  Gleichungssystem 
(21)  die  Frage  nach  der  Aenderung,  die  die  Brennlinien  durch  die 
Abbildung  erfahren.  Ich  will  jedoch  bei  Entwickelungen  dieser  Art 
nicht  weiter  verweilen,  sondern  wende  mich  zu  derjenigen  Klasse 
von  Abbildungen,  die  vorderhand  für  die  geometrische  Optik  allein 
von  Interesse  sind.  Von  jetzt  ab  betrachten  wir  nur  solche  Ab- 
bildungen, die  der  oben  besprochenen  MALus'schen  Bedingung  genügen: 
die  A,  jB,  6\  D  sollen  also  so  beschaflfen  sein,  dass  flächennormale 
Büschel  des  Objectraumes  bei  der  Abbildung  flächennormal  bleiben. 
Diese  Bedingung  fordert,  dass  der  Ausdruck 

HdP  +  KdQ  (22) 

ein  totales  Differential  oder,  was  dasselbe  ist,  integrabcl  sei,  sobald 
dieses  mit  dem  Ausdrucke 

hdp  +  kdq  (23) 

der  Fall  ist,  wie  auch  im  übrigen  A  und  k  als  Functionen  der  p,  q 
gewühlt    werden     mögen.       Da    die    Integrabilität    von     (22)     nicht 
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geändert  wird,   wenn   die  /f,  Ä,  P,  Q  durch   die  A,  Ä,  C,  D  ersetzt 
werden,  so  können  wir  statt  (22)  auch 

AdC  +  ÄdD  =  adp  +  5dg  (24) 

schreiben,  wo 

a  =  A(CjA,  +  C,k,  +  Cg)  +  Ä(0,A,  +  D,k,  +  ß,)  , 
5  =  A{C,h^  +  Cjftj  +  Q  +  Ä(DiA2  +  D,k^  +  Ö4) 
ist.     Die  Integrabilitatsbedingung  für  (24)  ist 

db        da 


}(25) 


wobei  immer  die  A,  fc  als  Functionen  der  p^  q  m  denken  sind.  Die 
Entwicklung  von  (26)  giebt,  gehörig  reduciert, 

0  =  /[(AC)„  +  {BD),,]  +  h,[{Aq,,  +  {BD)u]  +  lh[{ACU  +  (BD),,] 
+  fei[(AC)„  +  (ßD)^,]  +  k,[{Aq^  +  (ÄD),J  +  (AC„)  +  (ßD)«. 

Die  rechte  Seite  soll  nun  verschwinden,  sobald  der  Ausdruck  (23) 
integrabel  ist.  Das  Verschwinden  muss  also  erfolgen,  sobald  man, 
wenn  v{p^  q)  eine  ganz  beliebige  Function  bedeutet, 

A    =    TT  5  Ai    =   TT-T  ,  A2    = 


dp'  ^  ~  dp^'  ^~  dpdq' 

setzt.     Das  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  fünf  Bedingungen 

0  =  {Aq,,  +  {BD)» ,        0  =  (AC)„  +  {BD),, , 

0  =  {Aq^  +  (fiD)3, ,        0  =  {Aq^  +  (ßD)„ , 

0  =  (AC)3,  +  {BD),,  +  (AC),,  +  {BD)^ 

identisch,  d.  b.  fUr  beliebige,  von  einander  unabhängige  Werlhe  der 
h,  k,  p,  q  erfallt  sind.  Die  gefundenen  Bedingungen  schreiben  wir 
unter  Einführung  der  Uolfsgrösse 

E  =  {Aq,,  +  {BD),,  =  {Aq,,  +  {BD},,  (27) 

in  der  Gestalt 

{Aq,,  +  {BD),,  =  0       ,    {Aq„  +  {BD)„  =  0  ,    j 
{Aq,,-^{BD),,=  —  E,    {Aq,,  +  {BD)„  =  E ,  (28) 

(AC)^  +  (ßi))„  =  0       ,    (AC)„  +  (ß/)),,  =  0 ,     I 

und  nennen  dieses  System  die  erste  Form  der  Malus'schen  Bedingungs- 
gleichungen;  sie   schliessen   alles   in  sich,   was  sich,    so   lange  keine 

A4* 
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weiteren  Bedingungen  hinzugefügt  werden,  auf  Grund  des  Malus- 
sehen  Satzes  aussagen  lässt. 

Mit  dem  System  (28)  sind  wir  auf  ein  ausgiebig  bearbeitetes 
Gebiet  gelangt,  das  als  die  Lehre  von  den  BerUhrungstransformationen 
bezeichnet  wird.  Für  die  weitere  Untersuchung  hätte  man  also  nur 
nöthig,  die  Sätze  dieser  Lehre  einfach  herüberzunehmen.  Da  indessen 
die  Berührungstransformationen  noch  nicht  in  den  eisernen  Bestand 
der  Lehrbücher  übergegangen  sind,  so  sollen  hier  die  Resultate,  die 
wir  nöthig  haben,  direct  errechnet  werden. 

Bezeichnet  man  mit 

Fl,  F2,  F3,  Fi  und  Gl,  G2,  Gs»  G4 

acht  beliebig  gewählte  Grössen  und  verbindet  man  die  Gleichungen 
(28)  mit  einander  linear  durch  die  sechs  Multiplicatoren 

(FG)i2,  (FG)34, 
(FG)i3,  (FG)42, 
(FG)i4,     (FG)23, 

• 

so  erhalt  man  die  zusammenfassende  Gleichung 

{FGAq,m  +  {FGBD)i^  =  -  E[{FG),,  +  {FG)^,]  , 

aus  der  sich  durch  Specialisierung  der  F,  G  die  ursprunglichen 
Gleichungen  wieder  herstellen  lassen.  Schreibt  man  fUr  das  Buch- 
stabenpaar FG  der  Reihe  nach  die  Paare 

AB,    AD,     CB,     CD,     AC,     BD, 

so  erhalt  man  die  sechs  neuen  Gleichungen 

E[{AB)u  -j-  {ABU  =  0  .     E[{AD)rs  +  {AD)u]  =  0  , 

E[{CB)i3  +  {CB)n]  =  0  ,     E[{CD)»  +  {CD^  =  0  , 

E[{AC),z  +  {ACU  =  -  {ACBD),,u  , 

E[{BD)is  +  {BD)2i\  =  -  {BDAq,m  . 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben  summiert 

9,{ABCD)nz,  =  E[{Aqn  +  {BD)i3  +  {Aq»  +  {BD)u] , 
woraus  wegen  (27)  für  die  Functionaldeterminante  der  Abbildung 

J  =  {ABCD)uu  =  E^  (29) 

folgt.  Da  .  /  nicht  identisch  verschwinden  darf,  so  kann  man  jetzt 
die  gefundenen  Gleichungen  auch  so  schreiben: 
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{AB),,-\.{AB)^  =  0  , 


(BC)«  +  {BC%  =  0  , 
{BD),,  +  {BD)^  =  E  , 


(30) 


{AD),,  +  {AD)^  =  0  ,     {CD),,  +  (CZ))„  =  0  .     | 

Von  diesem  System  kann  man  wieder  rückwärts  zu  den  Bedingungen 
(28)  gelangen.  Zu  dem  Ende  führen  wir  zunächst,  wenn  u  und  v 
irgend  zwei  Functionen  der  A,  k^  p^  q  bedeuten,  das  bekannte  Symbol 
(t«,  v)  ein  durch  die  Gleichung 


( 


,        (du  dv        du  dv\    ,    / 


du  dv 
dk  dq 


dp        dp 
oder,  mit  den  Indices  geschrieben, 

(w,  v)  =  (wt;)i3  +  (tiv)24  . 


du  dv 
d^dk 


)• 


(31) 


} 


(32) 


Hiermit  lässt  sich  das  System  (30)  in  der  Gestall 

[A,B)  =  {A,D)  =  {C,B)  =  {CD)  =  0  , 
{A,C)  =  {B,D)  =  E 

ansetzen.  Man  denke  sich  jetzt  die  vier  Abbildungsfunctionen 
A,  J?,  6\  D  den  Bedingungen  (30)  oder  (32)  unterworfen,  mit  dem 
Zusätze,  dass  die  Functionaldeterminante 

J=  {ABCD),^ 

nicht  verschwinde,  und  dass  E  eine  vorläufig  unbestimmte  Function 
der  A,  A,  p,  q  sei.  Bedeuten  F  und  G  irgend  zwei  Functionen  der  Ver- 
änderlichen A,  k^  p,  q  und  bildet  man  mit  den  partiellen  Ableitungen 
Fi^  F2  .  .  .  das  Determinantenproduct 

Aj ,  A2 ,  A3 ,  A4 

C^,  Cj,  C3,  C4       ^"        0,0,         1  ,       0 

0,0,         0 ,       1 


D,,  D,,  ß3,  Z), 


X 


^3  >   ^45 

635      G^4  ? 


—  Gl ,    —  G2 


so  ist  dieses  einerseits  gleich  /f[FG)^^ 
multipliciert,  gleich  der  Determinante 

[A,F),     [A,G), 


andererseits,  wenn  man  aus- 


^3  9 


B 


3  5 


3  5 


(B,F),  (Ä,G), 
{C,F),  (CG), 
{D,F),     {D,G), 

Schreibt  man  für  das  Buchstabenpaar  FG  der  Reihe  nach  die  sechs 
Paare 


D 


3  > 
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AB,      AC,       AD,      BC,      BD,       CD, 

so  erhalt  man  mit  der  Abkürzung  d  =  J  —  B^  die  sechs  Gleichungen 

0  =  d{AB)u  =  d{Aqu  =  S{AD)^  =  d{BC),,  =  d{BD)u  =  d{CD)u , 

aus  denen 

d=0  ,         E^zzzJ  (33) 

folgt,  weil  das  gleichzeitige  Verschwinden  der  sechs  Determinanten 
(AjB)34  5  •  .  .  auch  das  Verschwinden  von  ^  nach  sich  ziehen  würde. 
Verbindet  man  nun  weiter  die  sechs  Bedingungen  (30)  linear  mit 
einander  durch  die  sechs  Multiplicatoren 

(BC)„^  ,         {AB)^  , 

WO  die  u,  ß  irgend  zwei  der  Indices  1,  2,  3,  4  bedeuten,  so  erhält 
man  die  zusammenfassende  Gleichung 

[ABCD],^^  +  {ABCD)^„^  =  E[{pB)^  +  (CA)«^] , 

woraus  sich  ohne  Weiteres  die  früheren  Bedingungen  (28)  ergeben, 
sobald  man  das  Indexpaar  aß  der  Reihe  nach  durch  die  Paare 
12,  13,  14,  23,  24,  34  ersetzt.  Hiemach  sind  also  die  Bedingungen 
(30)  und  (28)  einander  aequivalent. 

yVir  bezeichnen  das  System 

0  =  {A,B)  =  {A,D)  =  {C,B)  =  (C,/>)  , 
£={A,q=  {B,D) 

als  die  zweite  Form  der  Malns'schen  Bedingungen. 

Für  drei  beliebige  Functionen  u,  v,  w  der  h,  k,  p,  q  gilt  die  be- 
kannte, durchs  directes  Ausrechnen  zu  beweisende  Identitiit 

(ti,  (v,  w))  +  (v,  [w,  u))  +  {w,  {u,  v))  =  0  . 

Setzt  man  hierin  für  u,v,w  die  Functionen  A,B,C,  so  wird  wegen  (34) 

(40)+(Ä,(C,il))+(C,0)=0, 

woraus  {E,  B)  z=  0  folgt.  Behandelt  man  die  drei  anderen  Com- 
binationen  ABD,  ACD,  BCD  ebenso,  so  erhalt  man  im  Ganzen  die 
vier  Bedingungen 

0  =  {.E,  A)  =  [E,  B)  =  [E,  C)  =  [E,  D) .  (35) 

Denkt  man  sich  die  Functions  nicht  direct  durch  die  A,  k,p,q,  sondern 


(34) 
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zunSichst  durch  irgend  welche  Verbindungen  qp,  t/; , .  .  .  dieser  Ver- 
änderlichen ausgedrückt,  so  folgt  aus  der  fiildungsweise  des  Symbols 
(u,  t;)  die  Beziehung 

Denkt  man  sich  in  u  =  f[h^  k,  p,  q)  die  Veränderlichen  mittelst  der 
Abbildungsgleichungen  durch  die  J7,  K^  P,  Q  ausgedrückt,  so  erhält 
man  einen  Ausdruck  g  {H^  jfiT,  P,  Q) ;  führt  man  hierin  statt  der 
H^  £,  P,  Q  die  A,  jB,  C,  D  ein,  so  gelangt  man  zu  der  identischen 
Umformung 

u  =  f{h,Kp,q)=g{A,B,C,D). 

Mit  Berücksichtigung  einer  solchen  Umformung  hat  man 

lu,A)  =:^{A,A)  +^{B,Ä)  +^^{C,A)  +^{D,A)  . 

Aehnliche  Gleichungen  ergeben  sich,  wenn  als  zweites  Element  des 
Klammersymbols  B  oder  C  oder  D  gewählt  wird.  Mit  Rücksicht 
auf  (34)  folgt  daraus 

(ti,  A)=z  —  E^  ,  {u,B)  =  -h^, 

Hiermit  geben  die  Gleichungen  (35) 

DA  _  3^  _  <)£  _  dE 

dA~  dB  ~  dC  ~  dD  '  (^'^) 

d.  h.  E  ist  von  den  A,  fc,  p,  9  unabhängig  oder  eine  Constante. 


IV. 

Bei  der  Einführung  der  MALus'schen  Bedingung  war  nur  gefordert 
worden,  dass  jedes  flächennormale  a-Büschel  ein  ebensolches  Büschel 
im  Bildraume  liefere;  es  war  aber  nicht  verlangt  worden,  dass  diese 
Eigenschaft  ohne  Weiteres  umkehrbar  sein  solle,  dass  also  jedem 
ilächennormalen  ^-Büschel  ein  ebensolches  Büschel  im  Objectraume 
conjugiert  sei.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  diese  Umkehrbarkeit  eine 
nothwendige   Folge  der  ursprünglichen  Voraussetzungen  ist*     ^ 
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in  dem  Symbol  (w,  v)  statt  der  A,  A,  p,  g  die  H,  K,  P,  0  als  un- 
abhängige Veränderliche  benutzt  werden,  so  soll  dies  durch  einen 
Accent  angezeigt  werden,  also: 

(du   dv         du   dv\        Idu  dv         iu   dv\  «-.x 

Man  erhält  dann 

{u,v)  =  ^{U,v)  +  1^  {K,t;)  +  ll  {P,v)  +^{Q,v) 

=  3^  (^  «)  +  2^  (^'  *»)  +  DP  (^'  ")  +  DÖ  ^'^' '^ 
und  hieraus  nach  (36) 

. j^l^u  dv         du  dv\        ui^^^  ^^         ^w  ^^\ 

^"'  *'^  -  ^OT  DC  ~  äP  Dl/  +  ^\dX  dZ)  ~  DÖ  ?^/  • 

Diese  Gleichung  giebt,  wenn  für  die  A^  ß,  6\  />  die  ihnen  gleichen 
/i,  if,  P,  0  geschrieben  werden, 

{u,v)  =E{u,v)\  (38) 

oder,  wenn  e  =  1  :  j^  gesetzt  wird, 

(ti,t;)'  =  e{u,v)  .  (39) 

Setzt  man  hierin  für  u  und  v  alle  paarweisen  Verbindungen  der 
A,  A,  p,  ^f  und  berechnet  die  (fi,  v)  nach  der  ursprünglichen  Defmitions- 
gleichung,  so  wird 

(A,  k)'  =  (A,  9)'  =  (p,  &)'  =  (p,  9)'  =  0  , 
(A,  p)' =  (A,  9)' =  e  . 

Denkt  man  sich  die  ursprünglichen  Abbildungsgleichungen 

tf  =  A,     K  =  B,    P=C,     Q  =  D 

nach  den  A,  A,  ;>,  ^  aufgelöst  und  in  der  Form 

h  =  a{H,K,P,Q),        k  =  b{U,K,P,Q)  , 
p  =  c{H,K,P,Q),        q  =  d{H,K,P,Q) 

geschrieben,  so  ist  dadurch  die  strahlenweise  Abbildung  von  Jl  auf  co 
oder  die  zur  ursprünglichen  inverse  Abbildung  ausgedrückt,  und  das 
System  (40)  geht  in 

(a,  b)'  =  (a, dj  =  (c,  6)'  =  (c,  d)'  =  0  ,  1       ,^^. 

(a,  c)' =  (6,  d)' =  c  I       ^     ' 


}       (*0) 
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über.  Das  sind  aber  die  MALus'schen  Bedingungen  für  die  inverse 
Abbildung  und  zwar  in  der  zweiten  Form;  wir  können  also  sagen: 
wenn  die  Abbildung  von  o)  auf  Sl  dem  MALUs'schen  Satze  genügt, 
so  gilt  dies  auch  sofort  von  der  inversen  Abbildung  oder  der  Ab- 
bildung von  Sl  auf  co;  die  Constante  E  geht  bei  der  Umkehrung  in 
den  reciproken  Werth  über. 

Die  Grösse  E  erscheint  zunächst  als  Quadratwurzel  aus  der 
Functionaldeterminante  J  und  könnte  ebenso  wie  die  Functionen 
A,  ß,  C,  /)  von  der  Wahl  der  Coordinatenaxen  abhängen.  Um  dies 
zu  untersuchen,  denken  wir  uns  für  den  Bildraum  noch  ein  zweites 
Axensystem  (X'Y'Z')  festgelegt  und  den  hierauf  bezogenen  Raum 
mit  Si  bezeichnet ;  entsprechend  sollen  alle  auf  J2'  bezüglichen 
Grössen  einen  Accent  erhalten.  Führt  man  für  die  Abbildung  von  « 
auf  Jl  für  den  Augenblick  das  Zeichen  (cöJ2)  ein,  so  haben  wir 
zunächst  die  drei  Abbildungen  (wJZ),  (wJZ'),  [SlSi)  und  die  drei 
dazu  gehörigen  inversen  (*/2a)),  (//«),  (J2'*/2).  Da  für  die  erste 
Abbildung  (coJZ)  der  MALus'sche  Satz  gelten  soll,  so  gilt  er  auch 
ohne  Weiteres  für  die  fünf  anderen.  Bezeichnet  man  die  ent- 
sprechenden jK-Constanten  mit  E[(aSl)^  jB(a)J2'),  .  .  .  ,  so  ist 

1  =  E{(iill)  .E{Jl(o)  =  E{wJr) .  E{jrw)  =  E{JIJ1') .  E{J2:JI)  .     (42) 

Setzt  man  nun  die  Abbildungsgleichungen  für  {wJl')  in  der  Form 

H'  =  A'{h,k,p,q),        K'  =  B'{h,k,p,q),  \- 

F  =  C{h,k,p,q),       Q'  =  D{h,k,p,q)  J        ^     ' 

an  und  erinnert  sich  der  Bedeutung  des  Symbols  (w,t;)',  so  ist  zu- 
nächst 

E{(oJl)  =  {H,  P) ,     E  {o^Jl')  =  (ff,^),      E{JiJr)  =  (//,  P)\ 

womit  aus  (38) 

E{(oJl')  =  E  {(oJl)  .  E{JlJi)  (44) 

folgt.  Um  al$o  den  Einfluss  einer  Aenderung  der  Coordinatenaxen 
{XYZ)  zu  ermitteln,  hat  man  das  Symbol  {H\Fy  zu  berechnen. 

Nehmen  wir  nun  mit  den  Coordinatenaxen  zunächst  eine  Pa- 
rallelverschiebung vor,  bei  der  der  neue  Nullpunkt  in  den  Punkt 

X  =  a,     y  =  5,     Z  =  c 
verlegt  wird,  so  ist 

X'='X— a,     F=y-6,     Z=zZ-c. 
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Setzen  wir  ferner  die  Gleichungen  eines  und  desselben  Strahls,  be- 
zogen auf  Sl  und  J2'  an,  nämlich 

so  wird 

M'=M,      Fz=:P,      Q=Q, 

Berechnet  man  hieraus  (ff,  F)\  so  wird 

(ff,  F)'=1, 

so  dass  also  eine  Verschiebung  der  Coordinatenaxen  in  Jl  den  Werth 
von  E  nicht  ändert. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  Drehung  um  den  Nullpunkt,  so  haben 
wir  zu  setzen 

X'=«X  +  /jy  +  yZ,  lf'=aM+/?P  +  yO, 

Z  =  «"X  +  ^'  y  +  /Z,         0'  =  a"3f  +  /S"P  +  y"Ö , 

wo  die  a,  (i,  y  .  .  .  die  Richtungscosinus  der  neuen  Axen  {X'YZ) 
gegen  .die  alten  {XY  Z)  bedeuten.  Schreibt  man  die  Gleichungen 
eines  Strahls,  bezogen  auf  die  alten  Axen,  in  der  Form 

X  =  (fM,     Y  =  QP+n,     Z=qQ-{-K, 


so  wird 


woraus 


X=qM'-{-  ßH-\-yK  =  q'M\ 

Y  =qP  +ßH-\-rK=  qP  +  F, 


(46) 


folgt.     Die  Einsetzung  in  {IT,  PJ  giebt,   nach  gehöriger  Reduction, 
wiederum 

also  bleibt  E  auch  bei  einer  Drehung  ungeändert.     Führt  man  noch 
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dieselben  Schlüsse  für  die  inversen  Abbildungen  und  die  Coordinaten- 
änderung  in  co  aus,  so  kommt  man  unter  Berücksichtigung  von  (42) 
zu  dem  Ergebniss,  dass  die  Constante  E  von  der  Wahl  der  Coordi- 
natenaxen  unabhängig,  also  nur  durch  die  sonstigen  Eigenschaften 
der  Abbildung  {(oJl)  bedingt  ist. 

Sind  für  drei  Räume  o),  J2  und  Jl'  die  beliebigen  Abbildungen  ((o  J2), 
{/IJi')  gegeben,  so  sind  damit  die  zusammengesetzte  Abbildung  [toJl') 
und  die  drei  inversen  Abbildungen  bestimmt.  Genügen  zwei,  nicht 
zu  einander  inverse,  Abbildungen  den  MALus'schen  Bedingungen,  so 
gilt  dies  auch  für  die  übrigen  Abbildungen.  Für  die  Constanten  E 
ergiebt  sich  aus  (38) 

£(coJ2')  =  E{(oJl).E{JlJr).  (47) 

Diese  Beziehung  lässt  sich  sofort  erweitem.  Man  denke  sich  eine 
Folge  von  n  Räumen  w^,  o>2  ...w^  gegeben  und  jeden  auf  den  fol- 
genden unter  Erfüllung  der  MALUs'schen  Bedingung  abgebildet,  dann 
sind  durch  die  Abbildungen  (wi  C02) ,  {(02  (03)  ...  (co^  _  ^  ©„)  auch  die 
zusammengesetzten,  ebenfalls  der  IVlALus'schen  Bedingung  genügenden 
Abbildungen  (co«©^)  bestimmt  und  man  erhält  durch  wiederholte  An- 
wendung von  (47) 

E{(OiWn)    =   jB  (0)|  CO2)  .  jB  (ö)2  CÖ3)   ...   &' (^n  -  1  öf>n)  •  (48) 

Man  denke  sich  jetzt  jedem  Räume  (o^  einen  bestimmten  constanten 
»Index«  r„  zugeordnet,  und  wähle  die  Zahlen werthe  dieser  Raum- 
indices  so,  dass 

r  r  r 

E{(0x(02)   =  -j^  ,    E{(a2(0z)   =-—,...    E{0\_^(0^)  =  -^ 

wird,  wobei  offenbar  eines  der  jT,  z.  B.  Fi  beliebig  gewählt  werden 
kann.     Dann  folgt  aus  (48) 

E{(0iw^)  =  j^, 

•*  fi 

oder  allgemeiner 

E{w^to^)  =^.  (49) 

In  dem  Falle  der  Optik  hängen  die  Indices  F  in  einfacher 
Weise  mit  den  Brechungsexponenten  der  einzelnen  Medien  oder 
Räume   zusammen.     Ein   optisches  System  ist   bei  unserer  Betrach- 
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tungsweisG  als  eiae  Folge  von  Räumen  w,,  mj  . . .  anzusehen,  die 
längs  bestimmter  brectieuder  oder  spiegelader  Flächen  aaeinander 
grenzen;  die  einzelnen  Brechungen  oder  Spiegelungen  erzeugen  da- 
bei die  strahlen  weise  Abbildung  jedes  einzelnen  Raumes  auf  den 
unmillelbar  darauf  folgenden.  Üa  die  Spiegelung  als  eine  Brechung 
mit  dem  BrechungsverhSltniss  —  I  angesehen  werden  darf,  so  ge- 
nügt es,  den  Fall  einer  einzigen  Brechung  zu  behandeln;  die  Re- 
lationen (47)  bis  (49)  geben  dann  sofort  die  Werthe  der  F  für  eine 
Folge  von  Brechungen.  Denkt  man  sich  also  jetzt  den  Objectraum  ( 
und  den  Bildrauiu  Jl  liings  einer  Fläche  0  aneinanderstossend,  sind 
ferner  n  und  N  die  Brechungsindices  der  beiden  Räume,  so  ist  die  Grösf 

E  =  {U,  P) 
zu   berechnen,   die  sowohl   von   den   Strahlencoordinaten,   als  auc^ 
von  der  Lage  der  Coordinatenaxen  unabhängig  ist.     Lässt  man  i 
Axen  {xyz)  und  (XYZ)    für  beide  Räume  zusammenfallen,   legt  die 
j-Axe    in    die  Normale  eines  Punktes  n   von  'ß,   die  Grundebene  in 
die   Tangentialebene   von  tt-   und    die    Seiteoaxen    in   die  Richtungen 
der  HauplkrUmmungen,    so    kann   man  die   Gleichung   der  Fläche  i 
der  Form 

X  =  if{y,z)  =  ^  {aif  +  ^s^)  -I-  yj^  H 

ansetzen,  womit  wir  zunächst 

dx  —  (ftdy  -\-  ip^dz,     (p,  =  ,ty  -f-  ..,     cp^  =:  fiz  -\-  ■ 

bilden.  Durch  einen  Ftächenpunkt  {xijz]  geht  der  einfallende  Strali) 
a,  der  gebrochene  Strahl  ^'  und  das  Einfallsloth.  Nach  deod 
Brechungsgesetz  sind  die  Ausdrucke 

NM  —nm,     iVP  —  np,     NQ  —  nq 
proportional  den  Richlungscosinus    des  Einfallslothes    und  diese  wienfl 
derum  proportional  zu 

1,     —  Vi.     —  Tu 
man  darf  also  setzen 

iVJI/  —  Hin    _  NP  —  np        XQ  - 


-  nq 


i 


oder 


jViW=  Hw-f-  ?.,     iV/'=  np 


—  <h 
-  Ifpi,     NQ  r=^  nq  ' 


S9]  Das  Eikonal.  351 

Ferner  ist,  je  nachdem  der  Punkt  [xyz)  dem  einen  oder  dem  an- 
deren Strahle  zugerechnet  wird, 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  giebl 

NdM  =  ndm  -\-  dX, 

NdP  =:  ndp  —  9,dX  —  Ad^pi, 

NdQ  =  ndq  —  tp^dX  —  kdtpi, 

dy  =  dh  +  ldx  +  xd{^)  =dH+^dx  +  a.d(||, 

dz  =  dk  ^Idx  +  xdU]  =  dKA-^dx  +  xdl^], 

m  \ml  M         *         \Mf 

wozu  noch  die  Gleichungen 

dx  =  g)idy  -j-  (p^d^^     d^\  =  «dy  "h  *  'i     ^9^2  =  ß^^  4"  *  * 

treten.  Da  E  von  den  A,  fc,  ]9,  g  unabhängig  ist,  so  können  wir 
bei  der  Berechnung  von  E  irgend  einen  speciellen  Strahl  zu  Grunde 
legen.     Wir  wühlen  hierzu  den  Strahl  in  der  a^-Axe,  setzen  also 

p  =  g  =  P=0=0,         m  =  3f=1, 
h  =  k=iU=K=0^       X  =  y  =2  0^       ^^  =  ^2  =  0, 

und  erhalten  damit  zunächst 

NdP  =  ndp  —  Xudy,         NdQ  =  ndq  —  kßdz, 
dx  =  0,  dy  —  dh  =1  dH,       dz  =  dk  =  dK, 
oder 

dH=dh,  dK=  dk, 

dP= __„dA+_dp,  dQ  = ^^ßdk-^-^,dq. 

Hieraus  folgt  weiter 

3fl;  _  DP  _     n  —  N  ^JL  _  n         "l^  —  n 

DA  ~     '       DA   ~"       iV      '  DA  ~     '       "DA  -    ' 

•       Dp  '        D/>        iV'  D</  ~    '       Dg  ~     ' 
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und,  wenn  man  damit  E  berechnet, 

E={H,P)=^.  (50) 

Treten  also  in  einem  optischen  System  mit  den  auf  einander  folgen- 
den Medien  coi,  0)29  ••  •  und  den  entsprechenden,  gegen  den  leeren 
Raum  genommenen  Brechungsexponenten  n^,  112  ...  keine  Spiege- 
lungen auf,  so  hat  man  für  je  zwei  Indices  F  die  Beziehung 

und  man  darf  für  die  F  ohne  Weiteres  die  entsprechenden  n  setzen. 
Für  den  Fall  einer  Spiegelung  hat  man  in  (50) 

E  =  —  \,        n=z  —  N 

zu  schreiben,  und  es  darf  demgemäss  in  einem  gegebenen  optischen 
System  allgemein 

^o   =    ±   W« 

gesetzt  werden,  wo  das  Zeichen  -}-  oder  —  zu  wählen  ist,  je  nach- 
dem der  Strahlengang  bis  zu  dem  Medium  w^  hin  eine  gerade  oder 
ungerade  Anzahl  von  Spiegelungen  enthält. 

Zusammenfassend  können  wir  daher  jetzt  folgende  Sätze  aus- 
sprechen : 

Sind  die  beiden  Räume  w  und  Sl  auf  einander  strahlenweise  durch 
das  Gleichungssystem 

H=A{h,k,p,q),         K=:B{h,k,p,q)  1 

P=C{h,k,p,q),         Q  =  Dih,k,p,q)  i       ^'      '' 

abgebildet^  so  ist  der  nothwendige  und  hinreichende  Ausdruck  für  die 
Erfüllung  der  Malus^schen  Bedingung  durch  das  Gleichungssystem 

(ff,Ä)  =  («,0)  =  (J>,Ä)  =  (/',0)  =  o,      1 

(Ä,P)  =  («,(?)  =  «  =  ^  I    (*"•) 

gegeben,  worin  die  Indices  n,  N  der  beiden  Räume  gewisse  für  die  Ab- 
bildung wesentliche^  von  der  Wahl  der  Coordinatenaxen  unabhängige^ 
C4onstanten  bedeuten,  die  im  Falle  der  Optik  in  die,  positiv  oder  ne- 
gativ zu  nehmenden,  Brechungsindices  der  beiden  Räume  übergehen. 

Wollte  man  bei  der  weiteren  Untersuchung  die  Abbildungs- 
gleichungen  in   der  Form  (51a)    beibehalten,    so    hätte    man  dabei 
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immer  auch  die  Bedingungen  (51  b]  mit  zu  berücksichtigen,  was  die 
Entwickelungen  äusserst  schleppend  machen  würde.  Dieser  Uebel- 
stand  lässt  sich  dadurch  umgehen,  dass  man  den  Abbildungsglei- 
chungen von  vornherein  eine  Gestalt  giebt,  bei  der  die  MALus'sche 
Bedingung  von  selbst  mit  erfüllt  ist.  Das  Mittel  hierzu  ist  die  Ein- 
führung einer  gewissen  erzeugenden  Function  —  des  Eikonals  — , 
zu  deren  Aufstellung  ich  jetzt  übergehe. 


V. 

Bildet  man  mit  den  Veränderlichen  einer  Abbildung  den  Diffe- 
rentialausdruck 

dS  =  n{pdh  +  qdk)  +  N{HdP  +  KdQ)  ,  (52) 

so  lässt  sich  dieser  mit  Berücksichtigung  der  Abbildungsgleichungen 
(51a)  in  der  Form 

dS'  =  n{pdh  +  qdk)  +  N[AdC  -}-  BdD)  (53) 

schreiben,  woraus  man  durch  weitere  Entwickelung  eine  dritte  Form 

dS"  =  adh  +  ßdk  -f-  ydp  +  ddq  (54) 

ableitet,  in  der 

a  =  np  +  N{AC,  +  BD,)  ,      y  =  N{AC,  +  BD,)  ,  1     ,gg. 
(i  =  nq  +  N{AC2  +  BD^)  ,      d  =  N{AC,  -}-  BD,)      i    ^'    ^ 

ist.     Hiermit  berechne  man  die  Ausdrücke 


^-~=  N{CA),,  +  N{DB\, ,         1^  -  ^  =  N(CA)^ + NIDB),, . 


(56) 


Wegen  (28)  und  (51b)  verschwinden  die  rechten  Seiten  dieser 
Gleichungen,  folglich  sind  auch  die  linken  Seiten  gleich  Null,  d.  h. 
der  Ausdruck  dS'  ist  ein  totales  Differential  oder,  noch  kürzer  aus- 
gedrückt, dS"  ist  integrabel.  Dieses  Ergebniss  lässt  sich  umkehren. 
Man  denke  sich  mit  den  vier  vorläufig  willkürlichen  Functionen 
A,  ß,  C,  D  und  den  zwei  vorläufig  ebenfalls  willkürlichen  Gonstanten 
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n,  N  den  Ausdruck  dS'  gebildet  und  diesen  in  der  Form  dS*  ge- 
schrieben, dann  verschwinden,  wenn  dS*  integrabel  ist,  in  (56)  die 
linken  Seiten.  Das  daraus  folgende  Verschwinden  der  rechten  Seiten 
führt  aber  wieder  auf  die  MxLus'sche  Bedingung.  Letztere  ist  also 
aequivalent  mit  der  Integrabilität  von  dS\ 

Die  Integration  von  d  S"  liefert  eine  gewisse  Function  F(A,  A,  p,  q) 
für  S\  Wir  wollen  nun  für  den  Augenblick  voraussetzen,  dass  in 
den  Abbildungsgleichungen  (51a)  die  beiden  letzten 

P=C{h,Kp,q),       Q  =  D{h,  fc,  p,  q)  (57) 

nach  den  p^  q  auflösbar  seien,  dass  also  (51a)  sich  in  die  Form 

np  =  q>{h,  A,  P,  0)  ,        nq  =  \p{h,  A,  P,  0)  ,      1        ,gg. 
NH=0{h,k,P,Q),     NK=V[h,KP,Q)       J       ^     ^ 

bringen  lasse.  Drückt  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  p,  q  durch 
die  A,  A,  P,  Q  aus,  so  verwandelt  sich  dS"  in  dS,  wobei  die  Integra- 
bilität nicht  geändert  wird,  ferner  verwandelt  sich  F(A,  fc,  p,  q)  in 
einen  Ausdruck  £(A,  fc,  P,  0),  und  man  hat 

dE[h,  A,  P,  Q)  =  dS  =  n{pdh  +  gdfc)  +  iV(i/dP  -f-  KdQ) , 

woraus 

^^=ö7r    ^*^=öl'    ^^'=öP'    ^^^=30        ^'^^ 

folgt.  Dieses  System  muss  nun  identisch  mit  (58)  sein,  denn  sonst 
erhielte  man  aus  der  Verbindung  von  (58)  und  (59),  d.  h.  also  als  Folge 
der  Abbildungsgleichungen  (51a)  und  der  Bedingungen  (51b),  wenigstens 
eine  Gleichung  von  der  Form 

0  =  f{h,  k,  P,  Q)  , 

was  wieder  die  vorhin  gemachte  Voraussetzung  wäre.    Hiermit  haben- 
wir  den  Satz:  Wenn  die  Abbildungsgleichungen   in   der  Form    (58) 
geschrieben  werden  können,  so  sind  die   rechten   Seiten  gleich  den 
partiellen  Ableitungen  einer  bestimmten  Function  £(A,  fc,  P,  Q). 

Man  denke  sich  jetzt  umgekehrt  eine  Function  E{h,  k,  P,  0) 
beliebig  gegeben  und  mit  ihr  das  Gleichungssystem  (59)  gebildet. 
Ist  E  so  gewählt,  dass  die  Gleichungen  (59)  nach  den  //,  K,  P,  Q 
oder  den  A,  A,  p,  q  aufgelöst  werden  können,  so  ist  durch  (59)  eine 
bestimmte  strahlenweise  Abbildung  definiert.  Für  diese  ist  der 
Ausdruck 
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dS  =  n{pdk  +  qdk)  +  ^{HdP  +  ÄrfO) 

ein  totales  DüTereatial,  nämlicb  gleich  dE,  ferner  folgt,  dass  das  aus 
dS  abgeleitete  dS'  inlegrabel  ist,  also  auch  die  MAius'sche  Be- 
dingung erfüllt  wird.  Es  genUgt  also,  dass  die  Abbildungsgleichungen 
in  der  Form  (59)  geschrieben  werden  kOnnen,  um  sicher  zu  sein, 
d<iss  die  Abbildung  die  MALtJs'schcn  Bedingungen  erfülle.  Die  Function 
E  spielt  hierbei  die  Bolle  einer  die  Abbild ungsgleichungen  erzeugenden 
Function ;  wir  werden  fortan  solche  Functionen  als  die  Eikonale  der 
hetrachteten  Abbildung  bezeichnen. 

Bei  den  vorstehenden  Üeberlegungen  war  vorausgesetzt  worden. 
dass  die  Gleichungen  (ö7)  nach  den  p.  q  auflösbar  seien.  Um  die 
hierbei  auftretenden  Möglichkeilen  vollständiger  zu  übersehen,  sei  zu- 
nächst bemerkt,  dass  der  Ausdruck  [CD).^  die  Functionaldeterminanle 
der  C,  D,  gebildet  nach  den  p,  q,  ist.  Wenn  dieser  Ausdruck,  den 
wir  die  kritische  Determinante  des  Eikonals  E{h,  k,  P,  Q)  nennen 
wenlen,  nicht  identisch  verschwindet,  so  sind  die  Gleichungen  (57) 
nach  den  p,  q  auflösbar  und  man  kann  die  Abbildung  in  der  Form 
(58)  ansetzen,  womit  dann  zugleich  die  Existenz  des  Eikonals 
E{k,  k,  P,  Q)  festgestellt  ist.  Umgekehrt  darf,  wenn  das  Eikonal 
existirt.  {C  Ojj,  nicht  identisch  verschwinden.  Denn  wenn  [C  D)  ^ 
identisch  verschwindet,  so  wUrde  aus  den  Gleichungen  [öl)  wenigstens 
eine  Belation  der  Form 

0  =  f[k,  k,  P,  Q) 

folgen,  was  mit  dem  Bestehen  des  Gleichungssystems  (59)  unver- 
träglich ist.  Wir  können  also  sagen:  das  Eikonal  E(h,  k,  P.  Q)  fehlt 
oder  existiert,  je  nachdem  die  kritische  Determinante  {CD)3^  identisch 
verschwindet  oder  von  Null  verschieden  ist. 

Die  Determinante  {CD)^  kann  nun  unter  Umstanden  verschwinden, 
wae  sich  am  einfachsten  an  einem  Beispiel,  wie 

H=,l  =  -p,     K  =  B  =  ^q,     P=C  =  k,     Q  =  D  =  k,    n  =  N, 

nachweisen  la&st.  Das  Eikonal  E{h,  k,  P,  Q)  ist  dann  nicht  vor- 
handen, weil  die  Abbild  ungsgleichungen  nicht  nach  den  H.  JT,  p,  q 
aufgelöst  werden  können.  In  diesem  Falle  existieren  aber  immer 
andere  Eikonalformen,  die  an  die  Stelle  des  fehlenden  Eikonals 
treten.      Es    lassen    sich    nSmlich    in    den    MALcs'schen    Bedingungs- 

IbbaniU.  1.  K.  S.  0»allKh.  d.  Wi'iaiucli.    XIIV.  15 
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gleichlingen  mit  den  Veränderlichen  A,  fc,  p^  q  und  fl,  K^  P,  Q  be- 
stimmte Vertauschungen  vornehmen,  durch  welche  diese  Gleichungen 
nicht  geändert  werden.  In  Folge  dessen  bleibt  auch  die  Integra- 
bilität  der  Differentialausdrucke  dS^  dS\  dS*  bestehen,  wenn  man 
in  ihnen  dieselben  Vertauschungen  vornimmt.  Bezeichnet  man  nach 
der  üblichen  Schreibweise  eine  Substitution,  die  die  Grössen  x^^x^^x^^ . . . 
in  ^1 9  ^29  ^3  9  •  •  •  überfuhrt,  durch  das  Symbol 


Vi,    ^29    !/39    .     .     ./ 


so  sind  die  Substitutionen 

y;>  i-li}- {-":«)' {-1:1)'    <-> 

sei  es  einzeln,  sei  es  combiniert  angewendet,  von  der  soeben  an- 
gegebenen Beschaffenheit.  Sie  sind,  wie  man  sich  am  einfachsten 
durch  ein  directes  Ausprobieren  überzeugt,  zugleich  die  einzigen, 
die,  ohne  die  MALog'schen  Gleichungen  zu  alterieren,  das  d  S  ändern. 
Die  Anwendung  der  Substitutionen  (60)  auf  dS  liefert  16  verschiedene 
Formen,  die  wir  mit  der  Abkürzung 

|i|l^  =  nipdh  +  qdk)  +  N{HdP  +  KdQ)  (61) 

in  der  nachstehenden  Tabelle  zusammenstellen: 


rii           P>9,B,K  ,„           h,q,H,K  ni  _  — EiM—       ril           '>,'', H,K 

t'l MT^TÖ"'     ^^ -P,lc,l',Q    '  f3]-    H-q,P,0    '     f^J  "  -p,-,,  P,  Q  ' 

m        P'9,—P,K  h,q,—P,K  P,k,—P,K          rci  _    h,k,—P,K 

t*J h,k,  H,  Q      '  t^J  -  — p-ÄH^Ö"  '  '^         h,-q,H,K    '     '»J -_p  _,,  ff,  (,' 

,01        P,9,H,  —  Q  ,.  ,_    h,q,H,  —  Q  „,,_    p,k,H,—  Q  ,101—    l',k,H,  —  Q 

t"J h,k,H,K      '  ^"J  -  --Jj^Hir  '    ^^^' A, -9,  ff,  £   '  l^^J  - -p,  -9,  H,  A- ■ 


(62) 


Diese  sechzehn  Formen  gehen  bei  Anwendung  der  Substitutionen  (60) 
in  einander  über,  bilden  also  eine  in  sich  geschlossene  Gruppe.  Um 
die  entsprechenden  kritischen  Determinanten  zu  flnden,  hat  man  in 
(CO)34  dieselben  Substitutionen  vorzunehmen,  die  die  Eikonalform  [1] 
in  die  fünfzehn  anderen  Formen  überführen.  Dies  giebt  für  die 
kritischen  Determinanten  die  nachstehende  Tabelle,  die  Glied  für 
Glied  der  .Zusammenstellung  (62)  entspricht: 
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(CD),,,  (CD)„,  (CD)^,  [CD),,, 

{AD)^,  {AD\,,  {AD)^,  {ADU, 

{CB)^,  {CB),„  {CB)^,  (CÄ),„ 

{AB)^,  {AB),„  {AB)^,  {AB),,. 

Jedesmal  wenn  in  (62)  eine  Eikonalform  ausfölll,  weil  sie  nicht 
möglich  ist,  tritt  in  (63)  an  der  entsprechenden  Stelle  eine  Null  auf, 
und  umgekehrt.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  in  einer  Zeile  oder 
in  einer  Spalte  von  (63)  nie  mehr  als  drei  Nullen  auftreten  dürfen. 
Wäre  z.  B. 

{CD)^  =  {CD),,  =  (CD)«  =  {CD),,  =  0, 

so  mttsste  wegen  der  Identität 

{CD),,{CD)^  +  (CD),3(CD)«  +  {CD),,  {CD),,  =  0 
auch 

sein,  was  mit  der  MALus'schen  Bedingungsgleichung 

0  =  {CD)  =  (CD),3  +  {CD),, 
verbunden  sofort 

{CD),,  =  [CD)^  =  0 

gäbe,  d.  h.  die  sechs  aus  den  C„  und  D„  zu  bildenden  Determinan- 
ten wären  sämmtlich  gleich  Null,  woraus  das  Verschwinden  von 

J  =  (ABCD),^  =  0 

folgen  würde.  Da  dies  unstatthaft  ist,  und  da  man  ferner  die  be- 
nutzte Schlussweise  unter  Anwendung  von  (60)  sofort  auf  die  übrigen 
Zeilen  und  Spalten  von  (63)  übertragen  darf,  so  ergiebt  sich,  dass 
in  jeder  Zeile  und  jeder  Spalte  von  (63)  wenigstens  ein  von  Null 
verschiedenes  Glied  vorkommen  muss.  Entsprechend  tritt  in  jeder 
Zeile  und  jeder  Spalte  von  (62)  wenigstens  eine  mögliche  Eikonal- 
form auf,  so  dass  die  Anzahl  der  für  eine  gegebene  Abbildung 
wirklich  existirenden  Eikonale  mindestens  vier  beträgt.  Dass  übri- 
gens Abbildungen  mit  nur  vier  Eikonalen  vorkommen  können,  er- 
sieht man  am  einfachsten  aus  einem  concreten  Falle,  wie  z.  B. 

H  =  A  =  h,     K  =  B  =  k,     P=  C  =  p,     Q  =  D  =  q. 

Untersucht  man  die  Fälle  mit  nur  vier  Eikonalen  genauer,, so  ergiebt 

25* 
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sich,  wie  ich  hier  beiläufig  anführen  will,    für  die  Abbildungen  mit 
dem  Eikonal  [I]  die  Form 

wo  die  a,  /*,...  Constanten  bedeuten;  entsprechend  sind  die  Eiko- 
nale  für  die  anderen  möglichen  Fälle  zusammengesetzt. 

Da  das  Verschwinden  einer  kritischen  Determinante  den  A,  /?, 
C,  D  eine  besondere  Bedingung,  über  den  MxLus'schen  Satz  hinaus, 
auferlegt,  so  kann  man  sagen,  dass  im  Allgemeinen^  d.  h.  bei  einer 
beliebig  herausgegriffenen  Abbildung,  alle  sechzehn  Eikonale  vor- 
handen sein  werden.  Diese  sechzehn  Formen  besitzen  allerdings  in 
einem  gegebenen  Falle  für  die  Anwendung  nicht  alle  den  gleichen 
Werth.  In  den  Eikonalen  [1],  [4],  [13],  [1 6]  treten  die  Seitenaxen 
der  Coordinaten  gleichartig  auf,  sei  es  mit  den  Strecken  h,  k  oder 
-ff,  K,  sei  es  mit  den  Richtungsgrössen  p,  q  oder  P,  Q.  Diese  For- 
men werden  also  den  Vorzug  verdienen,  wenn  die  Abbildung  in 
den  verschiedenen  Richtungen  um  die  j;-Axen  herum  keine  wesent- 
lichen Verschiedenheiten  bietet.  Beispiele  hierfür  sind:  die  gewöhn- 
lichen Linsensysteme,  der  Wasserlropfen  des  Regenbogens,  die  Erd- 
atmosphäre u.  a.  m.  Bei  den  übrigen  zwölf  Eikonalformen  findet 
hinsichtlich  des  Vorkommens  der  Veränderlichen  zwischen  den  Seiten- 
axen in  wenigstens  einem  der  beiden  Räume  cö,  Jl  eine  ausge- 
sprochene Verschiedenheit  statt.  Diese  Formen  können  von  Vorlheil 
sein,  wenn  auch  die  Abbildung  selber  entsprechende  Verschieden- 
heiten nach  den  Seitenaxen  aufweist.  Beispiele  hierfür  sind  die 
Prismensysteme  und  die  Cy linderlinsen.  Für  die  Untersuchungen  all- 
gemeiner Natur  reicht  man  übrigens  mit  den  vier  Formen  [1],  [4], 
[13]  und  [16]  aus,  ja  im  Grunde  genommen  kann  man  schon  mit 
•  [1]  auskommen.  Um  zu  übersehen,  wann  eine  dieser  vier  Formen 
ausfällt,  hat  man  die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens  der 
Determinanten 

(CD)«,  (CD).,,  {ABU,  {ABU 

aufzusuchen.  Ich  beginne  mit  dem  Falle  {AB)^i  =  0,  der  zu  [13] 
gehört.  Diese  Bedingung  besagt,  dass  zwischen  den  A,  &,  ff,  Ä^  we- 
nigstens eine  Gleichung  der  Form 

0  =  f{h,k,H,K)  (64) 
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besteht.  Ist  h  und  k  constant,  so  ist  (64)  die  Gleichung  einer  Curve 
in  der  Grundebene  von  Jl.  Ein  homocentrisches  a-Buschel,  dessen 
Spitze  in  der  Grundebene  von  ca  liegt,  erzeugt  also  ein  2^-Buschel, 
dessen  Strahlen  durch  eine  bestimmte,  von  den  A,  k  abhängende 
Curve  in  der  YZ-Ebene  hindurchgehen.  Von  den  beiden  Schalen 
der  Kaustik  des  ^-Büschels  artet  also  die  ^ine  aus,  und  zwar  in 
die  eben  genannte  Curve.  In  Folge  dessen  besteht  auf  den  zuge- 
hörigen Wellen  die  eine  Schaar  der  Krümmungslinien  aus  Kreisen. 
Setzt  man  andererseits  H  und  K  constant,  so  gelangt  man  zu  ähn- 
lichen Sätzen,  nur  dass  w  und  Jl  ihre  Rollen  vertauschen.  Die  bei- 
den Grundebenen  sind  hierbei  Fhichen  konischer  Punkte  und  es 
existirt  eine  //g  von  konischen  Punktepaaren. 

Ist  [CD]^  =:  0,  so  existirt  wenigstens  eine  Gleichung  von 
der  Form 

Das  homocentrische  Büschel  »A,  fc  constant«  erzeugt  in  Jl  eine  Kaustik, 
deren  eine  Schale  in  eine  unendlich  ferne  Curve  ausartet.  Die  zu- 
gehörigen Wellen  sind  in  Folge  dessen  abwickelbare  Flächen.  Ferner 
gehört  zu  einem  parallelen  .^-Büschel  in  to  eine  Kaustik,  deren  eine 
Schale  in  eine  Curve  in  der  yz- Ebene  ausartet.  Der  Fall,  wo 
(Aä)i2  verschwindet,  führt  zu  dem  gleichen  Resultat  wie  der  vor- 
hergehende, nur  dass  co  und  Jl  ihre  Rollen  vertauschen. 

Da  sich  in  den  drei  behandelten  Fällen  die  Eigenschaft,  dass 
die  Ausartungscurven  in  den  Grundebenen  liegen,  durch  eine  Aen- 
derung  der  Coordinatenaxen  sofort  aufheben  lässt,  so  sieht  man, 
dass  man  bei  jeder  Abbildung  die  Existenz  der  Eikonalformen  [1], 
[13],  [16]  durch  passende  Wahl  der  Axen  herbeiftüiren  kann. 
Anders  liegt  die  Sache  bei  [4],  wenn  (CJD)i2  =  0.  In  diesem  Falle 
existirt  wenigstens  eine  Gleichung  der  Form 

0=/^(p,g,P,Ö). 

Parallelbüschel  in  w  erzeugen  in  Jl  eine  Kaustik  mit  unendlich 
ferner  Ausartungscurve,  und  das  Gleiche  gilt  bei  parallelen  ^-Büscheln 
für  den  Raum  w. 

Für  die  weitere  Untersuchung  ist  es  zweckmässig,  die  sechzehn 
verschiedenen  Formen  auf  ein  einheitlich  zu  behandelndes  Schema 
zu  bringen,  das  jetzt  aufgestellt  werden  soll. 
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Die  eiozeloen  Eikonate  waren  entstaikden  durch  die  Integration 
der  in  (62)  zusammengestellten  Differentialausdrflcke 


Die  Gröiisen  unter  dem  HorizoDtalstriche  eathalten  die  UDabbängigen 
VerdnderlicheD  des  Eikonals,  deren  Differentiale  in  dS  auftreten;  die 
GrOßsen  über  dem  Stricb  sind,  abgesehen  von  den  Factoren  +  "? 
+  N,  die  Coefficienten  dieser  Differentiale.  Man  erhält  in  allen 
sechzehn  Fallen  die  erste,  zweite,  dritte  und  vierte  Unabhängige, 
wenn  man  aus  den  vier  Grössenpaaren 

{hk),     {pq),     {HK),     (PQ)  (65) 

der  Reihe  nach  je  ein  Elemeot  herausgreift.  Nennt  man  der  Reihe 
nach  die  ausgewählten  Elemente  f,  ti,  T,  U,  so  ist  durch  das  Zeichen 

E{t,  u,  T,  ü) 

d<'r  Platz  des  entsprechendeo  Eikonals  in  der  Tabelle  (62)  voll- 
ständig bestimmt.  Hierbei  werden  zugleich  die  vier  Veränderlichen 
der  Reihe  nach  den  vier  Seitenaxen  in  der  Ordnung  j/,  z,  Y,  Z  zu- 
geordnet. Bezeichnet  man  ferner  die  Veränderlichen,  die  in  (65) 
na(;h  Auswahl  der  /,  u,  T,  U  übrig  bleiben,  der  Reihe  nach  mit 
V,  u\  y\  W,  so  ist 

(i^;(^  u,  r,  U)  --^  ±  nvdl  ±  nwdu  ±  NVdT  ±  NWdU , 

wo  noch  di(5  Regel  für  die  Vorzeichen  anzugeben  ist.  Nun  sind 
die  acht  Veränd(irlichen  der  Abbildung  theils  lineare  Grössen  oder 
Strecken,  wi(5  A,  A,  //,  A,  theils  Richtungsgrössen,  wie  p,  q,  P,  Q,  und 
man  sieht,  das«  in  dS  das  Zeichen  -f-  oder  —  auftritt,  je  nachdem 
die  Dill'erentiale  dt,  du,  dT,  dU  aus  der  Reihe  dA,  dA,  dP^  dQ  oder 
aus  der  Reihe  dp,  r/7,  d//,  dK  genommen  sind.  Bedeutet  also  das 
Zeichen  ^(.r)  den  W(Tlh  -f-  1  oder  —  1,  je  nachdem  x  eine  Strecke 
ü(l(T  einc^  Hichlungsgrösse  ist,  so  wird  allgemein 

dK{l,uXV)  '-^  nyKl)vdt  -f  fu{u)wdu  —  m{T)VdT—  N6{U)\\di\   (06) 
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woraus  sofort  die  Abbildungsgleichungen  in  der  Form 

neUjv  =  -zr-  ,  n€[u)w  =  ^—  , 

^  et  '  Ou 

dE  dE 


(67) 


folgen.  Der  Buchstabe  E  ist  hierbei  zunächst  das  Zeichen  für  eine 
Operation,  deren  Gestalt  offenbar  sowohl  von  der  betrachteten  Ab- 
bildung als  auch  von  der  Auswahl  der  unabhängigen  Veränderlichen 
abhängt;  das  Resultat  der  Operation  ist  dann  eine  Function,  deren 
Form  ebenfalls  von  den  beiden  genannten  Dingen  abhängig  ist. 

Die  Gleichungen  (67)  besagen,  dass  zwischen  den  je  vier  Grössen 

nA,  nk,  p,q  und  NH,  NK,  P,Q 

eine  Bertthrungstransformation  besteht.  In  diesem  Satze  ist  der 
eigentliche  Ursprung  aller  der  Eigenschaften  zu  suchen,  die  den  hier 
betrachteten  Abbildungen  gemeinsam  sind.  So  lange  die  Abbildung 
unbestimmt  bleibt,  kann  der  Ausdruck  E  irgend  eine  beliebige  Ge- 
stalt besitzen,  mit  der  einen  Einschränkung,  dass  die  Gleichungen 
(67)  eine  wirkliche  Abbildung  darstellen  müssen,  dass  also  das 
System  (67)  sowohl  nach  den  *,  u,  v,  w,  als  auch  nach  den  T,  f/, 
V,  W  muss  aufgelöst  werden  können.  Die  noth wendige  und  hin- 
reichende Bedingung  hierfür  besteht  darin,  dass  die  Determinante 

d^E     d^E   _  d^E    d^E 
dtdTdudU       dldUdudT  ^     ^ 

nicht  identisch  verschwinde. 

Sind  E{t,u^  T^U)  und  E{t^,u^jTi^i\)  zwei  verschiedene  Eikonale 
derselben  Abbildung,  so  liefern  in  der  Differenz 

dE{l,u,T,V)  —  dE{t,,u,,T,,l\) 

die  Anfangsglieder  der  beiden  dE  den  Beitrag 

n6{t)vdt  —  n6{li)vidti , 
den  wir  in  der  Form 

schreiben.     Das  Product 

[«(<)  4-  f{tt)].[vdt  —  Vydtt] 
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ist  immer  gleich  Null,  da  nur  folgende  zwei  Fälle 

I :       f  =  Vj ,       V  =  ti  ^ 
II :       t  =1  ti  ^       v  =  Vj , 

möglich  sind,  und  für  I  der  erste,  für  11  dagegen  der  zweite  Factor 
verschwindet.     Schreibt  man  ferner 

[e  {t)  -  e  {t,)] .  [vdt  +  v,dt,]  =  [6{(}  —  e{t,)] .  d{tt,) 

+  [^(0  —  ^(01 .  [{^  —  t,)dt  +  {V,  -  t)dt,]  , 

so  verschwindet  der  zweite  Summandus  rechts  für  die  beiden  Fälle 
I  und  II,  so  dass  als  Beitrag  zu  der  betrachteten  Differenz  der  dE 
in  allen  Fällen  der  Ausdruck 

angesetzt  werden  darf.  Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  von  der  in 
den  E  immer  hinzuzudenkenden,  im  Uebrigen  aber  belanglosen  ad- 
ditiven Constante  absieht, 

Ei,,u,T,V)-E{i,.u.,T,,V.)  =  n'<^t^\,.  +  n'Jit:f!^„u, 

-  It  '"^-''^''  TT,  -  n'M^^Eä  m, .  (69) 

Hiermit  ist  die  Beziehung  zwischen  zwei  Eikonalen  derselben  Ab- 
bildung gegeben,  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  beide 
existierten.  Uebrigens  lässt  sich,  auch  wenn  diese  Voraussetzung 
nicht  erfüllt  ist,  der  Gleichung  (69)  ein  Sinn  beilegen.  Man  hat  nur 
zu  beachten,  dass  die  Eikonale  ursprünglich  als  Functionen  der 
A,  fe,  p,  q  durch  Integratien  eines  Ausdruckes  von  der  Form 

dE  =  udh  +  ßdk  +  ydp  +  ddq 

erzeugt  worden  waren.  Denkt  man  sich  nun  statt  der  E  die  so  er- 
haltenen Functionen  eingesetzt,  und  entsprechend  die  T,  J7,  T^,  f/, 
als  Functionen  der  A,  fc,  p,  q  ausgedrückt,  so  wird  (69)  eine 
Identität. 

Bezeichnet  man  die  Ableitungen  des  Eikonals  E[t^u,T^U)  durch 
Indices  nach  dem  Schema 

dE  =  E,dt  +  E^du  +  E,dT  +  E.dlJ  , 
dE„=  E„,dt  +  E^,du  +  E^,dT+  E„,dV, 
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so  folgt  aus  den  Abbildungsgleichungen 

ne{t)v  =  El ,  ne{u)w  =  E^ , 

—  Nt{T)V  =  E3,        —  N6{U)  W=  E^ 

durch  Differentiation 

ne{t)dv  =  E^dt  +  E^du  +  EadT  +  Endü, 
n€{u)dw  =  Ejidt  +  E^du  +  E^dT -\-  E^dU, 

—  Ne{T)dY  =  E^idt  +  Ey^du  -f  E^^dT -^  E^tdU , 

—  Ne{U)dW  =  E^idt  +  ^«du  +  £„dr  +  £,«dü. 


(70) 


(71) 


Die   Auflösung  nach   dT,  dü^  dV^  dW  giebt    unter   Benutzung    der 
früher  erwähnten  Determinantenbezeichnung 


j(72) 


[Eß^adT=  —[E^E^adt  —  {E^Ei)du-^ne{C)E.adv  —  ne{u)Eudw, 
[E^E^i^dV  =      (ßjFsiijd  t  +  (£,E3)dtt  +  ne(0  E^dv  +  ne(tt)  ^udu» 

—  Ne{T){E,E,)»dV  =  {EiE^E,\^dt  +  {E.E^E^^du 

+  ns{t){E,E,)^dv  +  n«(u)(£i  E,)„dtp , 

-  iV*(lO(£3^4)«d W=  {EiE,E,Udt  +  {EiE,E,)^du  ^  ^    ' 

+  ne{t){EtE^3tdv  +  nt[u){EiE^^dv) . 

Bezeichnet  man  die  Ableitungen  der  T,  17,  V,  W  nach  den  /,  u,  v,  w 
durch  Indices  nach  dem  Schema 

dT  =  T^dl  +  T^du  +  T^di;  +  T^dic 


so  erhält  man  durch  Spaltung  nach  den  dt,  du,  dv,  dw  aus  den 
Gleichungen  (72)  und  (73)  die  T„,  U„,  V„,  W„,  d.  h.  die  partiellen 
Ableitungen  der  früher  benutzten  Abbildungsfunclionen  A,  B,  C,  D 
nach  den  h,  k,  p,  q.  Um  umgekehrt  die  E„ß  durch  die  T„,  U„,  V„,  W„ 
auszudrucken,  wollen  wir  die  linken  Seiten  in  (70)  mit  (1),  (2), 
(3),  (4)  bezeichnen,  also 

(1)  =««(«)»,     (2)  =  n«(«)»,    {3)  =  —Nf{T)V,    [i]  =  —  Ne{U)W 

schreiben,  dann  ist 

d(«)  =  E^idt  +  E„,du  +  E„,dT  +  E^^dU, 

woraus  durch  Spaltung  nach  den  dt .  .  .  die  vier  Gleichungssysteme 


HEtmiGH  Bhuhs, 

E, 

+  E.,T,  +  E„U, 

tu 

li.,+  E.,T,+  E.,l, 

5o    ~ 

E^T,+  E^i; 

£..r.+  £;.t; 

(74) 


folgen.     Die  Auflösuag  ergiebt: 


{rU}„£.,  =  (rC)/^  +  [TL%^^  +  (TO),.^' , 


■,.  ^) 


m 


i>ii  dir 


(rtO„if.,  = 


-.^  + 


(75) 


Die  £„^  mit  ungleicheo  IndiceB  werden  hierbei  auf  doppelte  Weise 
bestimmt;  -die  Gleichsetzung  der  so  erhaltenen  Ausdrücke  liefert 
nichts  Anderes  als  die  MALCs'schen  Bedingungen. 

Sind  in  einem  vorgelegten  Eikonul  E  [t,  u,  T,  V)  die  Werlhe 
der  vier  Strahlencoordinaten  (,  «,  T,  ('  gegeben,  so  sind  dadurch  aus 
den  vier  Abbildungsgleichungen  (70)  auch  die  Werthe  der  vier 
übrigen  Coordinalen  ii,  w,  V,  W  und  damit  die  beiden  conjugiertea 
Strahlen  ß,  J^  und  der  Lichtweg  (a,  2,')  bestimmt.  Wir  wollen  dem- 
gemäss  die  Combination  [tuTl)  als  Lichtwegcoordinalen  ansehen 
und  kurz  von  dem  Lichtwege  [l,  tt,  T,  U)  sprechen.  Soll  nun  ein 
Lichtweg  im  Object-  und  Bildraume  durch  die  Punkte  7i{xy2)  und  ' 
/J{XYZ)  hindurchgehen,  so  erhall  man  die  Bedingungen  hierfür, 
wenn  man  zu  den  vier  Abbiidungsgleichungen  (70)  die  vier  weiteren 
Gleichungen 


»  =  *  + 


xp 


=  '+'^.  ^="+¥.  ^=*-+^n«) 


hinzufügt.  Die  Auflösung  von  (70)  und  (76)  nach  den  acht  Strahlen- 
coordinaten würde  dann  den  durch  n  und  17  hindurchfuhrenden  Licbl- 
weg  bestimmen.    Drückt  man  nun  in   (7tl)   auf  den  linken  Seiten  die 
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V,  w,  V,  W  zunächst  mittelst  (76)  durch  die  x,  y,  z,  \,  V,  Z  und  die 
(.  u,  T,  V  aus,  so  eigiebl  die  Durchrechnung  der  sechzehn  verschie- 
denen Falle,  dass  die  linken  Seilen  gleich  den  partiellen  Ableitungen 
bestimmter  Ausdrücke  werden.  Dieser  Umstand  gestattet  den  durch 
(70)  und  (76j  gegebenen  Bedingungen  eine  einfache  Form  zu  geben. 
Es  möge  genügen,  mit  Unterdrückung  der  Zwischen  rech  nung,  nur 
das  Resultat  anzuselzen.     Es  werde  zunächst  gebildet 


pi) 


wo  diese  Ausdrucke    beziehungsweise    als  Functionen   von  h  und  />, 
p  und  k,  k  und  q,  p  und  q  aufzufassen  sind,  und  ferner 
pdh  -j-  qdk  ==  —  dl  ,       hdp  —  qdk  =  dl' , 
pdh  —  kdq  =  —  dt\        hdp  -f-  kdff  =  dt 

ist.  Zu  diesen  Gleichungen  (77)  und  (78)  denke  man  sich  noch 
die  entsprechenden  Ausdrücke  für  die  auf  den  Bildrauui  Jl  bezüg- 
lichen Grössen  L,  L,  L'\  L"'  hinzugefügt.  Hiermit  bilde  man  weiter 
die  nachstehende  Tabelle  der  Ausdrucke  F{t.  u,  T.  l'),  die  Glied  fUr 
Glied  der  Tabelle    (62)   der  sechzehn  Eikonale  entspricht: 


'  =s  =  Vx-  +  (!,- Ar +  (!-*)', 

'    =kp+^=py+y\-p'.V:c'  +  {z- 

-*)% 

r  =  xm  +  yp  +  zq, 

-»)■, 

(78) 


(79) 


[)]:  F(l,,k,P.Q)  =  —  nl+NL; 

[3):  F{h,g,P,Q)=-«r+XL; 

[5]:  F{h,k,U,  0)  =  —  ni  +  JVr, 

[7]:  F[h,g,ll,Q]=-nt'+NL', 

[9] :  F{k,  t,  P,  Äj  =  —  n  (  +  iVi' , 
[H];  f(*,5,P,Ä)=  -nC+AX', 
[1 3] :  F{h, k.U.li)  =  —nl  +  XL, 
[IS];  f(*,9,//,Ä)=  -»r+AX  , 

Bildet  man  jetzt,  atte  sechzehn  Falle  zusammenfassend,  den  Ausdruck 


[2] 

f(p,t,p,o;=-»i>AX", 

l*J 

F(^j,P,0)  =  -nr+JVL", 

[6] 

F(p,t,tf,0)  =  -«i'  +  ;Vt-, 

[8] 

f(f,,,»,Oi  =  -»r+AX-, 

[101 

Fip,k.P,K)=-nl-  +  NL, 

[tä] 

F{p,ij,P,K,=  -nr+NL\ 

[Itl 

F{p,k,U,K)  =  —«l'-i-yL, 

[16] 

F{p,<i,II,K)  =  -ttr+l\L  . 

&{t,  w,  T,  (")  =  £((,  o,  T,  (■}  —  F{i,  u,  T,  V) , 


(80) 


so  lässt  sich  das  System  der  acht  Gleicbungeo    (70)  und  (76)  durch 
die  vier  Bedingungen 


nsimiGH  Bbdns, 


II  -  ^  —  —  —  — 


ersetzen,  die  besagen,  dass  der  Lichtweg  {t,  u,  T,  U)  durch  die  beiden 
Punkte  n{xyz)  und  n{XYZ)   hindurchgehen  soll. 

Um  für  die  spitteren  Anwendungen  Alles  beisammen  zu  haben, 
ist  noch  die  Regel  für  das  Eikonal  einer  zusammengeselzten  Abbildung 
abzuleiten.  Eb  seien  die  drei  Räume  «>, ,  cD],  Uj  mit  den  Indices 
«,,  »2,  «3  und  den  Coordinaten 

''i  1  '^11  P\  •  ?i  >         ^21  /^i!  Pi)  ?2  1         Äat  ^j)  Pj»  ?j 
der  drei  Sirahlen  o, ,  Oj,  03  eines  Lichtweges  gegeben.     Man    wähle  1 
für  die  Eikonale   der  drei  Abbildungen    {«,0)2)  ,  (wiWs) ,  {0)3  Wi)    aus 
den  Variablenpaaren  (A,  p,) ,   (Ajp^)  ,  (A^pj)    die  drei  Veränderlichen  1 
(,  .(i,(;i  aus,  und  ebenso  aus  den   Paaren    {ft|  91) ,  (Ä-i  i/J ,   (^  ^a)    die 
Veränderlichen  u, ,  u,,  U:, ,  während  die  in  den  Paaren  übrigbleibenden 
Grössen   dem  Früheren   enlsprechemi    mit   w, ,  Vj,  v-^   und   u>, ,  Ufj,  «j, 
bezeichnet  werden  sollen.     Denkt  man  sich  jetzt  auf  Grund  der  ge- 
troffenen Wahl  zu  den  drei  Abbildungen  die  drei  Eikonale 
</>"  =  £((,,  «,,  ti,  «j)  ,     0  =:  E{tj,  «3,  /j,  u,)  ,     0'  =  £((3,  «3,  /i,  M,) 
angesetzt,  so  folgt  aus  der  Definitionsgleichung   [66)    sofort 

(/'/'  +  d0'  -\-  d0'  =  0  . 

woraus  wir  weiter,  da  es  auf  die  addiliven  Constanten  in  den  4P 
nicht  ankommt, 

0  -\-  0  -\-  0'  =  0  (82J 

erhalten.  Setzt  man  femer  nach  (67)  die  dreimal  vier  Abbildungs- 
gleichuogen  an,  in  denen  offenbar  die  «,  w  auf  doppelte  Weise  aus- 
gedrückt vorkommen,  so  erhält  man  durch  Elimination  der  v,  w  die 
Relationen 


;) 


0  =  .-  {0  +  0")  =  ^  {0- 
0  : 


-*)  = 


l>a  zwischen  den  sechs  Veränderlichen  f,  u  nur  zwei  Bedingungei 
bestehen  dürfen,  so  sind  von  den  sechs  Gleichungen  (83)  vier  eine 
Folge  der  beiden  übrigen. 


IS] 


Das  Eikonal. 


367 


Für  die  Anwendung  ist  es  zweckmässig,  den  vorsleiienden 
Formeln,  unler  Verziuhl  auf  die  Symmetrie,  eine  etwas  andere 
Gestalt  zu  geben.  Man  denke  sich  die  Abbildungen  (w,  w^  und 
(<U;jM3)  gegeben,  und  hieraus  die  zusammengesetzte  Abbildung  (c^,  (u^) 
hergestellt,  dann  handelt  es  sich  darum,  aus  den  gegebenen  Eikonalen 

^=  £((..  «,,  /,.  «,}  ,     ^'  =  Eil,,  «,,  l„  u,) 
das  Eikonal 

iP'  =  E{t,,  w,,  (j,  uj) 

für  die  zusammengesetzte  Abbildung  herzuleiten.     Da 
g/  -~  ip"  ^   i/c  ~-  0  ^    qi"  ^^  4,' 

ist,  so  kann  man  nach  (83}  und  (83)  die  Gleichungen 


w  = 

-.v  + 

r , 

0 

j 
-~ii. 

('y  +  if' 

)  = 

k^'^+ 

«'O. 

'1,  ' 

= 

3* 

ansetzen.  Hiermit  ergiebt  sich  Tolgende  Regel:  Mü  den  Eikotiaten 
der  beiden  gegebenen  Abbildungen  (u,  cüj)  und  (oi,  n),]  bilde  man  den 
Ausdruck 

S  —  E{t,,  «1,  (5,  Ml)  +  £(li,  «1,  I,,  U3)  , 
eliminiere  hieraus  mit  Hülfe  der  Bedingungen 


(85) 


„       3S 


«  =  '- 
3«, 


(86) 


die   FerändcrficAen  (j  und  «,,    donn   peAt   dadurch    S  in   das  Eikonal 
E[ti,  u,,  /j,  Uj)  der  zusammengesetzten  Abbildung  (tu,  W:,)  üfcer;  femer  ist 


(87) 


E{tt,u„t3,u^=- 


Bei  dieser  Regel  ist  es  oßenbar  wesentlich,  dass  in  dem  Eikonal 
zu  (ci>i  tdj]  das  zweite  Variabtenpaar  identisch  ist  mit  dem  ersten 
Variablenpaar  in  dem  Eikonal  zu  (cdj  cu,).  Ist  diese  Bedingung  nicht 
erfüllt,  so  l9sst  sich  mit  Berücksichtigung  von  (69)  eine  ähnliche 
Regel  aufstellen,  die  aber  erheblich  weniger  einfach  ist. 
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Die  in  (85)  und  (86)  eDtbaltene  Vorschrift  lässt  sich  ohne 
Weiteres  verallgemeinern.  Sind  für  die  r  Räume  coi ,  co^  .  .  .  eo^  die 
Abbildungen 

(Wl  Wa)   ,     («2  Ws)  »    •    •    •     (ö>r-l  W  J 

mit  den  Eikonalen 

gegeben,  so  erhalt  man  das  Eikonal  £(/) ,  u^ ,  <^ ,  u^)  für  die  zusamaien- 
gesetzte  Abbildung  (wi  (o^) ,  wenn  man  in  dem  Ausdruck 

S  =  E(t,,  Wi,  «2,  W2)  +  •  •  •  +  E[t,_^,  w,_,,  r,,  M,*) 

die  Veränderlichen  l^^  Wj?  •  •  •  ^r-i?  w^-i  wii^   Hülfe   der   Gleichungen 


D/j  ÖW2  ^^r-l  ^^r^\ 

eliminiert. 

VII. 

Mit  den  vorstehenden  Entwickelungen  will  ich  die  Vorbereitungen 
allgemeiner  Natur  abbrechen  und  zu  Anwendungen  der  gefundenen 
Sätze  übergehen.  Als  erster  Gegenstand  möge  die  Frage  der  Ana- 
stigmasie behandelt  werden,  die  zusammen  mit  der  Aufhebung  des 
Farbenfehlers  die  eigentliche  Schwierigkeit  für  die  ausführende  Optik 
in  sich  schliesst. 

Wenn  bei  der  strahlenweisen  Abbildung  von  oo  auf  Jl  ana- 
stigmatische Körper  auftreten  sollen,  wenn  also  die  in  w  homo- 
centrischen  Büschel  im  Bild  räume  wiederum  homocentrisch  werden, 
so  ist  die  so  erzeugte  punktweise  Abbildung  der  beiden  Räume  auf 
einander  zugleich  collinear,  wie  bereits  in  der  Einleitung  unter  Ver- 
weisung auf  die  CzAPSKi'sche  Darstellung  hervorgehoben  wurde.  Hierbei 
sind  die  beiden  Fälle  der  affinen  oder  teleskopischen  und  der  eigent- 
lich collinearen  Abbildung  von  einander  zu  trennen.  Bei  der  affinen 
Abbildung  lässt  sich  die  Beziehung  zwischen  den  conjugierten  Punkten 
7i{xyz)  und  II{XYZ)  durch  passende  Wahl  der  Coordinatenaxen  auf 
die  Form 

X  =  ax,     Y=by,     Z  =  cz  (88) 

bringen,  wo  die  a,  6,  c  die  für  die  Abbildung  wesentlichen  Constanten 


nl 


bedeuten.  Bei  der  eigentlich  coltinearen  Abbildung  dagegen  gelangt 
man  bei  passeoder  Wahl  der  Axen  zu  den  Gleichungen 

I  =  i,      T=^,      2  =  ^',  (89) 

iC  X  X 

wo  die  a,  b,  c  wiederum  Conslanten  bedeuten.  Zunächst  sind  nun 
die  Abbild ungsgleichungen  zwischen  den  Strahlencoordinaten  h.-k.p,  q 
und  i/,  Ky  P,  Q  aufzustellen,  die  mit  den  x^  y,  ;  und  X,  V,  Z  durch 
die  Gleichungen 


»1  ... 


11  + 


Z  = 


(1)0) 


U   ' T     M  I 

zusammenhangea. 

In  dem  Falle  der  leleäko[)isclieD  Abbildung  erbalt  man  aus  (SS) 
und  (90)  durch  EHmination  der  y,  z,  V,  Z 


b{h  + 


m-^ 


H 


woraus  sieb,  da  x  beliebig  längs  eines  Lichtweges  gewählt  werden  kann, 

Q  _  c<i 


U  =bh  ,     K  , 


ck      >"=! 


M^  '    \am'     '    '•am' 

ergiebl.     Mit  der  Abkürzung 

,,'=  (,mj'+  (tp)'+  (£,)>  =  a'+  {i=-o')p'+  (c=-  »■',' 
erhült  man  dann  die  Abbildungsgleichungen  in  der  nach  den  //,  A',  P,  Q 
explicilen  Form 

ll  =  bh,    K  =  ck.     l'-'il       n-1- 


0  =  ^-. 


(91) 


Berechnet  man  jetzt  den  MALüs'sehen  Bedingungen  gemäss  nach  (51b) 
die  Werthe  der  Symbole   (//,  Ä) so  ergiebt  sich 


(H,  K)  =  0  ,       (H,  P)  : 
(//,  0)=-lr,,/-^;i 


(Ä.P)  = 


(A-,  0)    : 


[P.  0)    =   0  . 
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Nun  müssen  die  n,  6,  c,  wenn  eine  wirkliche  Abbildung  vorliegen 
soll,  von  Null  verschieden  sein;  das  durch  den  MALos'schen  Satz 
geforderte  Verschwinden  der  Ausdrücke  (J7,  Q)  und  (AT,  P)  führt  also 
auf  die  Bedingungen 

6^  =  a^     €"  =  0",     E  =  fi=±a.  (92) 

Behandelt  man  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichungen  (89)  und  (90), 
die  zu  der  eigentlich  coUinearen  Abbildung  gehören,  so  wird,  mit 
Unterdrückung  der  Zwischenrechnung ,  die  Abbildung  durch  die 
Gleichungen 

jj^bj         j^^cq  p^bh  ^^ck 

tn  m  V  V 

dargestellt.    Die  Anwendung  von  (51b)  giebt  die  beiden  Bedingungen 
0  =  (JJ,0)  =hhhk- — ^  —  hcpq      /     ,,      , 

0  =  {K,P)  =  bc'hk}-l,  -  bcpq''  7    ^3^   , 

die  identisch,  d.  h.  für  beliebige  Werthe  der  A,  /r,  p,  q  erfüllt  sein 
müssen.  Das  ist  aber,  da  die  6,  c  nicht  gleich  Null  sein  dürfen, 
nicht  möglich;  die  MALcs'scben  Bedingungen  führen  also  auf  einen 
Widerspruch.  Hiemach  lässt  der  Malus'sche  Satz  anasUgmatische 
Körper  nur  in  dem  Falle  zu,  wo  die  punktweise  Abbildung   die  Form 

X=±iiix,         Y=±fiy,         Z=±/iiz 

besitzt,  also  eine  geometrisch  ähnliche  ist.  Dieser  Fall  ist  z.  B.  bei 
der  Spiegelung  an  einer  Ebene  verwirklicht;  seiner  Einfachheit  halber 
ist  es  nicht  -nöthig  ihn  weiter  zu  verfolgen,  um  so  weniger,  als  es 
sich  in  der  praktischen  Optik  bei  den  wichtigsten  Formen,  nämlich 
bei  den  Objectiven  von  Mikroskop,  Camera  und  Fernrohr,  sowie  bei 
den  Ocularen  gar  nicht  darum  handelt,  geometrisch  ähnliche  Abbil- 
düngen  von  Körpern  herbeizuführen.  Da§  vorstehende,  übrigens  be- 
kannte, Ergebniss  lässt  sich  auch  auf  geometrischem  Wege  herleiten,  in- 
dem man  zeigt,  dass  die  Annahme  anastigmatischer  Körper  verbunden 
mit  dem  MALus'schen  Satze  für  die  collineare  Abbildung  die  Eigen- 
schaft der  Winkeltreue  nach  sich  zieht,  die  nur  in  dem '  Falle  der 
geometrischen  Aehnlichkeit  vorhanden  ist. 
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Nach  dem  eben  Gesagten  muss  sich  die  Optik  bei  der  Her- 
stellung eigentlicher  Abbildungen,  von  Grenzfällen  abgesehen,  darauf 
beschränken,  die  Anastigmasie  nur  zwischen  bestimmten  Flächen 
herbeizuführen.  Um  zu  übersehen,  wie  weit  dies  mathematisch  mög- 
lich ist,  betrachten  wir  folgenden  Fall.  In  w  und  Jl  sei  je  eine  ^ 
Fläche  q)  und  0  willkürlich  gegeben,  die  wir  kurz  als  Object-  und 
Bildfläche  bezeichnen  wollen.  Diese  beiden  Flächen  seien  irgendwie 
punktweise  einander  zugeordnet,  d.  h.  jedem  Punkte  n[xyz)  in  y 
sei  ein  Punkt  n{XYZ)  in  0  conjugiert  und  umgekehrt.  Analytisch 
wird  dies  dadurch  ausgedrückt,  dass  die  Goordinaten  x^  y^  z  und 
X,  Y,  Z  als  gewisse  Functionen  von  zwei  veränderlichen  Parametern 
a  und  ß  dargestellt  werden.  Dies  vorausgeschickt  bilde  man  mit 
den  vorgeschriebenen  Indices  n  und  N  der  beiden  Räume  und  mit 
den  Richtungscosinus  m,  p,  q  und  Af,  P,  Q  zweier  durch  n  und  /7 
hindurchgehenden  Strahlen  a  und  ^  den  Ausdruck 

I=-  n{mx-{'py  +  qz)  +  N{MX+  PY  +  QZ) -{-  xp{a,ß) ,     (93) 

wo  \p  eine  willkürlich  zu  wählende  Function  der  Parameter  a,  ß 
bedeutet,  und  die  rechtwinkligen  Goordinaten  als  Functionen  der 
beiden  Parameter  zu  denken  sind.  Zwischen  den  Richtungen  der 
beiden  Strahlen  a,  2i^  setzen  wir  jetzt  eine  Beziehung  fest  durch  die 
beiden  Gleichungen 

da  \     da~'^dtt~  ^dal 

\      üa  Ca  val         Oa 


+  iv(. 


(94) 


Ist  der  Strahl  a  gegeben,  so  ist  damit  in  der  Objectfläche  q)  auch 
der  Punkt  n{xyz)  und  das  Parameterpaar  «,  /?,  desgleichen  auch  die 
Richtung  m,  p,  q  bestimmt;  ferner  ist  damit  der  Punkt  n{XYZ)  in 
0,  und  aus  (94)  die  Richtung  Af,  P,  0,  also  auch  der  Strahl  ^ 
gegeben.  Die  Gleichungen  (94)  definieren  daher  eine  strahlen  weise 
Abbildung,  die  allerdings  zunächst  noch  nicht  dem  MALis'schen  Satze 
zu  genügen  braucht.     Lässt  man  den  Strahl  o  sich  so  ändern,  dass 
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n{xyz)  fest  bleibt,  während  die  Richtung  m,  p^  q  variiert,  so  bleibt 
auch  n[XYZ)  fest,  während  die  Richtung  Jtf,  P,  Q  von  ^"  sich  ändert ; 
(p  und  0  bilden  also  für  die  betrachtete  Abbildung  ein  Paar  anastig- 
inalischer  Flächen.  Die  Durchschnittspunkte  der  conjugierten  Strahlen 
mit  den  Grundebenen  von  o)  und  Jl  sind  durch 

A  =  y_f^,    fe  =  ._^,    H=Y-^,    K=Z-^      (95) 

gegeben.  Eliminiert  man  jetzt  aus  F  die  Parameter  a,  ß  mittelst 
der  Gleichungen  (94),  so  verwandelt  sich  r  in  eine  bestimmte 
Function  J  der  vier  Veränderlichen  p,  g,  P,  0,  und  das  totale 
Differential  von  J  nimmt  wegen  (94)  die  Gestalt 


''^=-»(^-mK-4-m)'^^ 


^^{^-^)^^-^  ^{^-^V^ 


an,  die  wegen  (95)  zu  den  Gleichungen 

Dp  3g  i>P  DO         *     ^ 

fuhrt.  Die  betrachtete  Abbildung  besitzt  also  ein  Eikonal  J  von  der 
Form  [4]  oder  E  [p^  g,  P,  0),  woraus  weiter  die  Gültigkeit  des  Malus- 
sehen  Satzes  folgt.  Hiernach  sind  Abbildungen  mit  anastigmatischen 
Flächen  nicht  nur  mathematisch  möglich,  sondern  man  kann  auch, 
selbst  wenn  die  beiden  Flächen  und  die  Art  ihrer  punktweisen  Be- 
ziehung willkürlich  vorgeschrieben  werden,  wegen  der  willkürlichen 
Function  \p{cc^ß)  unendliche  viele  solche  Abbildungen  construieren. 

Die  Gleichungen  (94)  enthalten  eine  wichtige  Beziehung  zwischen 
conjugierten  Strahlen  eines  anastigmatischen  Büschelpaares.  Da  das 
Paramelerpaar  a,  ß  die  conjugierten  Punkte  tt,  /7  in  der  Object-  und 
Bildfläche  vollständig  bestimmt,  so  können  wir  diese  Punkte  auch 
durch  7i{(iß)  und  //(«/?)  bezeichnen.  Lässt  man  die  Parameter  sich 
nicht  unabhängig  von  einander  ändern,  sondern  setzt  zwischen  ihnen 
eine  Bedingung  an,  so  durchlaufen  ti  und  /7  in  den  beiden  Flächen 
bestimmte  Curven,  die  Punkt  für  Punkt  conjugiert  sind.  Wir  be- 
trachten im  Besonderen  die  beiden  durch  die  Gleichung 

xpiu^ß)  =  constans  (97) 
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bestimmten  GurveDscbaaren  in  <p,  ^,  und  suchen  die  Tangente  t^ 
welche  die  durch  n{aß)  hindurchgehende  Curve  der  Schaar  in 
diesem  Punkte  berührt.     Es  werde  geschrieben 

(Ix  =  x^da  4"  ^dß  ^       dy  =  y^da  +  y^dß ^       dz  =  z^du  +  ^^dß ^ 

dtp  =  tp^da  -{-  \iJidß ^ 

femer  sei  cos  [st)  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  zwei  Richtungen 
8  und  t^  dann  hat  man,  wenn  dt  das  Bogenelement  der  Curve  in 
n  bedeutet, 

dt  cos  [tx)  ^1  dx  =1  x^da  +  X2dß  , 

dl  cos  {ty)  =  dy  =  y^da  +  y^dß  , 

dt  cos  [tz)  =.  dz  =L  z^da  +  z^dß  , 

wo  die  da  und  dß  der  Bedingung 

zu  genügen  haben.  Hiernach  erhält  man,  wenn  g  einen  Propor- 
tionaiitätsfactor  bedeutet, 

g  cos  {tx)  =z  x^tp^  —  x^xp^ ,        g  cos  (^y)  =  y^xp^  —  y^xpx , 

9  cos  {tz)  =  z^\p2  —  «iV'i, 
9^  =  V^2(^?+,y?  +  2?)  —  2v^2i/;i(a?,a;2  +  y^yz  +  2,22)  +  ^^^{4+yl  +  A)  • 

In  der  gleichen  Weise  bilden  wir  die  Relationen  für  die  Tangente  T 
an  die  Curve  durch  //(«/?),  nämlich 

G  cos  {TX)  =  Xixp2  —  X2XP1 ,       G  cos  {TY)  =  \\\p2  —  72^1  ^ 

G  cos  (r^   =    ^lV^2  ^2V^l  9 

Aus  den  Gleichungen  (94)  folgt,  wenn  man  sie  linear  mit  den 
Factoren  \p2  und  — \p^  verbindet, 

w[w(j:,V'2  ~^2Vi)  -hP(yiV2  —  y2Vi)  +9(-iV''2    —  «2^^1)1 
=  iV[3/(X,v;2  —  X2V;i)  +  P{Y,VJ2  —  Y2xp,)  +  Q{Z,xp2  —  Z2%)], 

oder 

ng  cos  (<a)  =  NG  cos  (T-S') .  (98) 

Die  Grössen,  die  in  dieser  Gleichung  auftreten,  beziehen  sich  auf 
die  Richtungen  der  conjugierten  Strahlen  o  und  ^  in  dem  anastigma- 
tischen Buschclpaar  mit  den  Spitzen  7v{f(ß)  und  n{uß)^  ferner  auf 
die  Lage  der  zu  n  und  //  gehörigen  Elemente  der  beiden  Flächen 

26* 
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(p  uDd  ^,  endlich  auf  die  in  dtp  und  d0  liegenden  Bogenelemente 
der  durch  (97)  bestimmten  Curvenschaaren.  Da  innerhalb  der  beiden 
Flächenelemente  dqp,  d0  die  Grössen  g^  G  als  constant  anzusehen 
sind,  so  erhält  man  den  Satz:  Innerhalb  der  Büschel,  durch  die  die 
beiden  Flächenelemente  dtp^  d0  anastigmatisch  auf  einander  abgebildet 
werden,  ist  für  die  conjugierten  Strahlen  der  Quotient  der  beiden 
Cosinus  cos  {ta)  und  cos  {TS)  constant.  Ich  will  diesen  Satz  kurz  als 
den  Cosinussatz  bezeichnen.  In  ihm  ist  der  berühmte  Sinussatz  als 
besonderer  Grenzfali  enthalten.  Um  dies  zu  zeigen,  bringen  wir  die 
Gleichungen  (94)  auf  eine  etwas  andere  Form.  Man  denke  sich  die 
Grundebenen  von  co,  Jl  in  die  Berührungsebenen  von  dcp,  d^  gelegt, 
ferner  die  x-  und  X-Axe  in  die  Normalen  dieses  Flächenelements, 
dann  kann  man,  wenn  für  die  Parameter  ex,  ß  die  Coordinaten  y^  z 
gewählt  und  die  Seitenaxen  passend  gelegt  werden,  ansetzen: 

^1=0,  yi  s^  1  ,  ^1=0, 
a?2  =  0,  ^2=0,  2^2  =  1  , 
X,  =  0,         Y,  =  a,         ^1  =  0, 

X2  =   0  ,  Yj  i=z  0  ,  Zj  :=  6  , 

wo  a  und  h  die  Lateralvergrösserungen  für  die  Ah|)ildung  von  dtp 
auf  d^P  bedeuten.     Setzt  man  femer  '\ 

m  =  cos  r  ,      p  =  sin  r  cos  «   ,      g  =  sin  r  sih  «  , 
Jtf  =  cos  Ä  ,      P  =  sin  Ä  cos  S ,      0  =  sin  i?  sin  X,5 

wo  die  r,  i?  als  die  Neigungen,  die  «,  S  als  die  Azimuthe  voii^  o,  ^' 
angesehen  werden  können,  so  erhält  man  aus  (94) 

—  Na  sin  R  cos  Ä  -{-  n  sin  r  cos  «  =  t/zj ,  ^ 

—  Nh  sin  Rsm  S  4-  ti  sin  r  sin  «  =  V^2  ? 

iV  sin  Ä i/;2  cos  8  —  t/;i  sin  « 

n  sin  r         axp^  cos  S  —  6t/;,  sin  S '  \'  '\ 

der  Sinusquotient  der  beiden  Neigungen  hängt  also  im  Allgemeinen 
von  den  Azimuthen  ab.  Wenn  nun  für  das  betrachtete  Werthepaar 
die  Parameter  1/;,  und  xp^  gleichzeitig  verschwinden,  so  verlieren  die 
Gleichungen  (98)  und  (99)  zunächst  ihre  Bedeutung,  weil  sie  un- 
bestimmte Gestalt  annehmen.    In  diesem  Falle  kann  man  aber  schreiben 

iV  sin  ß cos  8     sin  « 

nsinr   ~  a  cos  S  ~  6  sin  S  '  C®^^ 
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Der  Sinusqnotient   hängt  also,   so   lange  a  und  6   verschieden  sind, 
wiederum  von  dem  Azimuth  ab;  wenn  dagegen  a  =  6,  so  wird 

iV  sin  fl  _  £ 

n  sin  r         a  ' 


«  =  S, 


(101) 


Das    ist    der    Sinussatz,    wie    er    sich    z.  B.   bei   Czapski   (a.  a.  0. 
Seite  1 02)  findet. 

Bei  dem  Cosinussatz  und  seiner  Ausartung,  dem  Sinussatz,  handelt 
es  sich,  wie  das  Vorstehende  zeigt,  in  Wirklichkeit  um  einen  Satz 
nicht  der  Optik,  sondern  der  Liniengeometrie;  er  gilt  für  die  aus 
einer  Berührungsiransformation  entspringenden  strahlenweisen  Ab- 
bildungen, sobald  anastigmatische  Flachenelemente  auftreten. 


vni. 

Die  zur  Bildung  des  Eikonals  benutzten  Gleichungen  (93)  und 
(94)  lassen  sich,  so  lange  über  die  beiden  Flächen  9),  0  und  über 
die  willkürliche  Function  \p  nichts  Näheres  festgesetzt  ist,  nicht  weiter 
zusammenziehen.  Dagegen  kann  man  das  Eikonal  explicite  darstellen, 
sobald  die  beiden  anastigmatischen  Flächen  qp,  ^  aus  Ebenen  be- 
stehen. Je  nachdem  diese  beiden  Ebenen,  die  wir  als  Object-  und 
Bildebene  unterscheiden  wollen,  im  Endlichen  oder  Unendlichen 
liegen,  kann  man  folgende  vier  Fälle  aufstellen: 

Objectebene ,  Bildebene 

I.  im  Unendlichen  ,  im  Unendlichen 
II.         im  Unendlichen  ,         im  Endlichen  ,  \   (1 02) 

lil.         im  Endlichen , 

lY.         im  Endlichen  . 


im  Endlichen , 
im  Unendlichen 
im  Endlichen. 


Nimmt  man  die  Ebenen,  wenn  sie  im  Endlichen  liegen,  zugleich  als 
Grundebenen  an,  so  ergiebt  sich  nachstehende  Tabelle: 

Fall     I:  für  »j),  g  constant«  wird  »JP,  0  constant«, 

II :      »  »/),  q  constant «      »      »  J7,  K  constant «  , 

III :  »  »  Ä,  fe  constant «      »     » P,  Q  constant « , 

IV:      »  »Ä,fc  constant«      »     mll^K  constant«. 


» 
)) 
» 


(1 03) 


Soll  in  den  Abbildungsgleichungen 

H  =  A{h,k,p,q),    K=B{h,k,p,q),   P=C{h,k,p,q),    Q  =  D{h,k,p,q) 
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für  cnnslanle  ^1,  f  das  Wertliepaar  I\  Q  conslaiit  ausfallen,  so  müssen 
in  C  und  0  die  Veränderlichen  h,  k  fehlen,  d.  h.  es  sind,  in  der 
früher  benutzten  Bezeichnungsweise,  die  parLiellea  Ableitungen 

Die  Wiederholung  dieser  Betrachtung  führt  auf  die  Tabelle 

Fall     I.  6',  =  C,  ^  D,  =  D,  =  0  ,  | 

I.  II.  Ai  =  A^  =  B,  =  B^  =  0  , 

»  III.  C,  ^  C,  =  D,  =  D,=  (}, 

>.       IV.  ^3  =  ^j  ^   ß,  =  ß,  =  0.  I 

Da  man  die  Fülle  II,  III,  IV  aus  I  durch  die  bereits  früher  benutzten 
Substitution  en 

/      //,       Ä,P,0\  /      h,       fc,p,V\        1 

\—  ß  ,  —  Q  ,  W  ,  A7  '  \—  p  ,  —  7  ,  A  ,  ft' ' 

/      h,       k,p,q,       II,       K,P,Q\ 

erhalten  kann,  so  genügt  es,  die  weitere  Rechnung  zunächst  nur  für 
I  durchzuführen. 

In  der  Tabelle  der  kritischen  Determinanten  (63)   verschwinden 
für  Fall  I  wegen  der  ersten  Zeile  von  (lOi)  die  Glieder 

(Cfl),.,     (CXI)^,     (CJ))„,     (AB),,,     {CB)„, 

folglich  sind  die  Glieder  {CD)^^  und  {AB),^  sicher  nicht  identisch 
gleich  Null,  und  die  Eikonale  E(h,k,P,Q)  und  E{p,q,II,K)  sind 
sicher  vorhanden.  Benutzt  man,  was  ausreicht,  nur  die  Form  [16] 
oder  E{p,i],HyK),  so  müssen  in  den  Abbild iingsgleichungen 


(toi) 


(105) 


die  rechten  Seiten  von  U  und  Ä  f: 
der  11  und  K  von  der  Form 
E 


also  E  eine  lineare  Fuiictioo 


Hu[p,q)^  Kfi{p,q)-\-i'{p,q) 

sein,  wo  die  o,  ,■?,  ;'  irgend  welche  Functionen  der  p,  q  bedeuten, 
mit  der  einen  Einschränkung,  dass  die  in  (6S)  aufgestellte  Determi- 
nante nicht  verschwinde,  dass  also  die  beiden  Functionen  n  und  /i 
nach  den  p, «/  unabhängig  von  einander  seien.     Hieraus  ergeben  sich 


SS) 


linier  IkrUckisk'liliguny   dur  Subslitutioneii    (lOö)    für    die    vier   Fällu 
die  folgenden  Eikonal formen  und  Abbitdungsgleidmngen: 


(106) 


16]::     Elf,q,ll,K) 

=  lla(p,'l)  +  Kll{p,.l)  +  f(],,q)  , 

-A7'  =  «(y,,), 

-»'  =  "^+«^  +  1^. 

-  A'o  =  Mm)  , 

—  nh  =  U^  +  Kif-  +  "J  , 

,  [*)::     E{p,^.P,Q)  =  P„(p,,)  +  Qß{p,,)  +  y{,,,,,)  , 


(101) 


;VA- =  ;«(,,,,), 

,[13]::     E{h,k,ll,K): 
—  XP=  u{k,k)  , 

\  —  NÜ=/l{h,k), 


:  ;;,<(/!, t)  +  Kß{h,k)  +  y[h,k),. 


(III«) 


[1]::     E[h,k,P,Q)  -- 
XII  =  u(h,k). 

=  !'«(*,*)  +o,j(A,t) +,{/,,;.) 

XK  =  ,f  (*,/() , 

•"'-''Pk  +  '^rk  +  li 

(10!)) 


Der  Fall  I  ist  bei  jedem  Prismensalz  verwirklicht ;  die  anaslig- 
lualisclie  Beziehung  zwischen  den  beiden  unendlich  fernen  Ebenen 
wird  bei  den  Spectroskopen  dazu  benulzt,  um  durch  Einschiilding 
von  t^ollimalor  und  Beobachtiingsfernrohr  möglichst  scharfe  Spaltbilder 
zu  erhatten. 

Der  Fall  II  enispricht  dem  Ideal  für  das  Objecliv  eines  Fernrohrs 
oder  einer  für  unendlich  ferne  Objecle  bestimmten  photographischcn 
Camera.  Der  Fall  III  igt  die  Umwendung  von  II  und  stellt  das  Ideal 
eines  Collimalors  dar.  Denkt  man  sich  den  Fall  11  durch  ein  cen- 
triertes  Unsensystem  verwirklicht,  so  mttss,  wenn  das  Bild  in  der 
Brennebene  des  Bildraumes  correct  gezeichnet,  d.  h.  perspectiv isch 
zu  dem  unendlich  fernen  Object  sein  soll,  bei  passendur  Wahl  der 
Coordinatenaxen  die  Beziehung 


für  coDslante  /»,  7  das  WoK 
in  C  und  i)  die  VerUnHft 
früher  benulzlen  Bezeichnj 

C,  --  r 
Die  Wiederliohing  dies'ir 

Fall  I- 

.  II. 

»  Ul. 

.  IV. 

Da  man  die  Falle  II.  Ill, 
Substitutionen 

erhalten  kann,  so  (tr-u, 
I  durchzuführen. 

In  der  Taboll.-  .1 
l'Ur  Fall  1  wegen  d-r 

folglich  sind  die  <jI>' 
gleich  Null,  und  dif 
sicher  vorhanden.  " 
oder  E{p,  g,  //,  A'j. 


die  rechten  Seiten  ■ 
der  //  und  Ä  von  >' 

K  =-- 

sein,  wo  die  «,  ,)',  ; 
mit  der  einen  Eini>i'i' 
nante  nicht  versch\v 
nach  den  p.  q  iinal'lh 
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Der  Fall  IV  entspricht  dem  Ideal  des  Mikroskop-Objcctivs.  Soll 
Abbildung  der  beiden  Ebenen  auf  einander  geometrisch  ähnlich 
,  üO  muBs  bei  passender  Wahl  der  Coordinaten 

d,  I 


H  =ah. 


:  ak  , 


»p  =  KaP  + 
nj  =  NaQ  + 


(MI) 


Herden,  wo  a  die  lineare  Vergrösserung  bedeutet.  Man  denke  sich 
tzt  in  a  und  Ji  auf  den  x-  und  X-Axen  je  einen  festen  Punkt 
den  Abscissen  Xo  und  Xg  angenommen,  dann  kann  man  die 
iMiaden  von  j?,  nach  dem  Punkte  {hk)  und  von  X^  nach  dem  con- 
u.^itirten  Bildpunkte  {HK)  als  correspondierende  Projectionsstrablen 
betrachten.  Sollen  nun  diese  Geraden  immer  auch  Bestandtheile  des- 
selben Licbtweges  sein,  so  müssen  die  Gleichungen 


0  — * 
P 


0-t 

1    ' 


M 


0— fl 
'      P     - 


0— Ä 
0 


befriedigt  werden,  also  mit  den  Abktirzungen 
_^  =  ai  +  h'+k',       S- =  IQ  +  H' +  K' z=  M  + ''{h' +  li-)  , 

Xn  A  fe 


M  = 


P  = 


0  =  - 


sein.     Dies  in  die  Gleichungen  (1-1 1]  eingesetzt  giebt 

7ih~     S  s  '       ^k~     S  8  ' 

woraus  durch  Integration 
riKk)  =  iVS  — »8 


=  iVV^  +  fl'(A^  +  ft^)  —  M  V4  +  A'  +  A'       (H2) 
Umgekehrt:    Wenn  /  die  Form  (HS)  besitzt,  so  eiistiert  auf 
fB-Axen   ein  Paar   »orthoskopischer«   Punkte  x^   und  J^,    und 
hat 


■<ch   hier   immer    um   die  matbematisch  vollkomroenc  Anaxligmasie   handelt. 
4e  BegrenzuDg  der  BüschelölTDung  gebunden  isi. 
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m  '  M        m  '  M       x^a 

Hierin  ist  der  sogenannte  Tangentensatz  in  strenger  Form  enthalten 
(vgl.  CzAPSKi,  S.  111).  Seine  Gültigkeit  ist  daran  gebunden,  dass  ;' 
die  Gestalt  (112)  besitzt. 


IX. 

Die  in  den  Gleichungen  (93)  bis  (96)  entwickelte  Parameler- 
darstellung  eines  Eikonals  mit  vorgeschriebenen  anastigmatischen 
Flachen  war  so  gewählt  worden,  dass  sie  auf  die  Eikonalform 
E{p^q^P^Q)  führte.  Diese  Darstellung  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf 
jede  der  übrigen  Formen  übertragen.  Es  seien  wieder  die  einander 
zugeordneten  Punkte  n{xyz)  und  17{XYZ)  der  vorgeschriebenen 
anastigmatischen  Flächen  dadurch  bestimmt,  dass  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  als  Functionen  von  zwei  veränderlichen  Parametern  a,  ß 
dargestellt  werden,  ferner  sei  F  (/,  w,  T,  t/)  einer  der  in  Tabelle  (79) 
zusammengestellten  Ausdrücke,  die  ausser  den  Lichtwegcoordinaten 
/,  M,  T,  U  noch  die  Coordinaten  von  tt,  //  enthalten,  dann  bilde  man 
zunächst  den  Ausdruck 

r=F(<,ii,7;r)  +  v;(«,/^), 

wo  yj  eine  beliebige  Function  der  «,  ß  bedeutet.  Eliminiert  man  nun 
aus  r  die  beiden  Parameter  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

c  a  Oß 

SO  geht  r  dadurch  in  ein  Eikonal  E{l,u^T^U)  über,  für  welches  die 
Flächenpunkte  tt^  II  conjugierte  anastigmatische  Punkte  sind.  Der 
Beweis  wird  Schritt  für  Schritt  genau  so  wie  in  dem  früheren 
Falle  geführt. 

In  die  vorstehende  Darstellungsweise  gehen  zunächst  sieben 
beliebig  zu  wählende  Functionen  der  beiden  Parameter  a,  ß  ein, 
nämlich  die  sechs  rechtwinkligen  Coordinaten  und  die  Function  ip. 
Wählt  man  als  Parameter  zwei  von  den  Coordinaten,  z.  B.  y  und  z, 
so  bleiben  immer  noch  fünf  willkürHche  Functionen  übrig.  Dieser 
l-mstand  zeigt,  welcher  grosse  Spielraum  bereits  bei  der  Forderung 
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anastigmatischer  Flächen  vorhanden  ist;  noch  grösser  ist  selbstver- 
ständlich der  Spielraum,  wenn  es  sich  um  die  Forderung  handelt, 
dass  nur  anastigmatische  Curven  oder  isolierte  anastigmatische  Punkte 
auftreten  sollen.  Ich  will  die  beiden  letztgenannten  Fälle,  die  für 
die  Optik  sehr  viel  weniger  wichtig  sind,  als  die  anastigmatischen 
Flächen,  hier  nicht  weiter  verfolgen,  sondern  die  Frage  nach,  der 
Existenz  der  genannten  Flächen  noch  von  einer  anderen  Seite  her 
behandeln. 

Statt  zu  vorgeschriebenen  anastigmatischen  Flächen  das  Eikonal 
zu  construieren,  kann  man  sich  auch  die  Frage  stellen,  welchen 
Bedingungen  das  Eikonal  zu  genügen  hat,  wenn  Anastigmasie  vor- 
handen sein  soll.     Hierbei  kann  man  verschiedene  Wege  versuchen. 

Ist  das  Eikonal  E{t^u^T^U)  als  Function  seiner  Veränderlichen 
explicite  dargestellt,  so  giebt  der  nach  (80)  gebildete  Ausdruck 

0(<,ii, T,U)  =  E{l,u,  T,  U)  -  F{t,u, T, U) 

durch  das  Gleichungssystem  (81)  oder 

3ö     de     de     de 

die  Bedingungen  dafür,  dass  .der  Lichtweg  (<,  u,  T,  V)  durch  die  in 
0),  Jl  liegenden  Punkte  n{xyz)^  II{XYZ)  hindurchgehe.  Ist  das 
Punktepaar  ;r,  IT  irgendwie  gegeben,  so  erhält  man  den  hindurch- 
gehenden Lichtweg,  wenn  man  die  Gleichungen  (113)  nach  den 
Lichtwegcoordinaten  auflöst.  Im  Allgemeinen  ist  die  Anzahl  der 
hierbei  auftretenden  Lösungen  eine  endliche,  d.  h.  die  Gleichungen 
.  (113)  sind  von  einander  unabhängig.  Dies  kommt,  optisch  gesprochen, 
darauf  hinaus,  dass  man  sagt:  ein  im  Bildraume  befindliches  Auge 
mit  unendlich  kleiner  Pupille  sieht  leuchtende  Punkte  des  Object- 
raumes  wiederum  als  einzelne  leuchtende  Punkte,  und  zwar  in  den 
durch  die  Lichtwege  gegebenen  Richtungen.  Für  bestimmte  Lagen 
der  Punkte  n^  Tl  kann  nun  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die 
Zahl  der  Lösungen  unendlich  gross,  dass  also  für  die  gesuchten 
Lichtwege  eine  Mannigfaltigkeit  //j  oder  /I2  erhalten  wird;  die  ;r,  Tl 
bilden  dann  Paare  von  konischen  oder  anastigmatischen  Punkten. 
Die  Aufsuchung  solcher  ausgezeichneten  Punkte  ist  gleichbedeutend 
mit  der  Discussion  der  Lösungen  von  (113),  unter  Berücksichtigung 
der  Fälle,   wo  von  den  vier  Gleichungen  eine   oder  zwei  die  Folge 
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der  übrigen  werden.  Zur  wirklichen  Durchführung  dieser  Discussion 
ist  natürlich  erforderlich,  dass  das  Eikonal  wirklich  gegeben  sei,  da 
man  anderenfalls  nicht  über  die  blosse  Formulierung  der  Aufgabe 
hinauskommt. 

Ein  anderer  Weg^  der  allerdings  nur  für  die  Eikonale  mit 
anastigmatischen  Flächenpaaren  in  Betracht  kommt,  ist  folgender. 
Durch  das  vorhin  angegebene  Gleichungssystem 

r=F{t,u,T,u)  +  v(«,/?) ,     ^  =  ^£  =  rr 

war  für  diese  Classe  von  Eikonalen  eine  Parameterdarslellung  mit 
fünf  willkürlichen  Functionen  erhalten  worden.  Bildet  man  nun  von 
dem  Eikonal 

die  partiellen  Ableitungen  nach  den  t,  ti,  T,  U  bis  zu  einer  solchen 
Ordnung  hin,  dass  die  willkürlichen  Functionen  eHminiert  werden 
können,  und  führt  die  Elimination  wirklich  durch,  so  erhält  man 
partielle  Differentialgleichungen,  als  deren  gemeinsame  Lösungen  die 
gedachten  Eikonale  deßniert  sind.  Statt  dieses  directen  Weges  ziehe 
ich  es  jedoch  vor,  einen  Umweg  einzuschlagen,  der  aber  den  Vorzug 
besitzt,  dass  die  Bedeutung  einzelner'  Relationen  besser  hervortritt. 
Man  gelangt  dazu,  wenn  man  sich  vorläufig  darauf  beschränkt,  nur 
das  Verhalten  von  Elementarbüscheln  zu  untersuchen.  Es  genügt, 
hierbei  nur  die  Eikonalform  £(jp,  9,  P,  Q)  zu  benutzen,  die  auf  die 
einfachsten  Formeln  führt;  die  hierin  liegende  Einschränkung  lässt 
sich  nachträglich  durch  eine  einfache  Ueberlegung  aufheben.  Wir 
setzen  also  nach  (80)  an 

e{p,q,P,Q)  =  E{p,q,P,Q)  +  n{xm  +  yp  +  zq) 

—  iV(Xitf+  yp+  ZQ), 

Für  die  partiellen  Ableitungen  nach  den  p^q^P^Q  benutzen  wir  bei 
der  folgenden  Untersuchung  die  Indices  nach  dem  Schema 

dnp,q,P,Q)  =  fidp  +  Mq  +  f,dP  +  f,dQ , 


wobei 


mi  =  —  ^,         m2  =  — ;J,         m3  =  m4  =  0, 

3/,  =  3/2  =  0 ,     3/,  =  —  ^ ,    3/,  =  _  I , 


(1 1 5) 
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Das  Eikonal. 

g«       i 

M          Ö»-1 

■™33                    i#3         ) 

^44                   j^3 

(116) 


wird.  Für  die  aus  den  0aß  gebildete  Delerminanle  führen  wir  die 
Abkürzung 

(0102©3Ö4)l234  =  *  (117) 

ein,  und  setzen  die  Unterdeterminanten  dritter  Ordnung 

Die  Bedingungen,  dass  für  einen  Lichtweg  L  mit  den  Lichtweg- 
coordinaten  p^  g,  P,  Q  die  beiden  Strahlen  a(p,  9,  P,  Q)  und  -S'(p,  g,  P,  0) 
durch  die  Punkte  n{xyz)  und  n{XYZ)  hindurchgehen,  sind  durch  die 
vier  Gleichungen 

0  =  öi  =  ^i+n(a?Wi  +  y)  ,  0  =  Ö2  =  £;2  + w(arm2  +  «)  ,  .  ,^^gx 
0=©3  =  £3  — iV(XAf3+y),     0=04=^4  — ^(XAf4  +  ^ 

gegeben.  Werden  diese  vier  Gleichungen  von  den  betrachteten 
Stücken  L,  ;t,  II  erfüllt,  so  wird  ein  unendlich  nahe  benachbarter 
Lichtweg  mit  den  Coordinaten 

P  +  dp,  q  +  dq,         P  +  dP,  Q  +  dQ 

im  Allgemeinen  nicht  durch  die  beiden  Punkte  tt,  II  hindurchgehen, 
vielmehr  müssen,  damit  dieser  stattfinde,  die  Yerrückungen  r/p,  dq. 
dP^  dQ  den  vier  Bedingungen 

0  =  de«  =  0,,dp  +  e^^dq  +  0„3^i'+  ©«4^0  ,     («  =  1 , 2, 3, 4) 
genügen,  die,  ausgeschrieben,  die  Form 

0  =  (jBn  +  nxm^^)dp  +  (£^12  +  nxm^^dq  +  E^^dP  -]-  E^^dQ  , 
0  =  (£21  +  nxm^^)dp  +  {E^  +  nxm^)dq  +  jB^^^  +  ^^24^0  . 

0  =  E,,dp  +  ^,2^9+  (^^33-  ^^XJtf33)dP+  {E^-NXM^)dQ  , 
0  =  jB^trf;^  +  ^42rfg+  (^43  -iVXAf43)e/P+  {E,,  —  NXM^)dQ 

annehmen.     Ist  die  Determinante  dieses  linearen  Systems,  nämlich 

»  =   (0,02©304)l234 

=  {E^-^nxm,,E2-}'nxm^,  E^  —  NXM^,  E^  —  NXM;),^^        (121) 
von  Null  verschieden,  so  folgt  aus  (120) 


(120) 
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0  =  dp  =  dq  =  dP=  dQ, 

was  besagen  würde,  dass  keiner  der  zu  L  benachbarten  Lichtwege 
durch  TT,  IT  hindurchgeht.  Soll  also  L  von  einem  benachbarten  Licht- 
wege im  Object-  und  Bildraume  geschnitten  werden,  so  muss  S-  ver- 
schwinden. In  diesem  Falle  wird  von  den  vier  Gleichungen  (120) 
eine  als  Folge  der  drei  andern  ttberflttssig,  und  die  drei  übrig- 
bleibenden Gleichungen  bestimmen  die  Verhältnisse  der  rf/},  dq^dP^dQ 
und  damit  den  oder  die  benachbarten  Lichtwege  von  der  verlangten 
Beschaffenheit.  Entwickelt  man  ^^,  so  erhält  man  einen  nach  x  und 
X  quadratischen  Ausdruck,   und  damit  eine  Gleichung  von  der  Form 

0  =  ^  =  X\ax'^-\-ßX'\'  y)  +  X[dx'^'{-ßx-\-Y) -}- aV-|-/S"^+y ,   (i 22) 

wo  die  Coefficienten  von  den  Ex^^  mx^^  Mxfj,  abhängen.  Hiemach 
kann  n  (oder  IT)  beliebig  angenommen  werden,  und  es  ist  dann 
II  (oder  7i)  bestimmt,  und  zwar  im  Allgemeinen  zweideutig.  Denkt 
man  sich  aus  allen  zu  L  benachbarten  Lichtwegen  diejenigen  heraus- 
gegriffen, die  in  to  ein  homocentrisches  Elementarbüschel  mit  der  ge- 
gebenen Spitze  7t  bilden,  so  sind  die  Orte  der  Brennlinien  auf  dem 
conjugierten  -S'-Büschel  nichts  anderes  als  die  beiden  durch  (120) 
bestimmten  Punkte  /7,  und  das  Entsprechende  gilt,  wenn  umgekehrt 
n  gegeben  ist  und  daraus  n  aus  (122)  bestimmt  wird.  Betrachtet 
man  in  der  zweifach  quadratischen  Gleichung  (122)  x  und  X  als 
rechtwinklige  Punktcoordinaten  in  einer  Ebene,  so  definiert  die 
Gleichung  eine  gewisse  Curve  vierten  Grades.  Die  Doppelpunkte 
dieser  Curve  bestimmen  auf  dem  Lichtwege  L  diejenigen  Stellen, 
wo  zu  einem  x  zwei  zusammenfallende  X  und  zu  einem  X  zwei 
zusammenfallende  x  gehören,  wo  also  das  betrachtete  Elementar- 
büschel beiderseitig  homocentrisch  oder  anastigmatisch  ist.  Die 
Bedingung  für  die  Anastigmasie  eines  Elementarbüschels  mit  dem 
Mittel-Lichtwege  L  ist  also  durch  die  drei  Bedingungen 

*  =  ^'       3^  =  ^'       51  =  ^  (*23) 

gegeben,  wo  die  beiden  letzten,  entwickelt,  die  Form 

annehmen.  Die  weitere  Untersuchung  von  (124)  würde  zu  dem 
Satze  führen,  da^s  alle  />„^  verschwinden.     Zu  demselben  Ergebniss 
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kann  man  aber  kürzer  durch  folgende  Ueberlegung  gelangen.  Wenn 
längs  L  ein  anastigmatisches  ElementarbUschel  mit  den  Spitzen  tt,  77 
existieren  soll,  so  müssen  für  die  Verhältnisse  der  t/p,  dq^  dP^  dQ 
unendlich  viele  Werthsysteme  vorhanden  sein,  die  den  Gleichungen 
(120)  genügen;  es  müssen  daher  zwei  von  diesen  Gleichungen  eine 
Folge  der  beiden  andern  sein,  was  sofort  auf  die  Gleichungen 

0  =  ^«^         («,/?=  1,2,3,4)  (124) 

führt,  die  wegen  der  Symmetrie  der  Determinante  &  zehn  selbstän- 
dige Bedingungen  enthalten.  Von  diesen  Bedingungen  wollen  wir 
zunächst  nur  die  vier 

^,3  =  ^23  =  ^,,  =  ^24=   0  (125) 

benutzen  und  für  den  Augenblick  eine  specielle  Lage  der  Coordi- 
natenaxen  voraussetzen.  Legt  man  die  x-Axe  und  die  X-Axe 
parallel  zu  den  Strahlen  a  und  ^  des  betrachteten  Lichtweges  L, 
so  ist 

p  =  q  =  P=Q  =z  0  ,  m=:Af=1, 

fWii   =  l»22  =    -4^33  =   M^  =  1    ,  f»|2  =  M^  =   0  . 

Legt  man  ferner,  was  immer  möglich  ist,  die  Seitenaxen  so,  dass 

wird,  so  nehmen  die  vier  Bedingungen  (125)  entwickelt  die  Gestalt 

{E^  -  nx)[E^  +  NT)  E,,  =  E^{E,E,)^ , 
{E22  —  nx){E^  +  NX)E^^  =  —  E<^[E^E^^ , 
(£h  -  nx)[E^  +  iVX)£^  =  -  E,,[E,E,)^ , 
[E,,  -  nx)[E^  ^NX)E^=       E,,[E,E,)^ 

an,  woraus  man,  mit  den  Abkürzungen 

9   =    i5^i3^14  +   ^23^24  (f    =   ^13^23  +    ^14^24  i 

der  Reihe  nach  die  Beziehungen 

E^^j\-^NX E^^E^x         E^  —  nx E^^u 

^33   +    ^X  ^18^23  ^11   ^^  -^13^0 

QHX  =        ^ll£j3^4  +  ^2^13^14)  q'NX='    E^^Ei^E2i-\- E^^Ex^E2^j  \ 

(}(En-nx)=     (En-E22)E,,E,,,  q'(E,,+NX)  =     (^33-^44)^13^3,         [(126) 

f{E^—nx)=-{E,,—E22)E2,E2,,  (f'(E,,+NX)=-(E,^--  E,,)E,,E2,  | 

ableitet.  Substituiert  man  die  für  x^  X  gefundenen  Ausdrücke  in 
die  sämmtlichen  i\p  und  in  S-^  so  wird  mit  der  Abkürzung 
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^  =  ElLlzJ^  ^_^  ß^^E,,  E^E^  -  {E,  E^,,      (1 27) 

P'^11   =  ^23 ^24 (^33  E^)^  ^  *13  =    "    ^24^  5 

P'*22   =    —  ^13^14(^33  ^44)^  >  *23  =  ^14^  1 

p*33=       E,,E,,{En  —  E^)0,        &,,=       E^0,   1(128) 

P^44   =    —  ^13^23(^11  E^)^  9  '»5^24   =   ^13^  9 

*,,   =   ^-34   =    0  ,  &=    0\ 

Hiernach  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das 
Vorkommen  eines  anastigmatischen  Elementarbttschels  längs  des  Licht- 
weges L  durch  das  Verschwinden  des  Ausdruckes  ^  gegeben;  ist 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  findet  man  die  beiden  Vereinigungspunkte 

7t{xyz)j  n{XYZ)  aus  den  Gleichungen, 

Qnx=:  E^^E^E^  -f-  ^22^13^14  9     —  qNX  =  E^E^^E^  +  E^E^^E^  , 
ny  =  —  E^—.  nxm^  ,  NY  =  E^  —  NXM^  , 

n;j  =  —  E2  —  nxm2  ,  iVZ  =  E^  —  NXM^ 

Das  gefundene  Ergebniss  ist  seiner  Form  nach  an  die  gewählten 
besonderen  Coordinatenaxen  gebunden ;  diese  Einschränkung  soll  zu- 
nächst aufgehoben  werden,  wobei  sich  zugleich  die  Gelegenheit  bieten 
wird,  gewisse  Grenzfälle  mit  zu  erörtern. 


X. 

Man  denke  sich  die  Coordinatenaxen  wiederum  willkürlich  ge- 
wählt und  entsprechend  die  Elemente  der  Determinante  x)^  angesetzt. 
Die  Bedingung,  dass  alle  Unterdeterminanten  ^„^  verschwinden  sollen, 
lässt  sich  nun  auch  in  folgende  Form  kleiden.  Es  werde  mit  den 
vier  Veränderlichen  a?i,  a?2j  ^3?  ^4  und  den  Saß  als  Coefficienten  die 
quadratische  Form 

—  NX{M,,a^,  +  2  M:^j:,x,  +  M,,xf) , 
(«,/?=  1,2,3,4) 

angesetzt.     Das  Verschwinden  der  t>„^  besagt  dann,  dass  die  Form 
R  sich    als   die  Summe    von    nur    zwei  Quadraten    darstellen    lässt. 
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Diese  Eigenschaft    bleibt    erhalten,    wenn  man  mit  der  Form  eine 

lineare  Transformation    vornimmt  oder   statt  der  a?i,  x^^  x.^,  Xj^  neue 
Veränderliche  Z\^  z^^  z^^  Z\  durch  die  Substitution 


Xi  =  a\Zi  +  ß\Z2  ,  X2  =  «2^1  +  ßi^  5 

Xz  =   «3^3  -}-  ß^Zi  ,  X\  =  «4^8  -j-  ßi^^ 


]     029) 


einfuhrt.  Aus  eben  diesem  Grunde  verschwinden  dann  für  die 
transformierte  Form  die  aus  ihren  Coefficienten  gebildete  Determi- 
nante und  deren  Unterdeterminanten  dritter  Ordnung.  Ferner  zieht 
dieses  Verhalten  der  transformierten  Form  die  gleiche  Eigenschaft 
für  die  ursprungliche  Form  nach  sich. 

Die  Transformation  (129)  soll  jetzt  so  gewählt  werden,  dass 

fn^\X\  -f-   2f7)j2^i^2   H~  ''*22^2    =^    —   %Z^Z<i^ 
^33^  +   "i^M^X^X^   +   M^xi  =    —   223^4 

wird.     Dies  findet  statt,  wenn  man  setzt: 


«2V^2  =  — tym(m2  +  ;)2)         ^    ^j|/2  =  tTiw  (m^  +  f) 

«41/2  =  —  tVArtitf^+i"')       >   /?4y2  =  t>^itf(itf2+P2) 
Der  von  den  E^^  abhängige  Theil  in  R  nimmt  die  Gestalt 


(130) 


2  ^aß  ^a  ^ß  =  2^  aß  ^«  ^ß 
a,ß  a,ß 


an,  wo 


Gn  =  EnUißi  +  Exi[a\ßi  .+  «2/^1)  +  E^a2ßi  ^       }     (131) 
^22  ==  Eiißißi  -f-  Eyiißxß^  +  /%/^i)  4*  ^'nßißit 

G33   =    £33«3«3   +   ^S4(«3«4   +   «4«3)  +    ^44«4«4  9 

G34   =    ^33«3Ä  +    £'34(«3/?4    +   «4^)   +    ^44«4A  ,  }        (^  32) 

G44   =   E^ßzßz  +    E^ißzßi  +  ÄA)   +    E^Aßißi  1 

^13  =  ^13«!^  +  ^23«2«3  +  ^14«1«4  +  £'24a2a4  9 
G23  =  E^^ß^a^  +  £23Ä«3  +  ^14  A  «4  +  ^24/?2«4  9 
Gi4   =    ^13«!  ft   +    ^23«2Ä   +    ^14«!  A    +    E^x^^ßi  , 

G24   =    E^^ßißz  +    E^ßlß'6   +    ^ußxßi   +    ^24ÄA- 
Abhandl.  d.  K.  S.  OeMllsch.  d.  WissenRch.    XXXV.  27 


(133) 
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Nennt  man  die  Determinante  der  transformierten  Form  wiederum  t?^, 
so  wird  wegen 


^  = 


G,2 

Gu 


li  =J^  G„ßZ„Zß  —  %nz^z^i  +  ^Nz^z^ , 
1     G21  —  nx  ^     G31  ,    641 

-  nX  ^       U22  1        tj32  9       C^42 

,     G23  ,     G33  ,    G43  +  NX 

,        G24  ,        G34  +  ^^  5       C^44 


(134) 


wo  ^  wegen  C„^  =  G^„  wiederum  symmetrisch  ist.  Da  wir  aus 
dem  Früheren  von  vornherein  wissen,  dass  das  Verschwinden  der 
zehn  neuen  Unterdeterminanten  &a^  nur  auf  eine  von  den  x^  X  freie 
Bedingung  zwischen  den  E^ß  oder  den  G^p  führt,  so  können  wir  für 
die  weitere  Untersuchung  unter  den  ^^„^  eine  beliebige  Wahl  treffen. 
Wir  benutzen  zunächst  die  beiden  Bedingungen 


was  zu  den  beiden  Gleichungen 

0  =  G22(G34  +  NX)^  -  2Go,G^{G^  +  NX) 

+  G33G24  +  G44G23  —  G22G33G44 , 

0  =  Gn{G,,  +  NXy  -  2G,3G,4(G34  +  NX) 

+   ^33^14  +   0^44^13   G11G33G44      , 

fuhrt.     In  derselben  Weise  erhält  man  aus  ^9*33  und  #44 
0  =  G44(Gi2  —  nx)^  —  2G4iG42(Gi2  —  nx) 

+   G11G42  +   G22G41  G44G,iG22  , 

0  =  G33(Gi2  ~  nx)^  —  2G3,G32(G,2  —  nx) 

+  GJ1G32  +  G22G31  —  G33G11G22 . 

Aus  (135)  leitet  man  zunächst  die  Proportion 


(1  35) 


(1 36) 


ab,  wo 


u  = 


(G^  +  NXY  ^  -  2(C„  +  NX)  ^  \_ 

U  VW 

G23G24 ,     G33G24  +  G44G23  —  G22G33G44 

G13G14  ,        G33G?4   +   G44G,3   —  G11G33G44 


V  = 


^'33^24   "T    "44G23  9        "22 

G:\^Gh  +  6446^3  ,      G,i 


w  = 


"^22  ?        "23  "24 

Gi\ ,     G,3Gt4 


(137) 


(138) 


(139) 
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Hieraus  ergiebt  sich  X  und  durch  Indexvertauschung  auch  x  in  der 
Form 

Q/r»        I      ÄTYN  "11"33"24  "T  "11^44^23  —  f^^fizsßu  —  "22^44"13 

^[^u  "T  ^^^)  — r  r  r r  r  r ' 

"ll^23"24   —   "^22^13^14 

O/r.  ^    X    ^11^33^24 ^11^44^23  H"  ^22638^14  ^22^^44^13 

*  l"i2  —  ^^)  —  r  r  r r   r   r  ' 

"ra3"^14"24 "44^13"^23 

Weiter    führt    die    obige  Proportion    zu   der   von  den   a?,  X    freien 

Bedingung 

0  =  <P"  =  vv  —  uw. 

Um  diese  etwas  übersichtlicher  darzustellen,  führen  wir  die  Ab- 
ktirzungen 

-^13  =   (^11^33  "13^13)624  ,       7^23  =  (^22^33  ^23^23)  ^14  1        \ 

t\\  =    (G11G44  014^14)^23  9        A4  =  (G22G44  024^24)613  9         /  (<  *0) 

r  =Z   Gi8G,4G23G24  ' 

ein,  und  erhalten  damit  der  Reihe  nach 

V  =  /^i3G24  +  -^14623  —  AsC^H  A4G13  =  (^^^4)12  +  (A 63)12  1 

UW  =   (/^i3G23  —  /^Gw)  (^'14624  —  A4G14)  +  7X6364)12  (6364)12 

=  (-Tj  63)12  (7^464)  12  +  7^(6364)12(6304)12  , 

^=  1/^364)12+  (7^463)12?-  4(r363)l2(/;64)i2-  47^(6364)12(6364)12,    (1  41) 

^ = [(ir364)i2-  (/^463)i2?  - 4  (7^37^4)12(6364)12  -  47X6364)^2(6364)12 .  (1 42) 
Die  Form  (142)  für  den  Ausdruck  ^  lässt  erkennen,  dass  ^  sich 
nicht  Undert,  wenn  man  mit  den  Indices  die  Substitution 


/1,2,  3,  4\ 
\3,  4,  1,2/ 


vornimmt;  die  Benutzung  der  Gleichungen  (136)  statt  (135)  hätte 
deshalb  genau  denselben  Ausdruck  ergeben.  Damit  ist  die  gesuchte 
Bedingung  für  das  Auftreten  anastigmatischer  ElementarbUschel  in 
der  für  beliebige  Coordinatenaxen  gültigen  Form 

iP=0  (1 43) 

aufgestellt ;  sie  enthält  ausser  den  p,  g,  P,  Q  nur  noch  die  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  des  Eikonals  E{p^q^  P^Q).  Das  Punktepaar  tt,  77 
der  beiden  Spitzen  der  elementaren  Strahlenbüschel  ergiebt  sich  aus 
(139)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen 

t        X      ^V  I        I       ^9  TT  II      X      ^P  rm  V     x     ^^ 

27* 
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In  der  vorstehenden  Rechnung  war  stillschweigend  voraus- 
gesetzt worden,  dass  die  Gleichungspaare  (135)  und  (136)  nur  je 
eine  Wurzel  mit  einander  gemeinsam  haben,  dass  also  längs  des 
betrachteten  Lichtweges  L  nur  ein  einziges  anastigmatisches  Elementar- 
bUschel  auftrete.  Dieser  Fall  ist  in  der  That  als  der  allgemeine  an- 
zusehen, da,  wie  sich  sogleich  zeigen  wird,  das  Vorkommen  von 
zwei  oder  mehr  anastigmatischen  Büscheln  noch  weitere  Bedingungen, 
über  die  in  (143)  enthaltene  hinaus,  erzeugt.  Sollen  längs  L  zwei 
anastigmatische  ElementarbUschel  vorkommen,  so  müssen  wegen  der 
geometrischen  Bedeutung  der  Gleichungen  (1 35)  und  (1 36)  in  beiden 
Gleichungspaaren  zwei  gemeinsame  Wurzeln  auftreten,  es  müssen 
also  die  Gleichungen  jeden  Paares,  von  einem  Factor  abgesehen,  in 
den  Coefficienten  übereinstimmen.     Dies  führt  zu  den  Relationen 


^23^24  ^136^4  ^33^24-1"  ^44^23  ^336^4 -}- 6446^3 

"22  "11  "22  ^11 

^41  G42  G^i  G32  ^11^42+ ^22^41  fillfi32"hfi22^31 

"44  "33  "44  "33 


(1i4) 


Die  in  (137)  und  (138)  mit  u,  v,  w  bezeichneten  Ausdrücke  ver- 
schwinden in  diesem  Falle,  ebenso  der  Ausdruck  ^,  während  die 
in  (139)  für  die  x^  X  aufgestellten  Formeln  die  Form  0  :  0  annehmen. 
Setzt  man  nun  zunächst 

Cii  =  XGisGh  9         G33  =  ^GsiGöi  \       f^i5^ 

G22  =  AG23G24  5        G44  =  fiGiiGi2 ,  i 

so  werden  dadurch  die  vier  Bedingungen  (144)  identisch  erfüllt,  so 
dass  jetzt  an  die  Stelle  der  Bedingung  ^  =  0  die  beiden  Glei- 
chungen treten,  die  aus  (145)  durch  Elimination  von  A  und  ^  ent- 
springen.    Führt  man  die  Abkürzungen 

jT  =  G13G14G23G24 ,         ^  =  G13G24  +  G14G23  (146) 

ein,  so  nehmen  die  quadratischen  Gleichungen  für  die  x^  X  die  Gestalt 

0  =  Ä(G34  +  NX)^  -  2(G34  +  NX)  -f.  ,i{J  -  XfiF)  , 
0  =  /i(Gi2  —  nxY    —  2(G,2  —  nx)   -j-  A  (z/  —  A//r) 

an,  deren  Auflösung  in  den  Formeln 


1/2  =   (i    —   A^  Gi3G24)(1    —  V  G14G23)   , 

A(G,4  +  iVX)  =  1  ±v,        /t(G,2  -nx)  =  \  ±v 


}(147) 
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enthalten    ist.     Um   die   für  die  a?,  X  erhaltenen  Wurzelpaare  x^  x 
und  X',  X"  einander  richtig  zuzuordnen,  kann  man  eine  von  den  noch 
nicht  benutzten  Unterdeterminanten,  z.  B.  die  Bedingung 

heranziehen,  die,  entwickelt,  mit  Rücksicht  auf  (145),   (146),    (147) 
zu  der  Gleichung 


(Gi2  —  wa?)(G34  +  iVX)  =  G,3G24Lti(G,2  -  nx) 

+  A(G3,  +  iVX)  -  2]  + 

führt,  aus  der  sich  ergiebt,  dass  man 


1  —  v^ 


Xfi 


A(G„  +  iVr)  =  1  +  ,.,        Ä(G„  +  NX')  ^\-v,y 
fi{G,i  —  nx')    :=  \  —V,       ^(G«  —  nx")    =  1  +  v    j*^^*^' 

ZU  setzen  hat,  wo  x   und  X   zu  conjugierten  Spitzen  gehören,   und 
ebenso  x"  und  X*. 

Da  die  Gleichungen  (135)  und  (136)  nur  vom  zweiten  Grade 
sind,  so  müssen,  wenn  mehr  als  zwei  Punktepaare  der  verlangten 
Art  längs  eines  Lichtweges  vorkommen  sollen,  deren  unendlich  viele 
vorhanden  sein.  Dies  fordert,  dass  die  vier  Gleichungen  (135)  und 
(136)  für  beliebige  x^  X  erfüllt  sind,  dass  also 

urj!  =   fcr22  =   G33  =  G44  =   0  ,  \ 

G13G14  =  G23G24  =   G13G23  =   G14G34  =0  j 


ist.     Nun  ist  wegen  (133) 


(GlG2)34   = 


^13  «1  +  ^23  «2  1         ^14«!  +  ^24  «2 
^13  A   +   ^23Ä  9         ^\iß\  +  E^ßl 

{El  £'2)34 .  (a/?)i2  .  (a/?)34  =  (^1^2)34 


«3»  «4 

ßz^  ß\ 

(tm»).(titf2). 


Da  die  Determinante  [E^E^^^  ausser  für  Ausnahmestellen  der  Ab- 
bildung, nicht  verschwinden  darf  (vergl.  (68) ),  so  gilt  dies  auch  von 
(GiG2)34.  Setzt  man  nun  z.  B.  wegen  (149)  G^s  gleich  Null,  so 
müssen  G14  und  G23  von  Null  verschieden  sein,  woraus  weiter  das 
Verschwinden  von  G24  folgt.     Man  hat  daher  nach  (149) 


entweder  G,3  =  G24  =  0  oder  G14  =  G23  =  0 . 


(150) 


Die  Ausdrücke  für  -die  x^  X  in  (139)   werden   dann   schlechthin  un- 
bestimmt; an  ihre  Stelle  tritt  die  Beziehung  zwischen  den  conjugierten 
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Xj  X,  die  sich  aus  den  noch  nicht  benutzten  Unterdeterminanten  &aß 
ergiebt.  Nimmt  man  zunächst  den  ersten  der  beiden  Falle  (150) 
an,  so  hat  die  Determinante  &  die  Form 


i>  = 


0  ,     G21  —  na? ,     0  ,  G41 

Gt2  —  no? ,     0  ,     G32  ,  0 

0  ,     G23  ,0  ,  G43  +  iVX 

Gu  ,0  ,     G34  +  iVX,  0 


Die  Unterdeterminanten  //n,  1^22?  ^339  *44  verschwinden  identisch, 
wie  sich  vorhersehen  Hess,  ebenso  verschwinden  1^13  und  *2|  iden- 
tisch, die  anderen  fuhren  dagegen  gemeinsam  zu  der  Gleichung 

0  =  (G12  -  nx){G^  +  NX)  -  G14G23 ,  (151a) 

an  deren  Stelle  für  den  zweiten  Fall  (150)  die  Gleichung 

0  =  (G12  -  na;)(G34  +  NX)  —  G,,G^  (151b) 

tritt. 

Ein  einfaches  Beispiel  für  die  besprochenen  Sonderfälle  liefert 
die  Brechung  an  einer  Kugel.  Bei  dieser  Abbildung  kommen  längs 
jedes  Lichtweges  L,  der  nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
fuhrt,  zwei  Paare  von  anastigmatischen  Elementarbüscheln  vor;  die 
Spitzen  tt,  II  des  einen  Paares  fallen  zusammen  und  liegen  in  der 
Kugeloberfläche,  die  Spitzen  des  anderen  Paares  befinden  $ich  in  den 
bekannten  aplanatischen  Kugeln.  Geht  der  Lichtweg  L  durch  den 
Mittelpunkt,  so  sind  längs  L  unendlich  viele  anastigmatische  Elementar- 
büschel vorhanden. 

Die  bisherige  Untersuchung  benutzte  das  Eikonal  E{p,q^  P^Q)^ 
ist  also  zunächst  nur  fUr  die  Abbildungen  gültig,  die  dieses  Eikonal 
besitzen.  Diese  Einschränkung  soll  jetzt  beseitigt  werden.  Nun 
handelte  es  sich  bei  der  zuletzt  durchgeführten  Entwicklung  darum, 
die  Bedingungen  dafür  aufzusuchen,  dass  ein  Lichtweg  L  von  un- 
endlich vielen  benachbarten  sowohl  im  Objectraume,  als  auch  im 
Bildraume  geschnitten  werde.  Setzt  man  die  Abbildungsgleichungen 
in  der  ursprünglichen  Form 

0  =  «  =  A{h,k,p,q)  -ff,  0  =  ß=B{h,k,p,q)  -  K, 

0=r  =  C{h,k,p,q)  -  P,  0  =  d  =  D{h,k,p,q)  -  Q 

an  und  fuhrt  Tür  die  h^k^H^K  die  Ausdrücke 
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h  :=  y  —  -i-=j/-{-  xmi  ,       k  =z  z =2;  +  xm2 , 

H=Y  —  ^=:Y+  XM3,     K=z  Z—^  =  Z  +  XM4 

iKf  in 

ein,  so  erhall  man  zunächst  die  Bedingungen  dafür,  dass  der  Licht- 
weg L  oder  {p^q^P^Q)  durch  die  beiden  Punkte  n{xyz)  und  n{XYZ) 
hindurchgehe.  Schreibt  man  die  Ableitungen  der  a,  ß^  /,  d  nach  den 
p,  9,  Pj  Q  mit  den  Indices  1,  2,  3,  4  nach  dem  Schema 

da  =  «idp  +  «2^?  +  azdP  +  «idO  , 

so  sind  die  gesuchten  Bedingungen  für  die  anastigmatischen  Elementar- 
büschel dadurch  gegeben,  dass  nicht  nur  die  Determinante 

T]  =  {ccßy  d)i2^  , 
sondern  auch  die  Unterdeterminanten 

D^         dtj         D^         ^       (i  —  i    9.  ^  L\ 
3«.'       3ä'       ön'       3«^/     ^^-^'^"*'*^' 

vorschwinden.  Mit  diesem  Ansatz  lässt  sich  nun  Schritt  für  Schritt 
die  frühere  Rechnung  wiederholen.  Jeder  Gleichung  der  neuen 
Rechnung  entspricht  eine  bestimmte  Gleichung  in  der  früheren  und 
umgekehrt;  der  Uebergang  zwischen  zwei  zusammengehörigen  Glei- 
chungen ergiebt  sich  direct,  wenn  man  die  in  (70)  bis  (75)  ent- 
wickelten Beziehungen  zwischen  den  A,  £,  C,  D  und  den  Eikonalen 
benutzt.  In  Folge  dessen  lässt  sich  auch  das  Endergebniss  der 
neuen  Rechnung  unmittelbar  aus  der  früheren  herübemehmen.  Man 
erhält  zunächst  eine  Bedingung  ^  ==  0,  in  der  ausser  den  Strahlen- 
coordinaten  noch  die  Ableitungen  erster  Ordnung  der  A,  ß,  C,  D 
auftreten,  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  beiden  Büschelspitzen 
77,  n  dagegen  fehlen.  Dazu  treten  dann  noch  die  expliciten  Aus- 
drücke für  die  Orte  der  tt^  77,  ausgedrückt  durch  die  in  ^  vorkom- 
menden Grössen. 

Die  vorstehende  Darstellungsweise  ist  unabhängig  von  der  Vor- 
aussetzung, dass  für  die  betrachtete  Abbildung  eine  bestimmte 
Eikonalform  z.  B.  E{p^q,P^Q)  auch  wirklich  vorhanden  sei.  Der 
obige  Ansatz  ist  sogar  für  die  strahlenweisen  Abbildungen  benutz- 
bar, die  dem  MALus'schen  Satze  nicht  genügen,  also  überhaupt  keine 
Eikonale  besitzen.    Femer  kann  man,  von  der  Darstellung  durch  die 
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A^  ß,  C,  D  ausgehend,  vermittelst  der  Gleichungen  (70)  bis  (75) 
wiederum  jedes  der  sechzehn  Eikonale  einführen,  das  für  die  be- 
trachtete Abbildung  existiert.  Die  aus  der  Benutzung  der  Form 
jB(/),g,  jP,  0)  entspringende  Einschränkung  reduciert  sich  also  darauf, 
dass  man  nöthigenfalls  die  früher  entwickelten  Ausdrücke  vor  ihrer 
Benutzung  durch  den  Uebergang  auf  eine  andere  Eikonalform  zu 
transformieren  hat. 


XL 

Wird  zu  einem  vorgelegten  Eikonal  E{t,  ti,  T,  U)  nach  Anleitung 
des  vorhergehenden  Abschnittes  der  Ausdruck  V^  gebildet,  so  ist  das 
Verschwinden  von  ^  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  längs  des  Lichtweges  (t,  u^  T,  U)  ein  anastigmatisches 
Elementarbüschel  vorhanden  ist.  Sind  ;r,  77  die  Spitzen  dieses 
Büschels  im  Object-  und  im  Bildraume,  so  denke  man  sich  tt  als 
Spitze  eines  homocentrischen  a-Büschels,  dem  dann  im  Bildraume  ein 
bestimmtes  ^-Büschel  nebst  der  entsprechenden  Kaustik  und  dazu- 
gehöriger Wellenschaar  entspricht.  Das  Verschwinden  von  ^  besagt 
nun  auch,  dass  die  einzelnen  Wellen  der  genannten  Schaar  von  dem 
betrachteten  Lichtweg  in  Nabelpunkten  geschnitten  werden.  Das 
Entsprechende  gilt,  wenn  man  zu  einem  homocentrischen  ^-Büschel 
mit  der  Spitze  11  das  conjugierte  a-Büschel  aufsucht. 

Das  zu  einem  bestimmten  Eikonaltypus  £((,  ti,  T,  U)  gehörige  iP 
gestattet  die  Gesammtheit  der  Eikonale  von  diesem  Typus  und  entr- 
sprechend  die  dazugehörigen  Abbildungen  in  drei  grosse  Gruppen 
zu  sondern,  je  nachdem 

1 )  ^  sich  identisch  auf  eine  von  Null  verschiedene  Constante  a 
reduciert, 

2)  ^  identisch  gleich  Null  wird, 

3)  iP"  eine  wirkliche  Function  der  Lichtwegcoordinaten  <,  u, 
T,  U  ist. 

In  dem  ersten  Falle  wird  die  Bedingung  ^  =  0  von  keinem 
Lichtwege  erfüllt;  es  existieren  keine  anastigmatischen  Elementar- 
büschel,  a  fortiori  also  auch  keine  anastigmatischen  Punktepaare. 
Die  Eikonale  dieser  Gruppe  sind  als  die  Lösungen  der  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ^  =  a  definiert. 
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In  der  zweiten  Gruppe  verschwindet  iP"  für  jeden  Lichtweg,  es 
kommt  also  längs  jedes  Lichtweges  ein  anastigmatisches  Elementar- 
bttschel  vor.  Diese  Büschel  und  die  zu  ihnen  gehörigen  Spitzen 
bilden  eine  Mannigfaltigkeit  fi^.  Da  nun  der  Raum  nur  eine  m  von 
Punkten  enthält,  so  muss  jedes  n  die  Spitze  von  unendlich  vielen 
Elementarbüscheln  sein.  Hierbei  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Bilden  die  n  eine  ^  oder  einen  Körper,  so  ist  jeder  Punkt  dieses 
Körpers  die  Spitze  einer  (h  von  ElementarbUscheln.  Das  a-Büschel 
mit  einem  solchen  n  als  Spitze  erzeugt  im  Bildraume  Wellen,  die 
eine  /Ui  von  Nabelpunkten  oder  eine  Nabelpunktcurve  besitzen« 
Bilden  dagegen  die  n  eine  fii  oder  eine  Fläche,  so  ist  jedes  n  die 
Spitze  einer  /12  von  Elementarbüscheln.  Das  homocentrische  Büschel 
mit  einem  solchen  n  als  Spitze  erzeugt  im  Bildraume  Wellen  mit 
einer  fii  von  Nabelpunkten,  d.  h.  diese  Wellen  sind  Kugeln,  und  die 
gedachte  Fläche  der  Punkte  it  Bestandtheil  eines  anastigmatischen 
Flächenpaares.  Der  Fall,  dass  die  n  sich  auf  eine  (h  oder  fj^  redu- 
eieren,  kann  bei  der  vorliegenden  Gruppe  nicht  eintreten,  da  sonst 
die  Mannigfaltigkeit  der  anastigmatischen  Elementarbüschel  höchstens 
eine  fi^  wäre.  Dagegen  kann  der  Ort  der  Punkte  it  ausser  den 
genannten  Körpern  oder  Flächen  sehr  wohl  noch  isolierte  Gurven 
oder  Punkte  enthalten. 

Um  zu  entscheiden,  welcher  von  den  beiden  erörterten  Fällen 
jedesmal  eintritt,  hat  man  sich  zu  erinnern,  dass  bei  der  früheren 
Untersuchung  neben  dem  Ausdrucke  iP  die  Orte  der  tt,  /Z  in  der 
Parameterdarstellung 

x  =  a[t,u,T,lJ),      y  =  ß{t,u,T,U)    ,      z  =  r{t.u,T,U)   ,     (152) 
X  =  ^(<,M, T,V),      Y  =  B{t,u,T,U)  ,     Z=z  r[t, M,  T,  V)       (1 53) 

erhalten  wurden.  Sollen  nun  die  Spitzen  n  der  ElementarbUschel 
eine  Fläche  bilden,  was  nach  dem  Obigen  die  gleiche  Eigenschaft 
für  die  /7  nach  sich  zieht,  so  dürfen  in  den  Functionen  a,  /?,  y  die 
vier  Veränderlichen  <,  u,  T,  V  nur  in  zwei  Verbindungen  auftreten, 
es  müssen  daher  die  vier  Functionaldeterminanten  der  a,  /?,  y^  gebildet 
nach  je  drei  von  den  Veränderlichen  f,  ti,  T,  t/,  identisch  verschwin- 
den. Von  den  vier  so  entstehenden  Gleichungen  sind  zwei  eine 
Folge  der  übrigen;  zu  der  Bedingung  ^=0  treten  also,  wenn 
anastigmatische    Flächen    vorkommen    sollen,     noch    zwei     weitere 
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hinzu.  Da  die  Functionen  «,  /?,  y  in  (152)  die  Ableitungen  des 
Eikonals  bis  zur  zweiten  Ordnung  enthalten,  so  stellen  die  Zusatz- 
bedingungen zwei  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  dar,  die 
zusammen  mit  der  Gleichung  zweiter  Ordnung  4^  =  0  die  Eikonale 
mit  anastigmatischen  Flächen  definieren. 

In  der  dritten  der  oben  genannten  Gruppen  kann  ^  nur  für 
gewisse  Lichtwege  verschwinden,  die  eine  ^3  bilden.  Die  Spitzen  n 
können  eine  (x^  oder  (jui  oder  /^i,  die  anastigmatischen  Punkte  da- 
gegen höchstens  eine  //i  bilden.  Das  Vorkommen  anastigmatischer 
Flächen  ist  also  bei  dieser  Gruppe  ausgeschlossen. 

In  der  vorstehenden  Erörterung  fehlen  die  anastigmatischen 
Körper.  Sie  gehören,  wie  man  leicht  sieht,  als  Grenzfall  in  die 
zweite  Gruppe  und  treten  auf,  wenn  in  (152)  der  Ausdruck  für  x 
schlechthin  unbestimmt  wird. 

Die  Bedingungen  für  das  Auftreten  anastigmatischer  Flächen 
sind  ziemlich  verwickelt;  schon  der  Ausdruck  ^  ist  nicht  ganz  kurz, 
während  die  früher  in  (1 1 4)  gegebene  Parameterdarstellung  für  diese 
Klasse  von  Eikonalen  einfach  genug  ausfällt.  Bei  dem  für  die  Optik 
wichtigsten  Falle  anastigmatischer  Ebenenpaare  kommt  man  allerdings 
auf  übersichtliche  Gleichungen.  Die  in  (106)  bis  (109)  gegebene 
explicite  Darstellung  zeigt,  dass  bei  den  Formen  [1],  [4],  [13],  [16] 
das  Eikonal  E{t^UjT^U)  den  drei  Bedingungen 

_  d^E  _    d^E    _  d^E 

zu  genügen  hat,  sobald  die  Coordinatenaxen  passend  gewählt  wer- 
den. Uebrigens  gehören,  wenn  man  zu  der  Theorie  der  optischen 
Instrumente  übergeht,  die  dabei  zu  überwindenden  Schwierigkeiten 
einem  wesentlich  anderen  Aufgabenkreise  an,  als  der  bisher  behan- 
delte war.  Da  dieser  Gegenstand,  so  weit  ich  erkennen  kann,  eine 
eigene,  ziemlich  weitschichtige  Untersuchung  für  sich  erfordert,  so 
beschränke  ich  mich  darauf,  ihn  nur  kurz  zu  streifen.  Es  treten 
dabei  Fragen  auf,  wie  die  folgenden: 

lässt  sich  jede  strahlenweise  Abbildung  durch  optische  Hülfsmittel, 
d.  h.  durch  Brechungen  (und  Spiegelungen)  verwirklichen; 

welches  sind  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Eikonale,  die 
aus  einer,  aus  zwei,  aus  drei  u.  s.  w.  Brechungen  entspringen ; 
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welches  sind  die  Eigenschaften  der  Eikonalc,  wenn  es  sich  im 
Besonderen  um  die  Brechung  an  centrierten  Kugelflächen  handelt; 
besitzt  die  Zahl  der  in  die  Eikonale  eingehenden  constanten  Para- 
meter einen  Grenzwerth  oder  geht  sie  mit  wachsender  Zahl  der 
Brechungen  über  alle  Grenzen. 

Die  Erledigung  solcher  und  ähnlicher  Fragen  ist  nothwendig, 
wenn  man  in  der  allgemeinen  Theorie  der  optischen  Systeme  über 
den  gegenwärtigen  Stand  wesentlich  hinauskommen  will.  So  lange 
die  praktische  Optik  bei  der  Zusammensetzung  einer  grösseren  Zahl 
von  Brechungen  auf  den  zur  Zeit  allein  gangbaren  Weg  des  nume- 
rischen Ausprobierens  angewiesen  ist,  sind  die  thatsächlich  erreichten 
Erfolge  wesentlich  das  Ergebniss  einer  durch  Geschicklichkeit  und 
lange  Uebung  erworbenen  Kunst,  die  sich  der  Einzelne  immer  erst 
neu  anzueignen  hat,  die  aber  nicht,  wie  auf  anderen  theoretisch  voll- 
ständig durchgearbeiteten  Gebieten,  in  Form  eines  Gebäudes  von 
fertigen  und  allgemein  gültigen  Lehrsätzen  überliefert  werden  kann. 
Unzweifelhaft  beruhen  die  Leistungen  der  heutigen  Mikroskop-  und 
Camera-Objective  auf  der  unbewussten  Innehaltung  bestimmter,  all- 
gemeiner Gesetze,  deren  strenge  Formulierung  erst  die  Einsicht  in 
den  wahren  Grund  des  erzielten  Erfolges  verschaffen  würde.  Ein 
Beispiel  hierfür  ist  der  von  Abbe  geführte  Nachweis,  dass  in  der 
Optik  der  Sinussatz  bereits  vor  seiner  Auffindung,  also  unbewusst, 
befolgt  worden  ist^). 

Nach  diesen  Bemerkungen  mögen  noch,  um  den  Gebrauch  des 
Eikonals  zu  zeigen,  einige  Anwendungen  auf  besondere  Fälle  be- 
handelt werden. 


xn. 

Als  erstes  Beispiel  soll  die  Brechung  an  einer  Fläche  unter- 
sucht werden.  Statt  jedoch  die  Gleichungen  hierfür  direct  aufzu- 
stellen, wollen  wir  zunächst  die  Bedingungen  dafür  aufsuchen,  dass 
bei  einer  strahlenweisen  Abbildung  die  beiden  Bestandtheile  a  und  J^' 
eines  Lichtweges  einander  stets  schneiden.  Lässt  man  das  Axen- 
system  [XY Z)  für  den  Bildraum  Jl  mit  dem  Axensystem  {xyz)  von 


ij  Siehe  die  Bemerkung  bei  Czapski  Seite  103  oben. 
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ro  zusammenfallen,  so  mUssen  zwischen  dem  Strahlendurchschnill  {vyz) 
und  den  Strahlencoordinaten  A,  ft,  p,  q  und  //,  ÜT,  P,  Q  die  Gleicbuogen 

"  *  (155) 


■'  "^'i  «+'*' 

i 

bestehen,  woraus 

"-"-^i--^^  •'-"-'[i- 

Ml 

II      h        K      k 

""-  p         P-  q         Q 
m       M        m       M 

(lööj 


folgt.  Benutzt  man  das  Eikonal  E{p,  q,P,Q)  uad  setzt  die  Abbiklirngs- 
gleichuDgen 

an,   so  erhält  man  aus  (156)   für  E  die   lineare  Differentialgleichung 

Führt  man  die  neuen  Veränderlichen 

e  =  NM—nm,     f=NP  —  np,     g  =  NQ  —  nq 

ein,  so  lässt  sich  E  als  Function  von  ß,  /',  g  und  von  einer  der  ur- 
sprünglichen Veränderlichen,  z.  B.  p,  in  der  Form 

darstellen.     Die  Differentialgleichung  für  q)  ninmit  dann  die  Form 

*^(^-^)=« 

dp\m       MI 

an,  d.  h.  q>  darf  p  nicht  explicite  enthalten,  sondern  nur  die  drei 
Grössen  e, /',  j/.  Umgekehrt,  wenn  das  Eikonal  die  Form  q>{e^t\g) 
besitzt,  so  schneiden  die  conjugierten  Strahlen  einander.  Denn  bildet 
man  mit 

E{p,q,P,Q)  =q>{e,l\g) 

die  Abbildungsgleichungen 
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. 1  ^E p  d(p      d(p        , 1  dE q  dtp      d(p 

~       n  dp  ~        m  de       df  ^  n  dq   ~        mde'^dg^ 


(157) 


NdP  Mde   '    df      —      NdQ~        Mde^dg 

und  setzt  die  A,  k^  H,  K  in  (156)  und  (155)  ein,  so  liefern  die  je 
zwei  Ausdrücke  für  die  a?,  y,  z  übereinstimmend  dieselben  Werthe, 
nämlich 

dw  dw  dw 

Die  vorstehenden  Gleichungen  (158)  deßnieren  den  Ort  der  Punkte 
II{xyz),  in  denen  sich  die  beiden  conjugierten  Strahlen  jedes  Licht- 
weges schneiden.  Da  die  Gesammtheit  der  Lichtwege  eine  fii,  die 
durch  einen  Punkt  möglichen  Strahlen  aber  eme  fi2  bilden,  so  ist  der 
Ort  der  Punkte  77  eine  fi3  oder  eine  ^12* 

Sind  die  Gleichungen  (158),  wie  zunächst  vorausgesetzt  werden 
soll,  nach  den  e,  /*,  g  von  einander  unabhängig,  lassen  sich  also  die 
e,  /*,  g  aus  (158)  durch  die  o?,  y,  z  ausdrücken,  so  ist  II  =1  fx^.  In 
diesem  Falle  kann  sich  der  Ausdruck 

nicht  identisch  auf  eine  Gonstante  c  reducieren.  Denn  sonst  wären 
wegen  der  Identität 

der  Ausdruck  g)  —  c  eine  homogene  Function  erster  Ordnung  der 
e,  /*,  g  und  die  rechten  Seiten  in  (1 58)  homogene  Functionen  nullter 
Ordnung,  also  als  Functionen  der  beiden  Quotienten  f :  e  und  g :  e 
darstellbar.  Dies  widerspräche  aber 'der  vorausgesetzten  Auflösbar- 
keit des  Systems  (158).     Denkt  man  sich  in  (159)  oder  in 

T  —  ex  -jr  fg  +  9^  —  9 

die  e,  /*,  g  durch  die  x,  y,  z  ausgedrückt  und  die  Function  r{Xf  y,  z) 
gebildet,  so  ist  wegen  (1 68) 

dr^x^y^z)  =  edx  J-  f^^  '^ 

In  der  Flächenschaar  ..4. 


• '  t 
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"^{^^Vy^)  =  conslans 
sind  also  für  die  durch  den  Punkt  JI{xyz)  hindurchgehende  Fläche 
die  Richtungscosinus  der  Normale  proportional  zu  den  e,  /*,  g. 

Durch  jeden  der  betrachteten  Strahlendurchschnitte  77  geht  eine 
fii  von  Strahlen  oder  eine  Schaar  hindurch.  Es  sei  n[xQyQ%^  oder 
kürzer  TIq  ein  behebiger  dieser  Durchschnittspunkte.  Man  lege  durch 
FIq  die  T- Fläche,  bestimme  aus 

für  die  e,  /*,  g  das  Werthesystem  «o  ?  /o »  ffo  i  dann  sind  die  Richtungs- 
cosinus der  Flächennormale  in  Uq  proportional  den  eo,  /o,  ^fo-  Die 
Schaar  der  Lichtwege,  für  die  IIq  gemeinsamer  Strahlendurchschnitt 
ist,  wird  durch  die  Gleichungen 

iVJIf  —  nm  =  Co ,     NP  —  np  =  [qj     NQ  —  nq  z=.  g^ 

bestimmt,  d.  h.  die  conjugierten  Strahlen  der  Schaar  verhalten  sich 
so,  als  ob  in  fl^  eine  Brechung  mit  den  Brechungsindices  n,  N  und 
mit  der  Flächennormale  als  Einfallsloth  stattfände;  femer  sind  die 
Strahlen  symmetrisch  um  das  Einfallsloth  herum  angeordnet,  bilden 
also  Kreiskegel. 

Sind  dagegen  die  rechten  Seiten  in  (1 58)  von  einander  abhängig, 
so  reduciert  sich  der  Ort  der  Strahlendurchschnitte  TI  auf  eine  ge- 
wisse Fläche  d>,  deren  Gleichung  in  o?,  y,  z  sich  aus  (158)  durch 
die  Elimination  der  e,  /*,  g  ergiebt;  jeder  Amkt  U  in  dieser  Fläche 
ist  dann  gemeinsamer  Strahlendurchschnitt  für  ein  Büschel  von  Licht- 
wegen. Dieses  Büschel  lässt  sich  folgendermassen  in  Ereiskegel- 
schaaren  zerlegen.  Zu  einem  gegebenen  Punkte  /7o  in  0  gehört 
eine  fi\  von  Werthesystemen  der  e^f^g^  die  den  Gleichungen  (158) 
genügen.  Ist  eoj  foj  go  eine  beliebig  herausgegriffene  Lösung  von 
(158),  so  bestimmen  die  Gleichungen 

NM  —  nm  =  Co  1     NP  —  np  =  f^,     NQ  —  nq  =^  g^ 

eine  Schaar  von  Lichtwegen  mit  dem  gemeinsamen  Strahlendurch- 
schnitt //q.  Die  conjugierten  Strahlen  dieser  Schaar  verhalten  sich 
wiederum  so,  als  ob  in  /7o  eine  Brechung  mit  den  Indices  n,  N  um 
ein  Einfallsloth  herum  stattfinde,  dessen  Richtungscosinus  den  Grössen 
^«»1  /oj  f/ü  proportional  sind.  Diese  Einfallslothe  sind  nun  im  Allgemeinen 
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von  einander  verschieden  und  bilden  selber  eine  Schaar.  Sollen 
aber  die  Lothe  alle  zusammenfallen,  wie  dies  bei  der  Brechung  an 
einer  einzigen  Fläche  nöthig  ist,  so  müssen  alle  zu  einem  Punkte  IIq 
gehörigen  Lösungen  von  (158)  einander  proportional  sein,  d.  h.  die 
rechten  Seiten  von  (1 58)  dürfen  nur  die  Verhältnisse  der  e,  /*,  g  ent- 
halten, müssen  also  in  den  e,  /*,  g  homogen  nullter  Ordnung  sein. 
Die  Function  (f  wird  dann,  von  einer  additiven  Gonstante  abgesehen, 
homogen  erster  Ordnung.    Damit  haben  wir  folgenden  Satz  gewonnen : 

Ist  E{p,q^P^Q)  das  Eikonal  für  die  Brechung  an  einer  Fläche, 
so  lässt  es  sich,  wenn  die  Coordinatenaxen  für  Object-  und  Bildraum 
zusammenfallen,  in  der  Form 

E{p,q,P,Q)=,p{e,f,g)  (162) 

darstellen,  wo  (p,  von  einer  additiven  Constanle  abgesehen,  eine  homogene 
Function  erster  Ordnung  der  drei  Grössen 

e  =  Nm  —  nm,     f=NP—np,     g  =  NQ  —  nq      (163) 

bedeutet;  die  brechende  Fläche  selber  ist  durch  die  Gleichungen 

x-^^        v-^         z-^  f1641 

"^  ~  de'       ^  ~  df  dg  ^^^*^ 

bestimmt.     Dieser  Satz  gilt  auch  umgekehrt. 
Als  Beispiel  wollen  wir  den  Ausdruck 

E{p,q,P,Q)  =  v{e,f,g)  =  ae  +  ßJ  (165) 

wählen,  wo  die  a,  ß  Constanten  bedeuten  und  die  Grösse  J  durch 
die  Gleichung 

bestimmt  ist.  Das  Vorzeichen  von  J  soll  mit  dem  von  N  —  n  über- 
einstimmen, d.  h.  in  der  Gleichung 

soll  die  Wurzel  immer  positiv  genommen  werden.  Da  (p  in  den 
e,  f,  g  homogen  erster  Ordnung  ist,  so  haben  wir  es  mit  dem  Eikonal 
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der  Brechung  an  einer  einzelnen  Fläche  und  den  Brechungsindices 
n,  N  zu  thun.  Die  Flächengleichung  erhalten  wir  nach  (164)  in  der 
Gestalt 

x-a+   j  ,       y  -   j  .       ^-j' 
woraus 

folgt,  d.  h.  die  brechende  Fläche  ist  eine  Kugel  mit  dem  Radius  +  /?, 
ihr  Mittelpunkt  liegt  ^uf  der  a;-Axe  und  besitzt  die  Abscisse  a.  Da 
es  sich  bei  Linsenflächen  immer  nur  um  Kugelabschnitte  handelt, 
setzen  wir,  um  die  Formel  für  diesen  Fall  aufzustellen,  fest,  dass 
die  Abscissen  x  in  der  Richtung  der  Lichtbewegung  wachsen  sollen ; 
für  die  M,  m  kommen  dabei  immer  nur  positive  Werthe  in  Betracht. 
Für  den  Lichtweg  in  der  a;-Axe  hat  man  dann 

M=m  =  +1,  f=g=0, 

e  =  N  —  n,  J  =  N  —  n, 

woraus  die  Scheitelabscisse  gleich  «  +  /?  folgt.  Setzt  man  den 
Krümmungsradius  q  des  brechenden  Kugelabschnitts  positiv  oder 
negativ  an,  je  nachdem  die  Fläche  ihre  hohle  Seite  nach  der  Rich- 
tung der  wachsenden  oder  abnehmenden  x  wendet,  so  wird 

Das  betrachtete  Eikonal  lässt  sich  also  in  der  Form 

E{p,q,P,Q)={a+Q)e  —  QJ     '  (167) 

schreiben,  wo  a  die  Scheitelabscisse,  a  -f-  (>  die  Mittel punktsabscisse 
und  (>  der  Krümmungsradius  ist. 

Handelt  es  sich  um  die  Zusammensetzung  zweier  Brechungen 
zwischen  den  drei  an  einander  grenzenden  Medien  cot,  0)2,  0)3,  so 
hat  man,  wenn  den  Brechungsexponenten  n  und  den  Richtungs- 
cosinus m,  p,  q  für  die  einzelnen  Räume  die  Indices  1,  2,  3  angehängt 
werden,  zunächst  den  Ausdruck 

/'  z=  (p{n2m2  —  nimi,  n2p2  —  Wi^i?  »2^2  —  »i^i) 

-|-  %p{fhfnz  —  »2»W2,  nzpz  —  n^pi^  n^qz  —  n-iqi) 

anzusetzen,  wo  die  <p,  \p  homogene  Functionen  ihrer  Argumente  sind. 
Die  Elimination  von  p^  und  92  mittelst  der  Bedingungen 
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verwandelt  dann  r  in  das  Eikonal  E{pi^qi^jh^qz)  der  aus  den  beiden 
Brechungen  zusammengesetzten  Abbildung.  In  ähnlicher  Weise  ist 
nach  dem  Früheren  zu  verfahren,  wenn  beliebig  viele  Brechungen 
zusammengesetzt  werden  sollen.  So  lange  über  die  brechenden 
Flächen  nichts  Näheres  festgesetzt  ist,  hat  man  die  qp,  i/;,  .  .  .  als 
willkürliche  Functionen  anzusehen.  Will  man  nun  die  gemeinsamen 
charakteristischen  Eigenschaften  für  die  auf  zwei,  drei,  u.  s.  w. 
Brechungen  beruhenden  Abbildungen  auffinden,  so  hat  man  die  will- 
kürlichen Functionen  und  die  Veränderlichen  p,  q  der  Zwischen- 
medien zu  eliminieren,  was  auf  partielle  Differentialgleichungen  führt. 
Die  Elimination  der  willkürlichen  Functionen  lässt  sich  ohne  grosse 
Schwierigkeit  durchführen,  dagegen  ist  es  mir  nicht  gelungen,  selbst 
in  dem  Falle  von  zwei  brechenden  Umdrehungsflächen  mit  gemein- 
samer Axe,  die  Endformeln  in  eine  hinreichend  geschmeidige  Gestalt 
zu  bringen,  und  es  scheint  darnach,  dass  man  bei  der  Aufsuchung 
allgemeiner  Beziehungen  darauf  angewiesen  ist,  die  Zwischenvariablen 
beizubehalten.  Uebrigens  empfiehlt  es  sich  auch  in  dem  Falle,  wo 
die  brechenden  Flächen  vollständig  bekannt  sind,  die  Formeln  so  zu 
stellen,  dass  die  geforderten  Eliminationen  nicht  analytisch,  sondern 
numerisch  ausgeführt  werden.  Ist  z.  B.  ein  gewöhnliches  Linsensystem 
mit  centrierten  Eugelflächen  und  den  einzelnen  Medien  Wj,  0)2,  .  .  .  eo^ 
gegeben,  so  lege  man  die  a?-Axen  in  die  Figuraxe  des  Systems  und 
lasse  die  Grundebenen  der  einzelnen  Räume  zusammenfallen.  Die  Eiko- 
nale  £{(0^(02),  E{(020}^)^  .  .  .  der  einzelnen  Brechungen  sind  dann  nach 
(1 67)  anzusetzen.  Hängt  man  den  Grössen  w,  A,  ft,  p,  q  die  Nummern 
ihrer  Medien  als  Index  an,  so  erhält  man  zunächst  die  Gleichungspaare 

_   dE{0}^C02}  _dE{w^(02) 

I.  fljrl'j     —  -^  ,  —    '»^/vj    — 


U.  «2  «2   :r-  ,  n2^2   =r- 

Cp.,  Oq^ 

III :       _  n,h,  =  ^J^  ,  -  uA  -  ^^^ 

u.  s.  w. 

Abhandl.  d.  K.  S.  GeMlIieh.  d.  Wiuenacli.    XXXV.  gg 


(168) 


1  ^ 
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Um  den  Verlauf  eines  im  ersten  Medium  gegebenen  Strahles  zu  ver- 
folgen, hat  man  aus  J  mit  den  gegebenen  h^^ki^p^^q^  die  Grössen 
P2992  ^u  suchen  und  aus  II  damit  h2^k2  zu  berechnen;  aus  III  und 
IV  folgt  dann  der  Reihe  nach  ebenso  ^3,  53,  A3,  ^3,  u.  s.  w.  Bringt 
man  die  in  (1 68)  geforderten  Auflösungen  und  Substitutionen  durch 
Einfuhrung  passender  Hülfsgrössen  auf  eine  für  die  numerische  Rech- 
nung schickliche  Form,  so  gelangt  man  zu  bekannten  Rechnungs- 
vorschriften für  Strahlen,  die  nicht  in  einer  Axenebene  liegen.  Ob 
man  dabei  die  trigonometrische  oder  die  rein  algebraische  Form  der 
Rechnung  wählt,  ist  im  Grunde  genommen  Geschmackssache.  In 
dem  nachstehenden  algebraischen  und  leicht  zu  verificierenden 
Formelsystem  ist  die  Aufgabe   gelöst  für   die  Abbildung  (167)  oder 

E{p,q,P,Q)  =  (a  4-  q){NM  -  nm)  —  pJ, 
P  =  iV2  +  n^  _  2iVn(Mm  +  Pp  +  Qq) 

zu  gegebenen  A,  A,  p,  q  die  tf,  ÜT,  P,  Q  zu  finden.  Die  Gleichungen 
sind  dabei  so  angesetzt,  dass  mit  einer  vorgeschriebenen  logarith- 
mischen Stellenzahl  die  grösstmögliche  Schärfe  der  Endwerthe  er- 
reicht wird,  dass  also  die  Genauigkeitsverluste,  die  bei  einfacher 
aussehenden  Formeln  eintreten  können,  vermieden  sind;  die  End- 
gleichungen geben  direct  die  Aenderungen,  die  die  A,  A,  p,  q  durch, 
die  Brechung  erleiden.  Also  gegeben  A,  A,  p,  (/,  damit  rechnet  man 
der  Reihe  nach 


1        j  'I         '* 

nr  =  1  —  p^  —  q- , 

bi  -r  fci 
M 
m 

aJ  i\-n  f  +  f  S  -n  ^  f. 
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Hierzu  tritt  die  ControlgleichuDg 

n{hq  —  kp)  =  N{HQ  —  KP). 

Will  man  auf  einem  bereits  durchgerechneten  Lichtwege  die 
Brennlinien  bestimmen,  so  gestaltet  sich  bei  Anwendung  des  Eikonals 
die  Rechnung  folgendermassen.  Man  differentiire  die  Gleichungen 
(168),  indem  alle  Coordinaten  als  veränderlich  betrachtet  werden. 
Die  Coefficienten  der  Differentiale  sind  dann  bekannte  numerische 
Grössen,  und  die  Elimination  der  zu  den  Zwischenmedien  gehörigen 
dh^  dky  dp^  dq  bietet  wegen  der  besonderen  Form  der  Gleichungen 
keine  erheblichen  Schwierigkeiten.  Nach  beendeter  Elimination  er- 
halt man  für  die  dh^  dk,  dp^  dq  der  beiden  Endmedien  coi  und  co^ 
Gleichungen  von  der  Form 

—  nirfAi  =  JS:„dp,  +  E^^dqi  +  E^^dp,  +  E^^dq, , 

—  n^dk^  =  E^^dp^  +  E^dq^  +  E^^dp,  +  E^^dq, , 
n^dK  =  E^^dpi  +  Eyidq^  +  A^gdp,  +  E^^dq, , 
n,dK  =  E^^dpi  +  E^^dq^  +  £'43^^,  +  E^^dq^, 

wo  die  E„ß  zugleich  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  des 
Eikonals  E{pi^q^^pr^q^)  der  zusammengesetzten  Abbildung  sind.  Mit 
diesen  Ableitungen  sind  aber  die  Grössen  gegeben,  die  man  in  die 
Gleichung  der  Brennlinienorte  (122)  einsetzen  muss. 

Will  man  die  Aenderungen  der  Brennlihien  untersuchen,  die  bei 
der  Vei*schiebung  eines  Lichtweges  eintreten,  so  muss  man  die  Ab- 
leitungen dritter  Ordnung  des  Eikonals  kennen.  Die  Fortsetzung  dieser 
Betrachtungsweise  führt  zu  der  Aufgabe,  für  das  Eikonal  die  Potenz- 
reihenentwicklungen nach  seinen  Veränderlichen  aufzustellen.  Solche 
Reihenentwicklungen  sind  bisher  vorzugsweise  benutzt  worden,  um  bei 
sphärischen  Linsensystemen  die  sogenannten  Aberrationen  rein  analy- 
tisch darzustellen.  Die  Mängel,  die  diesem  Verfahren  anhaften,  sind 
bekannt.  Die  Gruppen  von  Gliedern  einer  bestimmten  Ordnung  werden 
mit  wachsender  Ordnungsnunmier  rasch  ausserordentlich  weitläufig; 
ferner  lässt  sich  aus  der  analytischen  Ordnungsnummer  eines  Gliedes 
nicht  immer  ein  Schluss  auf  seine  numerische  Grössenordnung  ziehen. 
Der  erstgenannte  Uebelstand  liegt  in  der  Natur  der  Sache.  Der  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Strahlen  im  ersten  und  letzten  Medium  führt 
schon  nach  wenigen  Brechungen  auf  complicirte  algebraische  Gebilde ; 
dementsprechend  ist  die  Kaustik,  die  ein  homoccntrisches  a-Büschel  im 

28* 
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Bildraume  erzeugt,  eine  algebraische  Fläche  mit  verwickelten  Singulari- 
täten,  und  man  kann  geradezu  sagen,  dass  die  Kunst  der  Optiker  dahin 
ziele,  solche  Singularitäten  in  einen  möglichst  engen  Raum  zusammen- 
zudrängen. Stellt  man  sich  die  Aufgabe,  übersichtlichere  Entwick- 
lungsformen aufzufinden,  so  müssten  diese  der  besonderen  Natur 
der  darzustellenden  Beziehungen  angepasst  sein;  dazu  gehört  aber 
eine  vollständigere  Einsicht  in  die  allgemeinen  und  wesentlichen 
Eigenschaften  dieser  Beziehungen,  als  wir  sie  zur  Zeit  besitzen.  Der 
Nutzen  der  Potenzreihenentwicklungen  und  ihrer  nächsten  Abkömm- 
linge ist  deshalb  auf  die  Fälle  beschränkt,  wo  die  zu  untersuchen- 
den Aenderungen  eines  Lichtweges  innerhalb  eines  geringen  Spiel- 
raumes bleiben.  Da  die  Betrachtung  dieser  Fälle  immerhin  als  eine 
Annäherung  von  Werth  ist,  so  möge  noch  gezeigt  werden,  wie  sich 
für  centrierte  Abbildungen  die  Sache  gestaltet,  wenn  man  das  Eikonal 
in  eine  Potenzreihe  entwickelt  und  von  dieser  die  Anfangsglieder 
benutzt. 

XIII. 

Üie  beiden  auf  einander  abgebildeten  Räume  co,  Jl  seien,  wie 
früher,  jeder  auf  sein  eigenes  Axensystem  [xyz)^  {XY Z)  bezogen. 
Einem  Lichtwege  mit  den  beiden  Bestandtheilen  a,  2^"  werde  eine 
gewisse  Bewegung  ertheilt,  die  die  beiden  Strahlen  in  die  Lage 
a,  -^"  überführt,  und  zwar  soll  die  Bewegung  für  a  aus  einer 
Drehung  um  die  x-Pi\Q  mit  dem  Drehungswinkel  (f  bestehen.  Soll 
nun  die  entsprechende  Bewegung  von  ^  ebenfalls  eine  Drehung 
sein,  und  zwar  um  die  X-Axe  und  mit  demselben  Drehungswinkel  (p^ 
so  müssen  selbstverständlich  gewisse  Bedingungen  sowohl  für  die 
Abbildung,  als  auch  für  die  Lage  der  Coordinatenaxen  erfüllt  sein. 
Sind  diese  Bedingungen  allgemein,  d.  h.  für  jeden  Strahl  a  und  für 
jeden  Werth  von  <p,  erfüllt,  so  wollen  wir  die  Abbildung  »centriert« 
nennen;  die  x-  und  X-Axen  sind  dabei  die  »Centrieröngsaxen«.  Das 
einfachste,  aber  nicht  das  einzige  Beispiel  von  solchen  Abbildungen 
sind  die  Linsensysteme,  bei  denen  die  Brechungen  an  coaxialen 
Umdrehungsflächen  erfolgen. 

Bei  den  nachstehenden  Betrachtungen  über  centrierte  Abbildungen 
legen  wir  die  Axen  der  x^  X  immer  in  die  Centrierungsaxen.  Ist  der 
Lichtweg     (o'-^")     aus     dem    Lichtwege    [<J  S)     durch    die    vorhin 
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betrachtete  Drehung  von  der  Grösse  (p  entstanden,  und  bezeichnet 
nun  ferner  die  Coordinaten  von  a ,  2"  durch  Accente,  so  bestehen 
die  Gleichungen 

Ä'  =  A  cos  (p  —  k  sin  r/  ,  p  =:  p  cos  q)  —  q  sm  (p  , 

K  =  A  sin  (/)  -j-  fe  cos  y  ,  q   =^  p  s\x\  q  -\-  q  cos  q  , 

W  =  H  cos  q  —  K  sin  ^  ,  P'  :=  P  cos  ^  —  Q  sin  q^ 

K'  =  jff  sin  q  -|-  Ä^cos  9 ,  •  0'  =  P  sin  qp  -|-  0  cos  y , 

vorausgesetzt,  dass  im  Bildraume  die  positiven  Richtungen  der  Seiten- 
axen  passend  gewählt  werden.  Würde  man  im  Bildraume  die 
Richtungen  +  Y,  —  Y  oder  +  Z,  —  Z  mit  einander  verlauschen, 
so  hatte  man  in  den  Gleichungen  für  die  H\  K\  F,  Q'  an  Stelle 
von  q)  den  entgegengesetzten  Werth  —  q  zu  schreiben.  Wegen  der 
Centrierung  der  Abbildung  müssen  die  Abbildungsgieichungen  bei  Ein- 
führung der  Ä',  k\  .  .  .  statt  der  h^  k,  .  .  ,  ihre  ursprüngliche  Form 
wieder  annehmen.  Das  Gleiche  gilt  von  dem  Eikonal  E{p^  q^  P,  0), 
das  also  die  vier  Veränderlichen  nur  in  solchen  Verbindungen  ent- 
halten darf,  die  sich  durch  die  obige  Transformation  nicht  andern. 
Setzen  wir  nun  voraus,  was  für  die  optischen  Anwendungen  immer 
zutrifft,  dass  die  Abbildung  in  der  Umgebung  des  Lichtweges 

p  =  q=:  P=Q=0 

sich  regulär  verhalte,  also  keine  Unstetigkeiten  aufweise,  so  ist 
ß(p,  5,  P,  0)  nach  Potenzen  der  p,  q.  P,  0  entwickelbar.  Schreiben 
wir  dementsprechend 

fc    1=    G(,  -{-   (f|  -}-    "2  ~I"  *    '    '  ? 

wo  in  G„  alle  Glieder  von  der  Dimension  u  zusammengefasst  sind, 
so  muss  sich  jedes  einzelne  G  ebenso  wie  E  verhalten,  d.  h.  es 
nimmt  bei  dem  Uebergange  auf  die  A',  fe', . . .  die  ursprüngliche  Form 
wieder  an.  Diese  Eigenschaft  lässt  sich  auch  so  aussprechen:  wenn 
in  6„  die  Substitution 

p  1=  r  cos  s ,     ^  =  r  sin  Ä  ,     P  =  jß  cos  S ,     Q  =:  R  sin  S 

vorgenommen  wird,  so  enthält  G  ausser  den  r,  li  die  «,  S  nur  in 
der  Verbindung  s  —  S.  Hieraus  beweist  man  ohne  Schwierigkeit, 
dass  die  G  als  ganze  homogene  Functionen  der  vier  Verbindungen 

u  =  p^  +  q\     ß  =  pP+qQ,     y  =  P^J^QK     d=pQ-qP 


^.■}(>60, 
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darstellbar  sind,  und  dass  sich  demgemäss  E  nach  den  a^  ß^  y»  ^  i^ 
eine  gewöhnUche  Potenzreihe  entwickeln  lässt.  Alle  GHeder  in  E 
sind  hiernach  in  den  jo,  5,  P,  0  von  gerader  Dimension,  ferner  ent- 
halten die  Ausdrücke  für  die  ä,  &,  /f,  K  nur  Glieder  ungerader 
Dimension.     Für  den  Lichtweg 

p=q=P=Q=Q 

verschwinden  daher  die  A,  ft,  jff,*  Ä^  gleichzeitig;  d.  h.  dieser  Lichl- 
weg  fallt  in  die  Centrierungsaxen. 

Schreibt  man  für  den  Augenblick 

E{p,q,P,Q)  =  E,da+  E2d[i+  E,dy^  E,dd , 
so  werden  die  Abbildungsgleichungen 

—  nh  =  2pE,  +  PE^  +  QE, ,     NH=pE2  +  2PE,  —  qE,, 

—  wfc  =  2g£:,  +  0^2  —  ^^4,     ^K=  qE^  +  2QE,  +  pE 

woraus 

«(pfc  —  A9)  =  N{PK  —  //O)  (170) 

folgt.  Liegen  die  a- Strahlen  in  einer  Ebene  ^,  die  durch  die  jr-Axe 
geht,  so  verschwindet  in  (170)  die  linke  Seite,  folglich  ist  auch  die 
rechte  gleich  Null;  die  conjugierten  2^  liegen  daher  ebenfalls  in 
einer  Ebene  G,  die  durch  die  X-Axe  geht.  Dreht  man  g  um  einen 
bestimmten  Winkel,  so  dreht  sich  G  um  denselben  Winkel.  Solche 
Ebenen  können  ebenfalls  als  conjugiert  bezeichnet  werden.  Legt 
man  nun  die  Seitenaxen  so,  dass  die  xy-  und  a;z- Ebenen  conjugiert 
zu  den  XY-  und  XZ-Ebenen  werden,  so  liefern  zwei  Strahlen  0  und  n\ 
die  symmetrisch  zur  a;y-Ebene  liegen,  im  Bildraume  zwei  Strahlen 
^  und  ^'',  die  symmetrisch  zur  XY- Ebene  sind.  Die  beiden  dazu 
gehörigen  Lichtwege  vertauschen  ihre  Rolle,  wenn  man  bei  den 
K  9^  ^5  0  gleichzeitig  die  Vorzeichen  umkehrt.  Da  diese  Umkehrung 
das  Eikonal  wegen  der  Definitionsgleichung 

E  =f{—  nhdp  —  nkdq  +  NlldP  +  NKdQ) 

ungeändert  lüsst  und  bei  den  vier  Grössen  c^,  /?,  y,  ()  nur  das  Vor- 
zeichen von  d  ändert,  so  enthält  die  Reihenentwicklung  von  E  nach 
den  «,  /?,  y,  d  nur  gerade  Potenzen  von  d.  Diese  lassen  sich  aber 
wegen  der  Identität 

d''  =  ay  -  ß' 
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eliminieren.  Wenn  also  die  Seilenaxen  im  Übjecl-  und  Bildraume 
in  conjugierte  Ebenen  ^,  G  gelegt  werden,  so  lässt  sich  das  Eikonal 
in  der  Form 

E{p,q,P,Q)=f{u,fi,y)  (171) 

schreiben  und  nach  den  a,  /?,  y  in  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  ent- 
wickeln. Wir  werden  die  Seitenaxen  immer  als  in  der  eben  an- 
gegebenen Weise  gewählt  denken  und  demnach  E  in  der  Form  (171) 
voraussetzen. 

Genau  dieselben  Betrachtungen  lassen  sich  für  die  drei  anderen 

Eikonale 

E[h,k,P,Q),     E{h,k,H,K),     E{p,q,H,K) 

anstellen ;  an  die  Stelle  der  «,  {},  y  treten  dann  die  Verbindungen 

A^^fei,  AP+äO,  P+0', 
A^  +  ik^,  hH^kK,  IP-j-lP, 
p'  +  q\      pH+qK,       H^-\-K\ 

Geht  man  in  der  Reihenentwicklung  für  E{p,  5,  P,  0)  bis  zu  den 
Gliedern  vierter  Ordnung,  so  erhält  man  noch  durchgehends  hin- 
reichend übersichtliche  Beziehungen.  Zunächst  bleiben  wir  in  erster 
Annäherung  bei  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  stehen  und  setzen  an 

E  =  a{f  -h  q')  +  b[pP  +  qO)  +  c[P^  +  Q"),  (172) 

Die  Abbildungsgleichungen  werden 

—  nk  =  ^2aq -^  bQ,         NK=bq^icQ.       1^ 

Führen  wir  wieder  die   auf  den   conjugierten  Strahlen  o,  ^'  liegen- 
den Punkte  n{xyz)^  I/{XYZ)  ein,  so  ist 


^        m  M 

I  ^q  u       y      ^0 

m  M 


(174) 


Da  in  (173)  Glieder  dritter  Ordnung  vernachlässigt  worden  sind,  so 
ist  dasselbe  für  (174)  angezeigt,  d.  h.  wir  können  m  ==  Af  =  1 
setzen,  und  erhalten 

-  ttiy  -  xp)  =  %ap  +  hP,      N{Y-XP)  =  bp  +  2cP,lH7ia) 

—  n{z  —xq)  =^aq-{-bQ,      N{Z  —  XQ)  =  hq  -j-  2 cQ  .1 
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Die  Quotienten 

ny  _  [nx  —  2a)p  —  hP  nz  [nx  —  9.a)q  —  bQ       /i^kn 

Wf  '~  bp-j-{NX+2c)P'       ¥Z~  bq-^  {NX  -^icyQ       ^'  ^ ^ 

werden  gleichzeitig  von  dem  Lichtwege  unabhängig,  sobald  man  die 
iT,  X  so  wählt,  dass 

{nx  —  2«)M  4-  2c)  +  fc2  =  0 

ist.     Hierbei  wird 

nj/   _  nz   _  nx  —  2a  _       —  b 
NY~NZ~         b         ""iVX+2c'  ^ 

Dies  sind  die  bekannten  Gleichungen  für  die  Collineation  zwiscben 
den  conjugierten  Punkten  n^  11.  Die  dem  MALiis'schen  Satze  wider- 
sprechende Collineation  ist  oH'enbar  durch  die  Nullsetzung  der  Grössen 
1  —  m  und  1  —  3/  in  (174)  zu  Stande  gekommen.  Die  Brenn- 
punktsabscissen  im  Object-  und  Bildraume  werden 

.       2a  ^  2c 

Der    Coefficient    b    ist  die   reducierte  Brennweite,    und  man    erblilt 

aus  (175) 

Die  Abscisscn  der  Hauptpunkte  ergeben  sich  aus  der  Bedingung 

y=:Y,  Z=Z, 

und  zwar  wird 

x  =  f^\-^,         X=  F— -. 

'     '    i\  n 

Die  Knotenpunkte  oder  die  conjugierten  Punkte  gleicher  Strahlen- 
divergenz folgen  aus  (174a)  durch  die  Bedingungen 

y  =  z=Y=Z=0,  p  =  P.  q  =  Q. 

Die  Abscissen  der  Knotenpunkte  werden  damit 

Die  vorstehenden  Definitionen  der  beiden  Brennpunkte  und  der 
r(?duci(Mfon    Brennweite    beruhen    offenbar    auf    dem    Verhalten    der 
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ElementarbUschel,  die  unendlich  nahe  bei  den  Gentrierungsaxen  ver- 
laufen.    Mit  den  Grössen  /*,  F,  b  hat  man  dann 

E{p,q,P,Q)  =  nf^-^  +  b{pP-\-qQ)  -  NF^^' ,  (178) 


(179) 


—  nh  =  nfp  +  bP,         NU  =  bp  ~  NFP, 

—  nfe  =  nfq  +  bQ ,         NK  =  bq  —  NFQ . 

Um  fUr  die  anderen  hier  in  Betracht  kommenden  Eikonale  die  Bedeu- 
tung der  Coefficienten  zu  erhalten,  setzen  wir  an 

E{h,k,P,Q)  =  a.(A^  +  k')  +  a,{hP  +  kQ)  +  a.iP'  -\-  Q^}  , 
E{h, k,  I1,K)  =  6, (A^  +  fc^)  +  b^{hH  +  kK)  -f-  b,  {IP  -f-  K') , 
E{p,q,H,K]=  c,{f  +  q^  +  c,(pff  +  ^ÄT)  +  c{IP  +  Ä^  , 

und  fügen  dazu  die  Abbild  ungsgleichungen 

np  :=  ättjA  +  ttjP  ,  xVii  =  a^A  +  203/^ , 

np  =  2b,h  +  b^H  ,     —  NP  =  b^h  +  ^b,H  , 

—  nh  =  2c,p  +  Cj//  ,     —  NP  =  CjP  +  2c^H  , 

die  mit  dem  System  (1 73)  aequivalent  sein  müssen.  Durch  die  Ver- 
gleichung  mit  (173)  erhält  man  die  Eikonale 

F(h  kPO)-       n*'  +  ''"      fc^^+feQ      nA7F+  b^    P^+Q^ 
E{hXP.Q)--n-^^ b j -^ 27"' 

E[hX  //,  K)  -  -^^-^^\-  h  -j^  +  b  — ^.—  +f-j-~j  ^ 

t(p,q,H,h)-  -.-        .-^-^-_6 ^ riV       2^      • 

Man  erkennt  aus  diesen  Formen,  dass  die  Reihenentwicklung  bei 
gewissen  Lagen  der  Grundebenen  versagt.  Bei  F  (A,  fe,  P,  (?)  darf  die 
CO- Grundebene  nicht  durch  den  Brennpunkt  des  Objectraumes  gehen, 
weil  dann  f  gleich  Null  ist.  Das  Entsprechende  gilt  für  E{p^q^U^K). 
Endlich  dürfen  bei  F(ä,  ä,  ä,  K)  die  Grundebenen  nicht  conjugiert 
sein.  Bei  dem  Eikonal  E{p^q^P,Q)  sind  diese  Einschränkungen  in 
der  Lage  der  Grundebenen  dagegen  nicht  vorhanden. 

Nimmt  man  in  der  Reihenentwicklung  jetzt  die  Glieder  vierter 
Ordnung  mit  hinzu,  so  sind  die  auftretenden  Strahlenbüschel  im  All- 
gemeinen astigmatisch.  Die  Discussion  der  Grundgleichungen  (81) 
oder 
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S©  _  So  _  D©  _  D0 

die  jetzt  in  rationaler  Form  mit  gewissen  vorläußg  unbestimmten 
Coefficienlen  auftreten,  kann  in  sehr  verschiedener  Weise  durch- 
geführt werden,  je  nachdem  man  diese  oder  jene  Eigenschaft  der 
Abbildung  untersuchen  will.  Ein  bequemes  Mittel  zur  YeranschaU' 
liebung  des  Strahlenganges  besteht  darin,  dass  man  die  Durchschnitte 
einer  Schaar  mit  Ebenen  senkrecht  zu  den  Centrierungsaxen  aufsucht. 
Es  werde,  unter  Mitnahme  der  Glieder  vierter  Ordnung,  angesetzt: 

p2  +  q^  =  u,,         pP+qQ  =  u,,  P'  +Q'  =  u, , 

E{p,  q,P,  Q)  =  infu,  +  bu,  —  iNFu,  +  G , 

2G  =  ^a^ßU^u^  ,  (a,  /y  =  1 .  2,  3)  , 

dG  =  G^du^  -\-  G^dui  -{-  G^du-^ , 

ö  =  j w/u,  +  bu^  —  iNFu.^  4-  (; 

+  n{xm  +  !//)  +  zq)  —  N{XM  +  YP  +  ZQ)  .     (180) 

Die  Differentiation  von  &  nach  p  und  P  liefert  zunächst  zwei  Be- 
dingungen, nämlich 


0  =  p[nf+  2G0  +  P{b  +  G,)  +  n(j/  -^), 
0=p{b  +  G,)  -h  P{-  NF+  2G,)  -  n{y-  ^) , 


(181) 


die  beiden  anderen  ergeben  sich  durch  Vertauschung  der  Seitenaxen. 
Die  Bedingungen  (181)  bringen  wir  unter  Benutzung  der  Relation 

px 
y  —  li  =  - — 

auf  die  Form 

p j/mn/'-j-2G,         h  n{x  —  mf)  —  2mG, 

X      b  -^  G2  X  b  -^  G2 

NY=y-^''m{b  +  G,)  +  P[^'  -  NF+  2G;,}. 

Die  Eiiininalion  von  P  liefert 

NY  =  Ay-^  Rh, 
wo 


(182) 
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xli  =  —  mb — G) —  ,     ,    ^ 

b  -f-  iw 

Diese  Gleichungen  sind  noch  richtig,  wenn  man  in  G  die  Glieder 
aller  Ordnungen  mitnimnat.  Entwickelt  man  nun  nach  den  u,  nimmt 
ferner  die  erlaubten  Vernachlässigungen  vor,  und  drückt  in  den  u 
die  P,  Q  nach  (182)  durch  die  y,  z,  A,  k  aus,  so  erhält  man  A  und  B 
in  der  Gestalt 

A  =  A,  +  A,{f  +  z')  +  .I^IJ/A  +  zk)  +  .l3(Ä^  +  fc^)  , 
Ä  =  Äo  +  ß,(t/  +  ^^)  +  Ä2(j/A  +  zÄ)  +  B,{h'  +  fc^)  , 

wo  die  -Ao,  ^o  •  •  •  ^^ur  von  den  Constanten  des  Eikonals  und  den 
Abscissen  x^  X  abhängen. 

Man  denke  sich  jetzt  in  der  Grundebene  des  Objectraumes  eine 
Blende  gegeben,  deren  Oe£fnung  ein  um  die  a?-Axe  beschriebener 
Kreis  mit  dem  Halbmesser  D  sein  soll.  Ferner  denke  man  sich  den 
Kegel  von  a- Strahlen,  der  den  gegebenen  Punkt  7r(a?j/z)  des  Object- 
raumes als  Spitze  und  den  Rand  der  Blende  als  Basis  besitzt. 
Dieser  Kegel  erzeugt  im  Bildraume  eine  -S'-Schaar,  deren  Durch- 
schnitt  mit  der  Ebene 

X  =  constans 
durch  die  Gleichungen 

NY  =  Ay  +  Uh  ,         NZ  =  Az  +  Bk 

bestimmt  ist.  Nimmt  man,  was  keine  wesentliche  Einschränkung  ist, 
2  =  0  an,  und  setzt 

h  =  D  cos  y  ,         /f  =  Z)  sin  (jp , 

so  erhält  man  für  Y  und  Z  eine  Darstellung  von  der  Form 

F  =  f<  4-  ^  cos  9  +  y  cos  <p2 ,  1 

Z  :=  sin  (p{(i  -}-  6  cos  (p)  .  I 

Der  so  bestimmte,  von  Charlier*)  als  »Aberrationscurve«  bezeichnete, 
Durchschnitt  der  betrachteten  -i'-Schaar  ist  vom  vierten  Grade  und, 


\)  lieber  den  Gang  des  Lichtes  durch  ein  System  von  spii'ärischen  Linsen. 
Der  k.  Ges.  d-  Wiss.   zu  Upsala  vo^'gelegt  am  20.  Juni  4  893. 
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wie  man  sich  ausdrückt,  unicursal  oder  vom  Range  Null,  d.  Ii.  die 
Coordinaten  lassen  sich  durch  Substitution 

cosy  =  ---^,        sin,,  =  ^p-p, 

als  rationale  Functionen  eines  Paranieters  t  darstellen,  und  die  Curve 
besteht  deshalb  aus  einem  einzigen  in  sich  zurückkehrenden  Linien- 
zuge. 

Wenn  man  in  der  Entwicklung  des  Eikonals  die  Glieder  bis 
zur  Ordnung  2r  mitnimmt,  so  erhUlt  man  für  die  Aberrationscurve 
die  Darstellung 

Y  =  «0  +  «1  cos  (jp  +  •  •     -|-  «^  cos  (p*  ,  \ 

Z  =  sin  (pißo  +  /*i  cos  <jp  -|-  •  •  •  +  ßr-\  cos  (p*'~'^)  ,     j    ^       ^ 

und  zwar  kommen,  von  Grenzfallen  abgesehen,  die  Glieder  mit  den 
Coefßcienten  «^  und'/?y_,  wirklich  vor.  Die  Curve  ist  also  wieder 
unicursal,  aber  vom  Grade  2r.  Nun  ist  bei  einem  Linsensystem,  das 
aus  gegebenen  algebraischen  FlSichen  zusammengesetzt  ist,  die  hier 
betrachtete  -i'-Schaar  eine  algebraische  Regelfläche  von  einem  ganz 
bestimmten  endlichen  Grade,  und  dasselbe  gilt  von  der  Durchschnitts- 
curve,  während  die  benutzte  Reihenentwicklung  bei  fortschreitender 
Annäherung  auf  beliebig  hohe  Grade  führt.  Dieser  Widerspruch 
löst  sich  dadurch,  dass  die  wahre  Form  der  Aberrationscurve  im 
Allgemeinen  gar  nicht  unicursal  ist. 

Zur  Erläuterung  dieser  Bemerkungen  möge  der  Fall  einer 
brechenden  Kugel  durchgerechnet  werden.  Wir  setzen  das  Eikonal 
wie  früher  in  der  Form 

E{p,q,P,Q)  =  (a  +  Q){NM-nm)  -  ,o./,  (185) 

P  =  N'  -{-  n'  —  ^Nn{Mm  -\-  Pp  +  Qq)  (186) 

an  und  bilden  daraus  die  Abbildungsgleichungen 
deren  erstes  Paar  wir  mit  den  Abkürzungen 
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in  die  Form 


P  n  _    f^     .     /^  If  9 


0  =  Jf  +  /^— M^,        0  =  Ji7  +  0— M^         (189) 

bringen.     Weiter  führen  wir  drei  Hülfsgrüssen  a,  y,  F  ein,  die  durch 
die  Gleichungen 


Y  =V\  —  an\  r  =y\  -  «iV^  (190) 

zusammenhängen,  und  setzen 

J  =  Nr  —  n/\  (191) 

womit   die   Beziehung   zwischen    J  und  a  bestimmt  ist.     Aus  (186) 
und  (191)   folgt 

{Nr  —  nrf  =  N''  +  n'  —  2Nn{Mm  +  Pp  +  Qq) , 

Mm  '{'  Pq  -^  Qq  =z  Nna  +  Ty .  (192) 

Weiter  giebt  die  Verbindung  von  (189)  und  (192) 

M 

m 


—  =  Nna  +  r^^  +  J{P^  +  (/'/)' 


p=:p J^^      Q=q  Jr 


(193) 


womit  die  >/,  P,  0  durch  die  A,  ä,  m,  p,  9,  sowie  durch  die  Con- 
stanten und  durch  a  ausgedrückt  sind.  Bildet  man  von  den  letzten 
beiden  Gleichungen  die  Quadratsumme,  so  wird  nach  gehöriger 
Reduction 

«  =  !'  +  '?'-  ip^  +  qvf-  (<94) 

Wir  denken  uns  jetzt  wieder  wie  oben  die  Kreisblende  mit  dem 
Radius  /),  legen  die  Grundebene  des  Eikonals  in  die  Blendenebene 
und  setzen  dementsprechend 

h  =  D  cos  (p  ,         k  =  D  sin  (p  . 

Beschränken  wir  uns  ferner  auf  eine  parallele  a-Schaar  durch  den 
Blendenrand,  so  sind  die  m,  p,  q  constant.  Besitzt  endlich  die 
»Schirmebene«,  in  der  die  Aberrationscurve  durch  die  -S'-Schaar 
ausgeschnitten  wird,  die  Abscisse  X,  so  sind  die  Coordinaten  Y,  Z 
eines  Curvenpunktes  aus  (188)  und  (193)  in  der  Form 
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(1 95) 


beslimml.  Nehmen  wir,  was  für  unseren  Zweck  ausreicht,  für  X 
den  besonderen  Werth  a-\-  q,  machen  wir  ferner  die  erlaubte  Ver- 
einfachung q  =  0,  so  wird 

(A»»a  =D'-\-f{a-\-QY-\-2mp{a  +  (>)D  cos  (p  —  flfi  cos  (f' ,  \ 

ntriQ  _  niMp  \    (196) 

Der  Ausdruck  a  ist  in  cos  (f  vom  zweiten  Grade,  ferner  enthalten 
die  Quotienten  Y :  f  und  Z :  7/  die  Irrationalitäten  y,  /",  die  sich  durch 
rationale  Substitutionen  für  cos  (p  nicht  gleichzeitig  beseitigen  lassen. 
Der  Rang  der  betrachteten  Curve  ist  deshalb  sicher  grösser  als  Null. 
Der  Zweck,  zu  dem  die  Einführung  der  Aberrationscurven  dienen 
soll,  lässt  sich  übrigens  in  sehr  einfacher  Weise  erreichen,  sobald 
die  Reihenentwicklung  des  Eikonals  bis  zu  einer  gewissen  Ordnung 
hin  vorliegt.  Setzen  wir  zunächst  im  Objectraume  ParallelbüschSl 
voraus,  die  in  irgend  einer  Weise,  z.  B.  durch  Kreisblenden  begrenzt 
sind,  so  gehört  zu  jedem  Büschel  von  Lichtwegen  ein  mittlerer  Licht- 
weg, dessen  Coordinaten  im  Bildraume  //o,  /(To,  Po,  Qq  sein  mögen. 
Setzt  man 

so  ist  für  das  Eikonal  E{p^q^P^Q) 

dE  dE 


d 


{dP) '         ^""  -  d{dQ) ' 


und  die  Ausdrücke  auf  den  rechten  Seiten  lassen  sich  unmittelbar 
bilden,  sobald  man  aus  der  ursprünglichen  Reihe  die  Entwicklung 
von  E  nach  den  fVP,  öQ  abgeleitet  hat.  Hat  die  Schirmebene  die 
Abscisse  X,  so  wird  für  die  Punkte  Y,  Z  in  der  Schirmebene 


Unterwirft  man  nun  z.  B.  die  dP,  dQ  der  Bedingung 

,)p-'  -I-  ,)()2  —  conslans  ==  I)' , 
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so  wird  das  J^- Büschel  in  Scbaaren  zerlegt,  die  hinreichend  nahe 
dem  Rande  einer  Kreisblende  entsprechen  und  in  der  Schirmebene 
Aberrationscurven  erzeugen. 

Soll  die  Spitze  der  homocentrischen  a-Bttscbel  im  Endlichen 
liegen,  so  wird  die  Entwicklung  in  derselben  Weise  durchgeführt, 
nur  dass  dann  das  Eikonal  E{h^k^P^Q)  zu  benutzen  ist. 

Als  Beispiel  zu  dem  Vorstehenden  wollen  wir  das  theoretische 
Minimum  für  die  Fehlerreste  bei  einem  symmetrischen  Objectiv  auf- 
suchen. Wie  bereits  früher  erwähnt  wurde,  ist  es  nicht  möglich, 
bei  einer  symmetrischen  Abbildung  für  die  Brennebenen  die  Forderung 
der  Anastigmasie  und  der  correcten  Zeichnung  gleichzeitig  zu  erfüllen. 
Um  die  Vorstellung  zu  fixieren,  denke  man  sich  ein  photographisches, 
für  unendlich  ferne  Gegenstände  bestimmtes,  Objectiv,  bei  dem  zwei 
congruente  Linsensysteme  symmetrisch  zur  Blendenebene  angeordnet 
und  dadurch  zu  einem  einzigen  centrierten  System  vereinigt  sind. 
Die  J7-Axen  fallen  in  die  Figuraxe,  und  die  Grundebenen  legen  wir 
gemeinsam  in  die  Blendenebene.  Das  Eikonal  setzen  wir,  mit  der  er- 
laubten Vereinfachung  n  =z  N  =  i^  in  der  Form 

E{p,qJ\Q)  =  f{\  —  m)  +  bv  —  F(1  -  M)  +  G{u,v,w)  , 
u  =  f  +  ii' ,        V  =  pP  -Y  qQ,        w^  P'  +  Q' 

an,  wo  b  die  reducierte  Brennweite  und  /*,  F  die  Brennpunkts- 
abscissen  bedeuten.  Die  Entwicklung  von  G  nach  den  t/,  t;,  w  fängt 
mit  Gliedern  zweiter  Ordnung  an.  Wegen  der  vorausgesetzten 
Symmetrie  ist 

/' =:  —  F,         6J(t/,t;,  u>)  =  G(u',i;,u). 

Ein  beliebiger  Lichtweg  schneidet  die  im  Bildraume  zur  Figuraxe 
senkrechte  Schirmebene  mit  der  Abscisse  X  in  einem  Punkte,  dessen 
(Koordinaten 

y={x- '0 1  +  ''/'  +  ^.'  ^=  ('^-'')j/  +  '''/+ 5^ 

sind.  Weil  das  Linsensystem  für  unendlich  ferne  Objecte  bestimmt 
ist,  so  kommen  nur  solche  Büschel  von  Lichtwegen  in  Betracht,  die 
im  Objectraume  aus  parallelen  Strahlen  l)estehen. 

Für  die  iMittelstrahlen  der  Elementarbüschel  durch  <las  Centrum 
der  Blendenebene  gilt  wegen  der  Symmetrie  die  Beziehung 
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Wir  fordern  nun  zunSichst,  dass  diese  ElementarbUschel  in  der  Brenn- 
ebene des  Bildraumes  ein  anastigmatisches  Bild  erzeugen.  Es  wird 
also  für  die  Mittelstrahlen 

Um  die  Bedingung  für  das  Zusammenfallen  der  Brennlinien  auf  die 
Mittelstrahlen  zu  erhalten,  haben  wir  den  Lichtweg  zu  variieren^  also 
statt  der  P,  Q  die  Ausdrücke 

P+^)P.         Q  +  dQ 

einzuführen,  während  die  p,  q  ungeändert  bleiben.  Die  entsprechen- 
den Variationen  von  Y  und  Z  werden 

Mit  der  erlaubten  Vereinfachung  ^  =:  0,  0  =  0  wird  bis  zu  den 
Gliedern  zweiter  Ordnung  in  den  dP^  dQ 

L^^G  7>''^r  7)'^r 

und  das  Zusammenfallen  der  Brennlinien  fordert  die  Erfüllung  der 
beiden  Gleichungen 

^  —  n         ^  -  0 
dP^~     '       ö(?2  — 

{{xr  q  =  Q  =  0,  P  =  p. 

Die  Bedingung  für  die  correcte  Zeichnung  würde  die  Gleichungen 

Y  =  -^  =  6ü  +  ^,,  •        Z  =  -^  =  bq  -4-  ,r-^ 

liefern,  die  sich  für  7  =  0  =  0  auf  die  eine  Gleichung 

1         A        öG 


«"(-:.-')=.>■  ("='' 
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reducieren.     Diese  Bedingung  wollen  wir  vorläufig  in  der  Form 

pb((p{m)—  1)  =  ^^ 

schreiben,    wo  q){fn)  eine   vor    der  Hand   beliebige  Function   von  m 

bedeutet,  d.  h.  wir  wollen  zunächst  eine  Verzerrung  des  Bildes  zu- 

* 

lassen,  deren  Betrag  von  dem  Werthe  des  Ausdruckes 

m(p{m)  —  1 

abhängt  und  mit  diesem  verschwindet.  Bezeichnet  man  noch  zur 
Abkürzung  die  partiellen  Ableitungen  nach  den  ti,  t;,  w  durch  Indices 
nach  dem  Schema 

so  wird  (üv  q  =L  Q  z=  0 

^  =  2G,  +  fG.^  +  4pPG„  +  4  Ffi,3 , 

d^G 

WO  auf  den  rechten  Seiten  schliesslich  noch  p  für  P  zu  schreiben 
ist.  Die  Anastigmasie  der  ElementarbUschei  durch  die  Biendenniitto 
und  die  Verzerrungsgleichung  liefert  dann  die  drei  Identitäten 

0  =  G,  (p^  p\  p^) , 

0  =  G.a{p\p\p')  +  iGnip^p^p")  +  ^r.,,{p\p\p'^) , 

wo  m  =  Vi  —  p^  zu  setzen  ist.  Di£ferentiiert  man  diese  Gleichungen 
wiederholt  nach  p  und  beachtet,  dass  in  den  Indices  von  Cm  die 
Zahlen  1  und  3  mit  einander  vertauscht  werden  dürfen,  so  erhiill 
man,  mit  Unterdrückuug  der  Zwischenrechnung, 

Alihauül.  a.  K.  S.  Of^nellHoh.  •!.  Wiii«n8cb.    XXXV.  £9 


420  Heinrm:h  Brins.  [98 

r    —r    —r    u-^^'        r— r    —       9r        ^^ 

^11    —  ":n  —  ''l;i   -t"  -7 —  5  "12  —  "23  —    —   >Äfii:i  —     —  , 

im  i  m 

^»222   =    l2Gi.j:t  +    '18G,:t;t   —    2^:^^  +   h     -     -— , 

r  kr  *'r        \    r  i  ^  ~  ''**' 

r     —  r     4-  r        r     -u  h »'  —  ^y" 

(,2X5  —   ''i2:i   "T  ^'13:;  —  ^':»:u   "f-  ''. ^— iJ 9 

wo  y'  und  (p"  die  erste  und  zweite  Ableitung  von  (p{w)  bedeulon. 
Mit  Rücksicht  hierauf  gehen  die  obigen  Ausdrücke  für  fVY  und  dZ 
über  in  • 


() 


^  =  i^(^^p  -  f^^vf)^'''  +  '^^(r 


2  m  ^ 

Diese  Formeln  geben  die  HauptgUeder  in  der  Enlwickhing  nach  den 
()P^  ()Q  und  gelten  für  behebige  p  oder  für  behebige  Bikiwinkel,  da 
ja  nach  den  p,  g,  P,  Q  keine  Reihenentwicklung  vorgenommen  worden 
ist.  Jedem  Bildpunkte,  den  die  Elementarbüschel  durch  die  Blenden- 
milte  in  der  Brennebene  erzeugen,  ist  hiernach  bei  Büscheln  von 
endlicher  Oeffnung  eine  Coma  oder  Lichtmdhne  angehängt,  deren 
(joslalt  bei  gegebener  Brennweite  in  den  Hauptgliedern  nur  von  der 
Yerzerrungsfunction  mtp  abhüngt.  Soll  keine  Verzerrung  statlßnden, 
so  muss  mtf  =  I   sein,  und  man  erhielt 

inr\  nr      '  /  2f/r* 

die  C.oma  hat  also  fiij-  alle  symmclrischen  Systeme,  die  mit  den 
Elemenlarbüscheln  durrh  die  Blendenmitte  ein  correctes  anastigma- 
tisches Bild  in  der  Brc^nnebene  erzeugen,  in  den  Hauptgliedern  eine 
und  dieselbe  Form.  Diese  Form  Uisst  sich  etwas  abändern,  wenn 
man  für  die  ElementarbüS(*hel  eine  kleine  Astigmasie  oder  eine  kleine 
Verzerrung  gestattet,  was  darauf  hinauskonunt,  dass  man  deui  be- 
nutzten Kikonal  K  eine  kleine  Variation  d  K  von  ebenfalls  svnuue- 
trisrher  Gestalt    sujx^rponiert.     Jedoch    kann    uKin    auf  diese    Weise 
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ohne  starke  Verzerrung  keine  erhebliche  Verkleinerung  der  angesetzten 
Hauptcoefficienten  erreichen,  denn  das  Verschwinden  dieser  Coeffi- 
cienten  fuhrt  zu  der  Bedingung 

(p  =  constans , 

und  in  diesem  Falle  werden  unendliche  ferne  Gerade  als  Ellipsen 
abgebildet,  deren  Mittelpunkt  in  der  optischen  Axe  liegt,  und  deren 
grosse  Halbaxe  gleich  der  Brennweite  ist. 

Hiernach  sind  die  symmelrischen  Systeme  mit  einem  principiellen 
Mangel  behaftet:  wenn  bei  gegebener  Oeffnung  hinreichende  Correctheit 
der  Zeichnung  innerhalb  eines  gegebenen  Bildwinkels  verlangt  ivird^  so 
lässl  sich  die  Bildschärfe  durch  keine  Wahl  der  brechenden  Flächen 
über  eine  bestimmte^  theoretisch  im  Voraus  feststehende  Grenze  steigern. 
Dass  man  dieser  Grenze  bei  vorhandenen  photographischen  Objectiven 
bereits  sehr  nahe  gekommen  ist,  lässt  sich  durch  eine  kleine  lieber- 
Schlagsrechnung  bei  mehreren  Steiniieil  sehen  Constructionen  aus  den 
Werthen  der  Oeffnung  und  des  nutzbaren  Bildwinkels  unschwer  er- 
weisen. Da  der  verbleibende  Rest  von  Unscharfe  mit  dem  Wesen 
der  Symmetrie  nothwendig  zusammenhängt,  so  ist  seine  weitere  Ver- 
minderung nur  durch  den  Verzicht  auf  die  Symmetrie  zu  erreichen. 
Es  durfte  nicht  Überflüssig  sein,  diesen  Punkt  ausdrucklich  zu  betonen, 
zumal  der  bündige  Beweis  für  die  ausgesprochenen  Sätze  mit  den 
bisher  in  der  geometrischen  Optik  benutzten  Hulfsmitteln  nur  schwer 
zu  erbringen  gewesen  wUre. 

XIV. 

Im  Folgenden  soll  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  bei  einer 
centrierten  Abbildung  die  Bedingungen  fUr  ein  ideales  Objectiv  mit 
den  niedrigsten  Gliedern  der  Eikonalreihe  gestalten.  Dass  man  dabei 
in  der  Sache  zu  bekannten  Beziehungen  gelangen  muss,  versteht  sich 
von  selbst.  Der  Kurze  halber  wollen  wir  jetzt  das  Auftreten  eines 
anastigmatischen  Flächenpaares  als  »Aplanasie«  bezeichnen  und  diesen 
Ausdruck  auch  anwenden,  wenn  es  sich  um  unendlich  kleine 
Flächenstucke  handelt.  Die  Forderungen,  deren  Erfüllung  man  sich 
bei  einem  Objectiv  gewöhnlich  vorsetzt,  sind  erstens  die  Aplanasie, 
zweitens  die  Ebenheit  des  Bildes  fUr  ein  ebenes  Object,  drittens  die 
(lorroclheit  der  Zeichnung.     Die  zweite  und  dritte  Bedingung  setzen 

i9* 
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die  erste  voraus,  da  man  andernfalls  nicht  von  einer  punktweisen 
Abbildung  zweier  Flächen  auf  einander  sprechen  könnte.  Dagegen 
zieht  die  Aplanasie  noch  nicht  die  Bildebenheit  und  die  Correctheit 
der  Zeichnung  nach  sich,  ebenso  sind  Aplanasie  und  Bildebenheit 
mit  einer  Verzerrung  verträglich. 

Aehnlich  wie  oben  in   (180)  setzen  wir  an 

&{p,q,P,Q)=inlu,  +  bu,-i-NF^D{u,,u,,ti,)  ] 

197 


5^0) ,  M 


+  n{xm  +yp  +  zq)  —  A'(^VM+  YP+  ZQ) 

wo  D  nach  Potenzen  der  Grössen 

n,=p-'  +  q\       v^  =  pP+qQ,       «,  =  P»  +  0^ 

entwickelt  zu  denken  ist.    Spalten  wir  D,  indem  die  Glieder  gleicher 
Ordnung  zusammengefasst  werden,  in 

l)  =  G  +  G'  +  G"  -^ , 

so  sind  die  (f,  G,  .  .  .  in  den  p,  q,  I\  Q  homogen   von   der  vierten, 
sechsten  u.  s.  w.  Ordnung.     Da  vier  Grundgleichungen  werden 

de  d&  d9  d9 

von  denen  die  beiden  ersten,  ausgeschrieben,  die  Form 


0  -  ;,(«/•  +  21),)  +  P{b  +  D,)  +  „(j,  _  X  ^) , 

0  =  p{b  +  D,)  +  P{-  A-F+  2/),)  -  A'(y-.  X^) 


(199) 


annehmen,  wenn  wieder  die  partiellen  Ableitungen  nach  dem  Schema 

bezeichnet  werden.     Die  noch  fehlenden   beiden  Gleichungen  folgen 
aus  (199)   durch  Vertauschung  der  p,  P  mit  den  q,  Q. 

Da  die  Abbildung  centriert  ist,  so  müssen  im  Falle  der  Aplanasie 
die  conjugierten  Flächen  llnidrehungsflächen  um  die  Centrierungsaxeii 
sein.  Nehmen  wir  mit  Rücksickl  auf  den  Fall  der  Linsensysteme 
an,  dass  die  Flächen  sich  in  den  Axen  regulär  verhalten,  so  lassen 
sich  ihre  Gleichungen  in  der  Form 

.V  =  a-,  +  X  {f  +  z')  +  .r"  {if  +  z'r  +  •  •  , 
X  -  A'.,  +  \':Y--\-  7r)  +  X{\'  +  'Pf  +  ■  • 


(t99a) 
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schreiben.  Die  Anfangsglieder  Xo,  X^  sind  die  Abscissen  der  »Flächen- 
scheitele«  d.  h.  der  Flächenpunkte  in  den  Centrierungsaxen.  Diese 
Axenpunkte  sind  für  die  im  vorigen  Abschnitt  behandelte  collineare 
Abbildung  durch  paraxiale  Elementarbüschel  conjugiert,  also 

0  =  b^^nN{x,  —  f){X,—  F); 
die  dazu  gehörige  Lateralvergrösserung  ist 

V  ^-     -L    -  =  _  ^^(^--^'^  .  (200) 

N{xo-l)  b  ^"^ 

Für  das  zwischen  den  Punkten  0?^,  Xo  längs  der  Centrierungsaxen 
verlaufende  Paar  von  Elementarbüscheln  ist  nach   (199) 

0  =  n{l'—x,)p  +  feP,         0  =  bp  +  iV(Xo  —  F)l\ 

also 

_  p  _         b  _        iV(Xo  — F)  _  NV 


p  -  n{x^-f)  -  b  -    n  '         ^^^^^ 

d.  h.  in  den  betrachteten  Elementarbüscheln  zwischen  Xq^  X^  ist  x 
der  Sinusquotient  der  Neigungen  conjugierter  Strahlen  gegen  die 
zugehörigen  Axen. 

Um  die  gesuchten  Bedingungen  direct  und   mit  einem  Schlage 
zu  erhalten,  hat  man  aus  zwei  der  Grundgleichungen  (198),  z.B.  aus 

0  =  ^         0  =  ^-^ 
dp  '  dq 

die  /),  q  durch  die, übrigen  Grössen  auszudrücken  und  in  die  beiden 
anderen  Gleichungen  (198)  einzusetzen.  Das  resultierende  Gleichungs- 
paar muss  dann  im  Falle  der  Aplanasie  identisch,  d.  h.  für  beliebige 
P,  Q  erfüllt  sein.  Dies  führt  zu  zwei  Arten  von  Bedingungen, 
solchen  die  nur  die  Form  desEikonals  betreffen,  und  solchen  die 
sich  auch  auf  die  Gestalt  der  beiden  aplanatischen  Flächen  beziehen. 
Um  jedoch  die  Bedeutung  der  einzelnen  Bedingungen  besser  aus- 
einander halten  zu  können,  ist  es  zweckmässig,  zunächst  einen  be- 
sonderen Fall,  nämlich  die  Beziehung  zwischen  den  Scheiteln  der 
beiden  Flächen  zu  behandeln.  Ich  beginne  mit  der  »Aplanasie  in 
der  Axec^  d.  h.  die  Flächenelemente  in  den  Scheiteln  Xq^  Xq  sollen 
ein  apianatisches  Paar  bilden.  In  diesem  Falle  muss  nicht  nur  das 
Punktepaar  j*0  9  X^  anastigmatisch  sein,  sondern  auch  der  Sinussatz 
gelten.    Denn  der  Sinusquotient  conjugierter  Neigungen  kann  höchstens 
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von  den  Azimulhen  abhängen,  ist  aber  im  vorliegenden  Falle  wegen 
der  Symmetrie  um  die  Centrierungsaxen  von  den  Azimuthen  unab- 
hängig, also  constant.  Sein  für  unendlich  kleine  Neigungen  geltendei* 
Werth  ist  nach  (201)  gleich  x,  und  dieser  Werth  ist  also  jetzt 
auch  für  endliche  Neigungen  anzusetzen.  Da  in  dem  betrachteten 
BUschelpaar  die  conjugierten  Strahlen  gleiche  Azimuthe  haben,  so 
ist  es  erlaubt,  nur  die  Lichtwege  zu  betrachten,  die  in  den  xy-  und 
XY-Ebenen  verlaufen,  d.  h.  man  darf  in  den  Grundgleichungen  (198) 
die  Grössen  7,  (>,  z,  Z  gleich  Null  setzen.  Zwei  von  diesen  Glei- 
chungen sind  dann  von  selber  erfüllt,  die  beiden  andern  erhält  man 
aus  (199)  für  g  =  0,  Q  =  0.     Setzt  man  in  (199) 

y=y=0,       x  =  x,,       X  =  Xo,      p=xP,       (202) 

so  sind  damit  die  gesuchten  Bedingungen  gefunden,  deren  Anzahl 
zunächst  unendlich  gross  ist,  da  es  sich  nicht  um  Beziehungen 
zwischen  den  Zahle nwerthen  einer  endlichen  Anzahl  von  Grössen,  son- 
dern vor  der  Hand  um  die  Beziehungen  zwischen  Functionen  handelt. 

Statt  nun  die  Substitutionen  (202)  unmittelbar  vorzunehmen, 
wollen  wir  einen  kleinen  Umweg  einschlagen.  Wir  lassen  es  einmal 
für  den  Augenblick  auf  sich  beruhen,  dass  die  auf  den  Axen  senk- 
rechten Ebenenelemente  in  den  Punkten  x^^  Xo  ein  aplanatisches 
Paar  bilden  sollen,  und  betrachten  statt  dessen  die  Schaar  der  Licht- 
wege, die  durch  die  Bedingungen 

5  =  ()  =  0,         p  =  xP  .  (203) 

bestimmt  sind,  wo  x  nach  (201)  aus  Xq  oder  Xq  berechnet  ist. 
Diese  Lichtebenen  schneiden  die  Normalebenen 

X  — —  X^^  ,  jm.  — —   .A^i 

mit  gewissen  »Seitenabweichungen«,  d.  h.  mit  bestimmten  Abständen 
von  den  Axen  oder  den  Punkten  Xq^  X^.  Diese  Seitenabweichungen 
sind  gleich  den  aus  (199)  folgenden  Werthen  von  y,  Y,  wenn  man 
dort  die  Substitution  (203)  ausführt.  Zunächst  schreiben  wir  mit 
Rücksicht  auf  (201) 

-  ny  =-^{p-  xP)  +  2/ifl,  +  PD,  +  nx,l^p  -  £)  , 
NY  =  h(p  —  xP)  +  PÖ2  +  2m  —  iYXo(p— ^), 
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wo  in  den  D.  m,  M  für  7,  Q  die  Werth(5  Null  zu  setzen  sind.     Fuhrt 
man  zur  Abkürzung 

®  (p.  /')  =  ü{f,pP,  p-'j  +  nx„[V\-  p'+  i  f)  -  A'x,,;  y'i  -P' + ^  y«) 

ein,  und  spaltet  nach  den  Gliedern  gh^cher  Dimension  1)  in 

^{p,p)  =  ^i{p,p)  +  ^'{p,p)  +  r{p,p)  +  •  • , 

so  sind  die  §1,  51',  91",  ...  in  den  ;),  P  von  den  Ordnungen   l,  ö,  S,  . . . 
Schreibt  man  ferner 

d^  zz:  ^,(/;,  +  %dP,       (/9l  =  9M;^  +  9l,(//^  u.  s.  w.  , 
so  kann  man  für  die  Seitenabweichungen  ansetzen 


ny=-{p-^P)-'S),{p,P).  I 

;VY=     b{p   -   XP)    +   ®,(iJ,/*).  I 


Hieraus  folgt  mit  p  —^  x  P,  da  diu  %  hoiiiogun  in  dun  p,  P  sind, 

„y  =  _y>'3l,(x,1)  -  P'%{x,\)- 


(:J04) 


Die  9li,  9I2,  .  .  .  sind  also,  abgesehen  von  den  Factoren  —  n  und  A', 
die  Coefficienlen  in  den  nach  P  entwickelten  Seitenabweichungen. 
Soll  nun  Aplanasie  in  der  Axe  stattiinden,  so  müssen  y,  Y  unabhängig 
von  P  verschwinden,  also  in  (204) 

0  =  91,  =  8I2 ,       0  =  91;  =  9i:> ,       ...  (203) 

sein.     Nun  ist 

p%{p,P]  +  P%{p,P)  =  49l(y,,y>) ,  I 

psi; (/>,  />)  +  p%{p,  p)  =  m'ip,  P) ,        i   ^^"*'^ 

Es  verschwinden  also  wegen  (205)   auch  die  Ausdrücke 

9((x,i),    9r(x,i),     ...,     . 

und  man  kann  sagen,  dass  x  für  die  Gleichungen 

eine  Doppelwurzel  ist.  Der  Ausdruck  'S  entspringt  aus  0,  w(»nn 
man  die  Substitutionen 

X  =  X,,     X  =  Xo ,     y  =  Y  =  z=  Z  =  {),     (j  =  Q  =  0     (207) 
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ausfuhrt  und  die  Glieder  zweiter  Ordnung  unterdruckt.  Da  nun  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  die  Form 

•  «(/•  -  x,)f  +  bpP  H-  -1  A-(A„  -  F)P-'  =  -  A  (p  _  ^if 

besitzen,  so  kann  man  auch  sagen,  die  Bedingung  fUr  die  ApIanasie 
in  der  Axe  bestehe  darin,  dass  0  nach  Ausfuhrung  der  Sub- 
stitutionen (207)  durch 

theilbar  sei. 

Die  Bedingungen  (205)  sind  ihrer  äusseren  Form  nach  einfach 
genug;  in  der  That  wUrde  das  Lästige  bei  ihrer  Anwendung  nur 
darin  bestehen,  dass  mit  wachsender  Ordnungsnummer  der  mit- 
genommenen Glieder  die  Zahl  der  zu  berechnenden  Eikonalcoefficienten 

« 

sehr  rasch  wächst. 

Wenn  ApIanasie  in  der  Axe  vorhanden  ist,  so  besteht  natürlich 
auch  Anastigmasie  zwischen  den  beiden  Axenpunkten  x^^^  X^^.  Um 
nun  fUr  letztere  Eigenschaft  allein  die  Bedingungen  aufzustellen, 
denken  wir  uns  zunächst  ein  homocentrisches  a-BUschel  mit  der 
Spitze  im  Axenpunkte  j?o-  Die  conjugierten  -^-Strahlen  schneiden 
die  Normalebene  X  =  X^  mit  bestimmten  Seitenabweichungen,  die 
man  aus  (203  a)  gleich  Y  erhält,  wenn  dort  y  gleich  Null  gemacht 
und  eine  der  Grössen  p,  P  eliminiert  wird.  Wir  schreiben  zunächst 
(203  a)   wieder  in  der  Form 

ny  =  ~{p-  xP)  -  ^,  ,     iVV  =  b{p  _  xi')  +  ®, ,     (3>08) 

X 

und  bilden  daraus 

Hiermit  setzen  wir,  indem  y  gleich  Null  gemacht  wird,  die 
Bedingungen 

p=;cP+j%,p,P),     .vy  =  '^%{p.P)  +  %[p,P)       (209) 

an,  wo  in  der  zweiten  Gleichung  die  rechte  Seite  mit  Gliedern 
dritter  Ordnung  beginnt.  Die  Auflösung  nach  p  lässt  sich  mit  Hülfe 
die  Umkohrungsformel  von  Lagrange  durchführen,  jedoch  werden  die 
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Bedingungen   bei  weitem  nicht  so  einfach,   wie  vorhin,  und  ich  be- 
schränke mich  deshalb  auf  die  beiden  Anfangsglieder,  nämlich 

iVY=4/>='8l(x,i)+6i>»(3l'(x,1)+^Sl,(x,l)^|H--..      (210) 

Die  Anastigmasie  führt  dann  zu  den  Bedingungen 

0  =  9l(x,1)  ,       0  =  Sl'(x,1)  +  ^Sli{x,1)%     u.  s.  w. 

Bei  der  Behandlung  der  Aplanasie  ausserhalb  der  Axe  gehen 
wir  auf  die  Gleichungen  (199)  zurück,  schreiben  diese  unter  Berück- 
sichtigung von  (201)  in  der  Form 

M  =      b{p-  hP)  +pU,+iPD,  +NPX,  '-^ -^NP^^  , 


M      '  M 

und  bilden  daraus 

1  — m 


y{Y  —yV)  =  ixpD,  +  (/>  +  xP)  D^  +  2PD3  —  nxpxo 


m 


^     m  M  M 


(212) 


Zu  (211)  und  (212)  sind  dann  noch  die  zugehörigen  Gleichungen 
hinzuzufügen,  die  aus  den  hingeschriebenen  durch  Vertauschung  der 
Seitenaxen  entstehen.  Aus  (211)  und  der  Zugehörigen  sind  die  p,  q 
durch  die  übrigen  Grössen  auszudrücken  und  in  (212)  und  die  Zu- 
gehörige einzusetzen.  Die  damit  sich  ergebenden  Gleichungen  müssen 
identisch  erfüllt  sein,  wenn  Aplanasie  stattfinden  soll. 

Bei  der  Entwicklung  wollen  wir  in  (211)  und  (212)  nur  bis  zu 
den  Gliedern  dritter  Ordnung  gehen,  haben  uns  also  D  auf  seinen 
Anfangsterm  vierter  Ordnung  beschränkt  zu  denken.     In  (1 99a)  oder 

sind  die  rechten  Seiten  zweiter  Ordnung  und  die  r,  R  die  Krümmungs- 
halbmesser in  den  Scheiteln  der  apianatischen  Flächen.  Hiemach 
schreiben  wir  zunächst  (212)  in  der  Form 

iV(Y  —  yV)  =  ixpDi  +  {p  +  y^P)D^  H-  2PD3  —  Inxpx^u, 


-  nxp{x  -  X,)  +  iNPX,u,  +  i\P{X 


PXqU^         ] 
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Da   hierin   diu  ;>,  q   nur    in  Gliedern   dritter  Ordnung    auftreten,    so 
genügt  es,  aus  (211)  die  Glieder  erster  Ordnung,  also 


p  =^  xP  -\- 


nxy 


q  =  ^Q  + 


UK 


anzusetzen,     üie  Substitution  in  (213)  giebt 

N{Y  —  yV)  =  yA-{-  Pli ,        N{Z  —  zV)  =  zA  +  Qlt , 

A  =  -|--(2x/)i  +  ^2  —  J  nxxQth  —  nx{x  —  Xo))  , 

B  =  2(x'^Di  +  xD^  +  Da)  —  inx^x^ux  —  nK'^{x  —  Xo) 

+  JA'X„M3+  :V(X  — 
wo  die  Ml,  1*2,  u-A  von  den  Grössen 

1/  +  ^'^  =  (>,        1//^+  z(>  =  a,        P'  +  0'^  =  r 


x,0. 


durch  die  Gleichungen 

M,  =  x^r  +  -  ^-  (j  +  ^-^1  (> ,       «*2  =  >eT  +  -^--  fT ,       M3  =  r 

abhUngen.     Setzt  man  mit  Rücksicht  auf  die   verlangte  Annalierung 
noch  an 


X  Xn    ■ 


_    (f 


2r' 


Y        Y  _  C^' 
A-A„_  ^, 


D  =  i^öa««a«.  ,  («,/?='!,  2,  3)  , 


®(m,,U2,«3)  =  D— Ina;««?  +  -JA'XoMj  =  i^e<,^tt„«^  , 

g„  =  Z)„  —  -j-«^,, ,         ©33  =  ^3»  +  1  ^% ,  [  ^^^^  *) 

®12  ^^^    "12  5       ®13  ^^    "1:1  9       ^^  ^^    "22  9       ®23   ^^   ^2:$  9  i 

SO  wird  zunüchsl 


2rn 


womit  die  A,  B  sich  als  lineare  Verbindungen 


(mx)V         («x)> 


2fiA' 


(216) 
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A  z=  Alf,  +  4o  4-  A3T ,         n  =  /?,(;  +  ß^ff  +  B^T  (217) 
der  (},  (j,  r  darstellen.     Die  Coeflicieuten  hierin  werden 

^' =  (ir)I^  -  äWr) '       35  =  2.@..  +  (S„,  (218) 


6   '"^"'•"  '    {tiO) 

3[,(x,i)=2x»e„  +  3x-^e„+x(2fö.:,+e.^)+ex,,        1 
'^^=2(t)F-  r=x-^e,+xe.+fö.,  (221) 

Ä,  =  2^2li(x,1),  (222) 

/i,zz=49l(x,l).  (223) 

Die  ApIanasie  fordert  das  Verschwinden  der  Grössen  A.^^  A^^  ßi, 
^21  ^^3  5  ^^^as  wegen  der  Beziehung  ßj  =  2A3  zu  vier  Bedingungen 
fuhrt.  Die  Forderung,  dass  überhaupt  ApIanasie  stattfinde,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Form  der  beiden  conjugierten  Flächen,  fuhrt  zu 
den  drei  Gleichungen 

0  =  3t,       0  =  9(i,       0  =  »'.  (224) 

Die  erste  Bedingung  fuhrt  auf  die  Anastigmasie  in  der  Axe,  die 
zweite  fügt  die  ApIanasie  in  der  Axe  und  die  dritte  die  ApIanasie 
ausserhalb  der  Axe  hinzu.    Die  noch  übrige,  vierte  Gleichung  lautet 

und  giebt  eine  Beziehung  zwischen  den  Scheitelkrümmungen  der 
übjecl-  und  Bildfläche  oder  zwischen  den  Wölbungen  von  Object 
und  Bild.     Wird  zu  einem  ebenen  Object   ein  ebenes  Bild  verlangt, 

so  muss 

35"  =  0  (226) 

sein.     Sind  die  vier  Bedingungen  erfüllt,  so  bleibt  die  Gleichung 

l\{Y-yV)  =  y^A,  (227) 

übrig,    in  der  die   rechte  Seite  die  Verzerrung  giebt.    Die  ('.orrect- 
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heit  der  Zeichnung  verlangl,  je  nachdem  r  endlich  oder  unend- 
lich ist, 

b'  =  2iVVr33     oder     0  =  95.  (228 

Damit  sind  die  gesuchten  Bedingungen  gefunden,  und  zwar,  unab- 
hängig von  der  Erzeugungs weise  der  Abbildung,  unter  der  einzigen 
Voraussetzung,  dass  die  Abbildung  centriert  sei.  Die  gefundenen 
Sätze  gelten  also  z.  B.  auch  für  centrierte  Liusensysteme  mit  nicht- 
sphärischen Flächen. 

Wenn  das  Object  im  Unendlichen  liegt,  so  wird 

4^0  =  00,       X  =  0  ,         lim  wa?„x  z^  b  , 

und  man  erhält  die  fünf  Bedingungen 

0  =  2/^  —  b  =  D,,  =  D^=z  1)^  =:::  4i>,3  +  J>f P ,     ^229;; 

die  sich  übrigens  auch  leicht  direct  aus  der  in  (107)  gegebenen 
expliciten  Darstellung  hätten  herleiten  lassen. 


XV. 

Die  Anwendung  der  Reihenentwicklung  des  Eikonals  auf  ein 
Linsensystem  setzt  voraus,  dass  die  Coefiicienten  aus  den  Bestimmungs- 
stücken der  einzelnen  brechenden  Flächen  berechnet  worden  seien. 
Der  Weg  hierzu  ist  durch  die  Zusammensetzungsregel  gegeben. 

Es  seien  für  die  drei  Räume  co, ,  (O29  co,  die  Abbildungen  (o>iO>2)) 
(co^o/s),  (CO1CO3)  gegeben.  Hängt  man  den  Grössen  %Kk^p^q  die 
Indices  ihrer  Räume  an  und  bildet  die  drei  Eikonale 

so  sind  nach  der  Zusammensetzungsregel  die  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  des  Ausdrucks 

C  —  A  —  B 

einzeln  gleich  Null  zu  setzen.  Sind  von  den  drei  Abbildungen  zwei 
centriert,  und  fallen  für  den  gemeinsamen  Raum  die  Centrierungsaxen 
zusammen,  so  ist  auch  die  dritte  Abbildung  centriert.  Indem  wir 
nur  centrierte  Abbildungen  voraussetzen,  bilden  wir  unter  Mitnahme 
der  Glieder  vierter  Ordnung  die  Gleichungen 
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P?  +  ??  =  «^l  '  P1P2  +  gi  ?2  =  <^2  ,  Pl  +  ?2  =  W3  » 
Pl  +  92  =  ^l  .  P2;^3  +  ?2?3  =  ^2  1  ^3  +  ?3  =  V3  , 
P?  +    9?   =  «'O       l^l/^S   +   9!93   =  <^2,       P3  +   ?3  =  tt^3, 

ß  =  feivi  +  62 V2  +  hvs  +  i-S'6„^t;„t;^,    i   («,/?=  1,2,3) 
C  =  citt;i  4-  C2U'2  +  C3W3  +  i-S^c^^w^tt;^,    ) 

und  setzen 

dA  =  Aidi/i  +  ^2^112  +  Azdus , 
dfi  =  Bidvi  +  Ä2dv2  +  Bsdvz^ 
dC  =.  C\dwi  4"  C2dtt;2  +  C^dws . 

Die  DiflFerentiation  von  C —  A  —  B  nach  p\^puPz  liefert  die  Be- 
dingungen 

0  =  2/)i(C,  —  Ai)  —  />2A2  +  p',a, ,  (230) 

0  =  ;),  A2  +  2/)2  (A3  +  Ä,)  +  P3ß2 ,  (231 ) 

0  =  ;>i  C2  —  P2Ä2  +  2/>3(C3  —  A3)  ,  (232) 

zu  denen  die  drei  entsprechenden  für  die  Ableitungen  nach  gi,  929  93 
tünzugefUgt  zu  denken  sind.  Eliminiert  man  mittelst  der  zweiten 
Gleichung  p^  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wird 

pi[4(Ci-A,)(A3  +  Ä,)  +  A2A2]+|>3[2C;i(A3+Ä,)  +  A2Ä2]  =  0, 
p,  [2  Cn  (A3  +  Äi)  +  A2  B{\  +  p3[4  (C,  —  A3)  (A3+Ä1)  +  ft  Ä2]  =  0 . 

Hieraus  und  aus  den  entsprechenden  Gleichungen  für  die  q  folgt 

p  A    A2A2  ^  A2^2  p  n    B2B2  /aoQN 

Setzt  man  hierin  alle  p,  q  gleich  Null,  was  auf  den  in  den  Cen- 
Irierungsaxen  verlaufenden  Lichtweg  führt,  so  wird 

^2^2  ^2^2  I  ^^2^2  /rirtrt    \ 

'       '  4(^3 +  />,)'  2(03 +  fci)  4(ö3+fc.)     ^         ^ 

Schreibt  man  für  den  Augenblick 

A„  —  a„  =  da„  ,        «„  —  6«  =  db„ ,       C„  —  c„  =  dc„ , 

und  beschrUnkt  sich   auf  die  Glieder   niedrigster  Ordnung,    so   folgt 

aus  (233) 
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f)V,  =  düy^ 


020  a. 


2(a,  +  60 


+ 


0262(^03  +  d6,) 


_  _  02^62  +  bidOj    . 
'"''-  2(0, +  6.)      "<"      2(a,  +  6.y^ 


rfco  =  f)6<.  — 


feoJfe« 


+ 


61(()vi3  +  *&i) 


(234) 


^a,  +  b,)    •      4(03  +  6,? 

Hierin  sind  die  p2^  q^  niiltelst  (231)  fortzuschaffen,   wozu  es  genügt, 
mit  den  Gliedern  niedrigster  Ordnung  die  Gleichungen 

2;j2(ö3  +  ''i)  =  — 1^1  «2  —  Pzh  ,      2  92(0:,  +  6,)  =  —  ^,«2  —  93  ^-2 
anzusetzen.     Es  ergiebt  sich 

4  t;,  (03  +  6,)^  =  4tt3(a3  +  6,)^  =  w^a^i  +  2 1^2  «2 ''2  +  ««^•:»^2  , 
2tfj(a3  +  6,)  =  —  it'iaj  — 11^2^2  ^ 
2t;2(ö3  +  &i)  =  —  w*2Ö2  —  ^f^^h  5 
und  ferner,  mit  2c2(a3  +  6,)  =  —  0262  9 

*«• = «'■  ('■•'+ 1  "^ + (|)'"") + ""= (i"" + *  ?,  ^  »•>) + ""»(1)  '«.>  • 

Dies  in  (234)  oder 

rJc,  =  rfo,  +  ^<)a,  +  (^)'('5fl.  +  äh,) , 

()C2  =  '^db,  +  '^(ya2  +  2^r(<^«3  +  '^b,). 

I/o  Cl»>  Clo  Oo 


Ac,  =  db,  +  ^-^H,  +  (^)''(()a3  +  ()fc,) 


^2    .,,  /Co\*'^ 

^2  'c»2' 

eingesetzt,   giebt   durch   Spaltung    nach    den  w  die   ^„^ 


Icli  setze 


zunächst,  mit  den  Abkürzungen 


C2  :b2  =  (i, 


die  beiden  Gleichungen 

C,.,   =   «2(a,3  +       (123/*  +       Ö33/^"^j   +   /^^(''ll«^  +       '^2^^  +       '^1:0       , 
C22    =    «2(a22+   402:3/?+    4fl3,/S2)    +   /y-;ft22        +   4^22«  +  i^ll«^) 


(235) 


an.  Die  anderen  Gleichungen  lassen  sich  dann  folgenderniassen 
zusammenfassen.  Man  bezeichne  mit  dem  Symbol  2 /♦^(f/,A, /i)  die 
biquadralisrhe  Form 


/ 
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(236) 


=  «H^*  +  2a,2AV/'  +  (2ai3  +  «22)^^/^^  +  2023^//.^  +  033/*^ , 

deren  nahe  Beziehung  zu  dem  biquadratischen  Ausdruck  ^  augen- 
fällig ist,  während  die  Ableitungen  von  F  nach  k  und  u  mit  9(j  und 
3I2  in  Beziehung  gesetzt  werden  können.  Mit  diesem  Symbol  erhält 
man  dann  zwischen  den  a,  6,  c  die  Gleichung 

F{c,k,fi)  =  F(a,A,a/f  +  fiX)  +  F(fe,«/f  +  /?A,/i).         (237) 

Diese  Formel  kann  als  die  Regel  für  die  Zusammensetzung  der 
Aberrationen  in  der  Axe  bezeichnet  werden. 

Handelt  es  sich  um  ein  centriertes  Linsensystem,  so  fallen  die 
Centrierungsaxen  der  einzelnen  Abbildungen  in  eine  einzige  Gerade 
zusammen,  und  man  kann  die  Grundebenen  der  einzelnen  Räume 
ebenfalls  zusammenlegen.  Für  die  Anwendung  der  Formeln  (235) 
und  (236)  muss  dann  zunächst  das  Eikonal  einer  einzelnen  Brechung 
entwickelt  werden.     Ist 

^  =  «iw,  +  «2W2  +  W3M3  +  »  2'a„^w„//^ 

das  Eikonal  für  die  Brechung  an  einer  Kugel  mit  dem  Radius  r  und 
der  Scheitelabscisse  a  zwischen  zwei  Medien  mit  den  Indicesn,,  n^, 
so  giebt  die  Entwicklung  des  nach   (167)  gebildeten  Ausdrucks 

«i  =  iöWi  — 31 ri  «2  =  ^ -,  a3=— iana— ^        \  ,    238 

zn2  —  W]  W2 —  Wi  z  112  —  Wj 

«^^  -  ^  (n,  -  n,f  '       ^^-^  -  4  (n2  -  n,)^  '      ^^^^' 

Setzt  man  in  gleicher  Weise  für  eine  zweite  Kugelflächo  mit  der 
Scheitelabscisse  6,  dem  Halbmesser  s  und  den  Indices  W2,  n^  das 
Eikonal 

.in,  so  giebt  die  Zusammensetzung  nach  (233a),  (235)  und  i236) 
das  Eikonal  für  die  aus  beiden  Flächen  gebildete  Linse. 
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Es  ist  nicht  nöthig,  hier  diese  Entwicklungen  weiter  zu  führen, 
da  sie  in  der  Hauptsache  auf  bekannte  Beziehungen  fuhren  müssen, 
und  da  überdies  der  Inhalt  der  letzten  Abschnitte  zu  dem  Nachweise 
ausreicht,  dass  die  gewöhnliche  Behandlung  der  sogenannten  sphäri- 
schen Aberration  grossentheils  Sätze  enthält,  die  von  der  besonderen 
Erzeugungsweise  der  dort  betrachteten  strahlenweisen  Abbildungen 
ganz  unabhängig  sind.  So  waren  z.  B.  die  oben  abgeleiteten 
Formeln  für  ApIanasie,  Bild  Wölbung  und  Correctheit  der  Zeichnung 
nur  an  die  eine  Bedingung  gebunden,  dass  das  betrachtete  Eikonal 
centriert  sei. 


Fassen  wir,  rückblickend,  den  wesentlichen  Inhalt  unserer  Unter- 
suchung zusammen,  so  lassen  sich  folgende  Sätze  aussprechen. 

In  der  Theorie  der  optischen  Instrumente  —  dieses  Wort  in 
dem  gewöhnlichen,  engeren  Sinne  genommen  —  handelt  es  sich  in 
Wahrheit  um  die  strahlenweise  Abbildung  zweier  Räume  auf  einander. 
Die  Eigenschaften  dieser  Art  von  Abbildungen  zerfallen  in  zwei 
Klassen,  je  nachdem  sie  von  der  besonderen  Erzeugungsweise  dieser 
Abbildungen  unabhängig  sind  oder  nicht.  Die  erstgenannte  Klasse 
von  Eigenschaften  gehört  ihrem  Wesen  nach  der  Geometrie  an,  und 
zwar  der  Liniengeometrie.  Die  zur  Zeit  vorzugsweise  übliche  Her- 
leitung auf  Grund  optischer  Voraussetzungen  schliesst  eine  für  die 
Beweisführung  unnöthige  Einschränkung  in  sich,  denn  die  rein 
geometrischen  Eigenschaften  gelten  auch  für  Abbildungen,  die  mit 
den  uns  zugänglichen  dioptrischen  Mitteln  gar  nicht  zu  verwirklichen 
sind.  Das  eigentliche  Gebiet  der  Optik  wird  erst  dann  betreten, 
wenn  es  sich  um  Eigenschaften  handelt,  die  wesentlich  von  der 
Erzeugungsweise   der  Abbildung  abhängen,   dahin  gehört   vor  allem 

« 

die  Lehre  von  der  Achromasie,  die  aus  eben  diesem  Grunde  bei  der 
vorliegenden  Untersuchung  nicht  in  Betracht  kam. 

Allen  verschiedenen  optischen  Instrumenten  ist  eine,  und  nur 
eine  Eigenschaft  gemeinsam,  nämlich  die  Geltung  des  MALus'schen 
Satzes,  der  für  den  vorliegenden  Zweck  in  rein  geometrischer  Form 
ausgesprochen  wurde;  seine  Geltung  führt  zu  der  Existenz  der  als 
Eikouale  bezeichneten  Abbildungsfunctionen.    Die  Eigenschaften  einer 
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Abbildung  sind  durch  jedes  der  dazu  gehörigen  Eikonale  vollständig 
bestimmt.  Hierbei  lässt  sieh  jedoch  ein  gewisser  Unterschied  fest- 
stellen. Das  Eikonal  enthält  nämlich  ausser  den  Lichtwegcoordinaten 
und  den  Indices  der  auf  einander  abgebildeten  Räume  noch  gewisse 
Parameter,  die  von  der  Entstehungsweise  des  Eikonals  abhängen. 
Ist  das  Eikonal  durch  die  Forderung  gewisser  Eigenschaften  definiert, 
z.  B.  als  Lösung  eines  Systems  von  Bedingungsgleichungen,  so  spielen 
die  Parameter  im  Wesentlichen  die  Rolle  willkürlicher  Constanten, 
denen  man  nach  Belieben  diese  oder  jene  Werthe  beilegen  kann, 
und  die  Discussion  wird  in  der  Hauptsache  auf  geometrische  Eigen- 
schaften fuhren.  Ist  dagegen  das  Eikonal  aus  der  Betrachtung  eines 
bestimmten  optischen  Systems  entstanden,  so  sind  die  auftretenden 
Parameter  ebenso  wie  die  Indices  der  Endmedien  von  der  Wellen- 
länge des  Lichtes  abhängig;  die  Discussion  hat  dann  das  Eikonal  als 
Function  nicht  nur  der  Strahlencoordinalen,  sondern  auch  der  Para- 
meter zu  behandeln  und  führt  dementsprechend  auch  zu  den  eigent- 
lich optischen  Eigenschaften  der  Abbildung. 

Der  Nutzen,  den  die  Einführung  des  Eikonals  gewährt,  ist  zu- 
nächst formaler  Natur,  indem  man  in  den  Stand  gesetzt  wird,  bei 
jeder  einzelnen  Frage  die  wesentlichen  Voraussetzungen  reinlich  aus- 
zuscheiden. Er  reicht  indessen  darüber  hinaus,  indem  es  jetzt 
möglich  ist,  Problemstellungen  von  nicht  bloss  theoretischer  Bedeu- 
tung ernsthaft  zu  behandeln,  für  die  die  Methode  der  Reihenentwick- 
lung kaum  den  mathematischen  Ansatz  zu  bilden  erlaubt;  es  ist, 
wenn  man  sich  so  ausdrücken  will,  das  vorderste  Hindemiss  aus 
dem  Wege  geräumt. 
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In  den  grundlegenden  Werken  über  projective  Geometrie  werden 
die  eineindeutigen  Beziehungen  und  deren  Erzeugnisse  in  erschöpfender 
Weise  behandelt.  Es  sind  die  Gebilde  zweiter  Ordnung,  die  mit  den 
eineindeutigen  Verwandtschaften  aufs  Innigste  verknüpft  sind,  und  die 
durch  die  Theorie  dieser  Verwandtschaften  eine  allseitige  Beleuchtung 
ünden.  Alsdann  sind  die  Elemente  eines  Gebildes  erster  oder  zweiter 
Ordnung  zu  Paaren  von  Elementen  desselben  oder  eines  anderen  Ge- 
bildes in  Beziehung  gesetzt  worden,  es  sind  die  einzweideutigen  Ver- 
wandtschaften untersucht  worden.  Im  Wesentlichen  sind  es  die  Curven 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  und  die  ihnen  dualistisch 
gegenüber  stehenden  Gebilde,  deren  Eigenschaften  aus  denen  der 
einzweideutigen  Verwandtschaften  abgeleitet  werden. 

Ueber  mehrdeutige  Verwandtschaften  hat  Weyr  in  seinen  »Bei- 
trägen zur  Curvenlehre,  Wien  1880«  eine  Reihe  von  Sätzen  abge- 
leitet, aber  nicht  auf  dem  Wege  der  projectiven  Geometrie,  sondern 
maassgeometrisch  unter  Anwendung  rechnender  analytischer  Methoden. 
Es  wird  daher  vielleicht  nicht  unwillkommen  sein,  wenn  ich  hier 
meine  auf  rein  projectivem  Wege  ausgeführten  Untersuchungen  über 
zweizweideutige  geometrische  Verwandtschaften  folgen  lasse.  Manches 
davon  mag  in  den  »Grundzügen  einer  rein  geometrischen  Theorie  der 
algebraischen  ebenen  Curven«  des  Herrn  Kötter  (Berlin  1887)  im- 
plicite  enthalten  sein,  es  ist  nicht  leicht,  der  von  ihm  angewandten 
ausserordentlich  abstracten  Beweisführung  zu  folgen.  Hier  aber,  wo 
es  sich  um  speciellere  Gebilde  handelt,  vermag  die  Anschauung  die 
Deductionen  fortlaufend  zu  unterstützen.  —  Die  folgenden  Zeilen  er- 
heben nicht  den  Anspruch,  den  Gegenstand,  mit  ,dem  sie  sich 
beschäftigen,  völlig  zu  erschöpfen,  sie  sollen  vielmehr  nur  die  grund- 
legenden Sätze  und  Anregung  zu  weiteren  Studien  geben.  Nament- 
lich dürfte  die  Zusammensetzung  zweizweideutiger  Verwandtschaften 
ein  weiteres  dankbares  Forschungsfeld  bilden. 
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§  1.  Die  Möbias'sche  Yerwandtschaft.  Es  seien  drei  nicht  in 
einer  Geraden  liegende  Punkte  PiPiP^  gegeben,  von  denen  die  beiden 
ersten  aggregirt  ideale  sein  können.  —  Ich  bediene  mich  dieses  Aus- 
drucks statt  »conjugirt  imaginär«,  weil  das  Wort  »conjugirt«  in  der 
pfojectiven  Geometrie  in  anderem  Sinne  so  oft  vorkommt.  —  Aus 
dem  Büschel  von  Kegelschnitten,  die  durch  P1P2  gehen  und  für  die 
P3  und  die  P^P^  verbindende  Gerade  pg  Pol  und  Polare  sind,  wählen 
wir  einen  eigentlichen,  d.  h.  einen  nicht  in  ein  Geradenpaar  zer- 
fallenden Kegelschnitt  o  aus,  um  durch  seine  Yermittelung  zu  einer 
im  Allgemeinen  eineindeutigen  Punktpunktverwandtschaft  zu  gelangen. 
Einen  Punkt  C  der  Ebene  ^^^2^3  verbinden  wir  mit  dem  Punkte  P3 
durch  eine  Gerade  h  —  unter  einer  Geraden  h  werde  in  den  nächst- 
folgenden Untersuchungen  immer  eine  Gerade  durch  P3  verstanden  — , 
bezeichnen  den  Punkt,  der  auf  h  durch  die  Polare  c  von  C  in  Bezug 
auf  CO  bestimmt  wird,  mit  C  und  ordnen  den  Punkt  C  dem  Punkte  C 
zu,  wobei  dann  umgekehrt  auch  C  dem  Punkte  C  zugeordnet  ist,  sodass 
die  Zuordnung  eine  involutorische  ist.  CC  sind  für  co  conjugirte 
Punkte,  und  die  Punkte  dieses  Kegelschnittes  entsprechen  sich  selbst. 
Die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  sind  ideale,  wenn  co  ein  idealer 
Kegelschnitt  ist.  Durch  diese  Zuordnung  ist  eine  im  Allgemeinen  ein- 
eindeutige Punktpunktverwandtschaft,  eine  MöBius'sche  Verwandtschaft 
constituirt. 

Fällt  der  Punkt  C  nicht  auf  P3 ,  so  giebt  es  durch  ihn  nur  eine 
Gerade  h  und  nur  eine  Polare  c,  die  von  h  verschieden  ist  und  daher 
nur  einen  Punkt  C  auf  ihr  bestimmt,  wenn  nicht  C  auf  P,  oder  P^ 
fällt.  Demnach  kann  von  der  Eineindeutigkeit  der  Beziehung  nur 
dann  eine  Ausnahme  stattfinden,  wenn  C  auf  einen  der  drei  Punkte 
P^Pj^a  fällt.  Rückt  C  auf  P3,  so  ist  jede  durch  ihn  gehende  Gerade 
eine  Gerade  A,  die  Polare  von  C  ist  dann  ^3 ,  jeder  Punkt  von  p^  ist 
P3  zugeordnet,  dem  Punkte  P3  entsprechen  unendlich  viele  Punkte, 
die  Punkte  der  Geraden  p^.  Fällt  C  auf  Pi,  so  fallen  die  zu  ihm 
gehörende  Gerade  h  und  seine  Polare  c  zusammen.  —  Die  Geraden 
h  und  c  sind  ideale,  wenn  P^  ein  idealer  Punkt  ist.  —  Dem  Punkte 
Pj  entsprechen  alle  Punkte  der  Geraden  ^2,  die  Pi  mit  P3  verbindet. 
Ebenso  entsprechen  dem  Punkte  P2  die  Punkte  der  Geraden  />i,  die 
P2  mit  P3  verbindet.  Die  drei  Punkte  P1P2P3  sind  die  einzigen  Aus- 
nahmen in  Bezug  auf  die  Eineindeutigkeit  des  Kntsprechens,  sie  heissen 
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Hauptpunkte  der  MöBius'schen  Verwandtschaft.  Die  drei  Haupt- 
punkte der  MöBius'schen  Verwandtschaft  zeigen  sich  als  nicht  voll- 
kommen gleichartige,  indem  P1P2  gerade  Linien  entsprechen,  die  durch 
sie  selbst  gehen,  dem  dritten  Punkte  P3  aber  eine  Gerade,  die  nicht 
durch  P3  geht.  Wenn  es  nöthig  ist,  wollen  wir  die  beiden  ersten 
Hauptpunkte  laterale  oder  sich  selbst  entsprechende  nennen.  Sind 
zwei  Hauptpunkte  aggregirt  ideale,  so  müssen  sie  jedesmal  die  late- 
ralen sein. 

Durchläuft  der  Punkt  C  eine  Gerade  k^  so  liegen  die  zu  den 
Punkten  C  gehörenden  Geraden  h  diesen  Punkten  perspectiv,  und  die 
Polaren  c  der  C  für  (o  sind  diesen  Punkten  und  mithin  den  Geraden 
h  projectiv,  die  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  Büschel  (A)  (c) 
schneiden  sich  auf  einem  P^  enthaltenden  Kegelschnitte  x,  der  auch 
die  Punkte  P1P2  enthält,  weil  diese  den  Punkten  (fcpi)  bez.  [kp^)  ent- 
sprechen. Auch  der  Pol  K  von  k  für  co  liegt  auf  dem  Kegelschnitte 
X.  Den  Punkten  einer  Geraden  k  entsprechen  demnach  die  Punkte 
eines  Kegelschnittes  x  durch  P^P^P^^  und  zwar  so,  dass  die  Punkte 
der  Geraden  den  Punkten  des  Kegelschnittes  projectiv  zugeordnet 
sind.  Dem  Punkte  der  Geraden  fc,  dessen  zugehörige  Gerade  h  von 
ihr  durch  P^P^  harmonisch  getrennt  ist,  entspricht  der  Pol  von  fc.  — 
Umgekehrt  entsprechen  den  Punkten  eines  Kegelschnittes  x  durch 
PxP'iP^  die  Punkte  einer  Geraden  fc.  Denn  bestimmt  man  zu  zwei 
Punkten  C^C^  des  Kegelschnittes  die  entsprechenden,  z.  B.  die  Punkte 
(fox),  und  legt  durch  sie  eine  Gerade  k^  so  entsprechen  den  Punkten 
von  k  die  Punkte  eines  Kegelschnittes,  der  mit  x  die  beiden  Punkte 

C^C^  und  die  Punkte  ^^^2^3  8^^^^^  ^^^9  ^^^^  %^^'^  ^^^  ^^^  zusammen- 
fällt. Da  das  Entsprechen  immer  ein  involutorisches  ist,  so  ent- 
sprechen den  Punkten  von  x  die  Punkte  von  k. 

Den  Punkten  einer  Geraden  g  durch  einen  der  Punkte  P  ent- 
sprechen Punkte  einer  Geraden  g  durch  einen  der  Punkte  P.  Von 
den  Punkten  einer  Geraden  durch  P^  ist  es  unmittelbar  klar,  dass 
sie  den  Punkten  derselben  Geraden  entsprechen.  Sind  P^P^  reale 
Punkte,  so  lassen  sich  durch  sie  reale  gerade  Linien  legen.  Den 
Punkten  (C)  einer  Geraden  g  durch  P^  entsprechen  die  Schnittpunkte 
zweier  perspectiven  Strahlenbüschel,  des  Büschels  (A)  durch  P3,  der  die 
Punkte  [€)  aufnimmt,  und  des  Büschels  der  Polaren  (c)  durch  den 
Pol    G    von   g   für    w.     G  liegt  auf  p^-i  d^''  Polare   des  Punktes  P^, 
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der  Strahl  p2  als  Strahl  des  Büschels  {h)  entspricht  pi  als  Strahl  des 
Büschels  (c),  weil  p^  zum  Punkte  P^  ebenso  als  Gerade  h  wie  als 
Polare  c  gehört,  die  Büschel  sind  also  perspective,  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  ist  eine  Gerade  g\  die  durch  P,  8^^^ 
weil  P2  dem  Punkte  {gp^)  in  der  MöBiüs'schen  Verwandtschaft  ent- 
spricht. —  Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  im  Grunde  einer  Ge- 
raden g  durch  einen  Punkt  P  ebenso  wie  einer  anderen  Geraden  ein 
Kegelschnitt  entspricht,  nämlich  ein  zerfallender  Kegelschnitt.  Einer 
Geraden  durch  P^  entspricht  diese  selbst  plus  der  Geraden  ps,  die 
dem  Punkte  P3  entspricht.  Einer  Geraden  durch  P^  entspricht  eine 
Gerade  durch  P^  plus  der  Geraden  p^,  die  dem  Punkte  P^  entspricht, 
und  ähnlich  verhält  es  sich  mit  einer  Geraden  durch  ^2*  ^^^  Büschel 
ig)  durch  P^  oder  Pj  ist  dem  entsprechenden  Büschel  {g')  projectiv 
zugeordnet.  Denn  legt  man  eine  Gerade  h  durch  P3,  so  entspricht 
dem  Punkte  {gh)  der  Punkt  [g  h\  die  entsprechenden  Punkte  auf  einer 
Geraden  h  aber  sind  für  co  conjugirte  Punkte  und  also  einander  pro- 
jectiv zugeordnet.  Die  entsprechenden  Strahlen  gg  schneiden  sich 
auf  0),  denn  der  Schnittpunkt  {tgoo)  entspricht  sich  selber,  woraus 
wiederum  die  Projectivität  folgt. 

In  vielen  Fällen  sagt  man,  einer  Geraden  g  durch  einen  Haupt- 
punkt entspreche  eine  Gerade  durch  einen  Hauptpunkt,  unterdrückt 
also  im  Sprachgebrauche  die  hier  mit  plus  angeführten  Geraden,  die 
einem  einzelnen  Punkte  auf  g  entsprechen. 

§  2.  Gegenseitiges  Entsprechen  von  zwei  Kegelschnitten  durch 
zwei  Hauptpunkte  einer  Höhins'schen  Verwandtschaft«  —  Den 
Punkten  C  eines  Kegelschnittes  /  durch  zwei  der  drei  Hauptpunkte 
entsprechen  die  Punkte  C  eines  Kegelschnittes  /  durch  zwei  Haupt- 
punkte, und  es  sind  die  entsprechenden  Punkte  einander  projectiv 
zugeordnet. 

Nehmen  wir  zuerst  die  Punkte  ^1^2^$  ^I^  resile  an,  und  lassen 
y  durch  zwei  von  ihnen  P  P"  gehen,  so  werden  die  Punkte  Cauf  / 
von  F P"  durch  projeclive  Strahlenbüschel  {PC)  {P"C)  aufgenommen. 
Ihnen  entsprechen  projective  Strahlenbüschel  {Q'  C)  {Q"C')  durch  zwei 
Hauptpunkte,  die  mit  P'P"  zusammenfallen,  w^enn  diese  die  lateralen 
sind,  von  denen  aber  einer  der  dritte  ist,  wenn  nur  einer  ein  late- 
raler ist.  Die  projectiven  Strahlenbüschel  {Q'C)  {Q"C)  erzeugen 
einen  Kegelschnitt  y   durch  Q' Q'\   und  die  C  sind  den  C  projectiv 


7] 


Untersuchungen  über  zwei-zweideutige  Verwandtschaften  etc.     443 


zugeordnet.     Der  Kegelschnitt  /  geht  durch   dieselben  Hauptpunkte 
wie  /,  wenn  y  durch  die  beiden  lateralen  Hauptpunkte  gebt. 

Schwieriger  scheint  der  Beweis  zu  sein,  wenn  zwei  der  Punkte 
P  aggregirt  ideale  sind,  die  dann  die  lateralen  sein  müssen.  Ich 
gebe  denselben  wie  folgt.  Es  seien  P1P2  aggregirt  ideale  Punkte, 
sodass  p3  o  nicht  real  trifiTl.  Ein  realer  Kegelschnitt,  der  P^  trifft, 
muss  auch  Pj  treffen.  Zuerst  sei  /  ein  Kegelschnitt  durch  P1P29  der 
0)  in  zwei  realen  Punkten  SS'  trifft,  und  dessen  Tangenten  in  S  und 
S  durch  P3  gehen.  Geht  die  Tangente  in  S  durch  P3,  so  geht  die 
in  S'  von  selbst  durch  P3.  Denn  der  Schnittpunkt  von  {^Si')  mit 
P3  hat  in  Bezug  auf  co  und  /  dieselbe  Polare,  sie  geht  durch  P3,  den 
Pol  von  p3  für  CO.     Auf  dieser  Polare  schneiden  sich  die  Tangenten 


Fig.  4. 

an  /  in  S  und  S',  folglich  gehen  beide  durch  P3,  wenn  eine  diese 
Eigenschaft  hat.  —  In  der  beistehenden  Zeichnung  sind  für  P^  P2  die 
absoluten  Punkte  gewählt,  ^3  ist  die  uneigentliche  (unendlich  ferne) 
Gerade  und  ö'  der  uneigentliche  Punkt  von  /.  —  Durch  P3  legen 
wir  eine  Gerade  /,  die  co  in  L  und  L',  y  in  iV  und  iV,  {&^')  in  0, 
;}3  in  Q'  trifft.  Dann  sind  nach  dem  charakteristischen  Satze  über 
Kegelschnittbüschel  LL  . . .  QQ' .. .  NN'  in  Involution.  Projicirt  man 
die  Punkte  LL  bez.  von  SS'  aus-  und  variirt  /,  so  schneiden  sich 
die  entsprechenden  Strahlen  der  projectiven  Strahlenbüschel  {SL)  {S' L') 
auf  einem  Kegelschnitte  x  durch  S  und  S'.  Fallt  L  auf  S',  so  geht 
{S'  L)  durch  P3,  P3  liegt  auf  der  Tangente  der  Curve  x  in  S\  weil 
dem  Strahl  {SS)  des  Büschels  (SL)  die  Tangente  der  durch  {SL) 
{S' L')  erzeugten  Curve  in  S'  entspricht.  Ebenso  geht  die  Tangente 
an  X  in  S  durch  P3 .     Die  Punkte  LL  der  durch  die  Geraden  (/)  auf 
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€0  erzeugten  Involution  fallen  zusammen  in  den  beiden  Punkten,  die 
die  Involutionsaxe,  die  Polare  pz  von  P,  mit  ro  gemein  bat,  es  er- 
zeugen also  {SL)  [S'L)  auf  p3  projective  Punktreihen,  deren  Doppel- 
demente  die  Punkte  P^  P2  sind.  Sie  erzeugen  demnach  einen  Kegel- 
schnitt (vgl.  meine  Kegelschnitte  in  rein  projectiver  Behandlung,  Halle 
1894,  Seite  109,  HO),  der  durch  P^Pj  hindurchgeht.  Somit  fölll 
X  mit  y  zusammen,  oder  {SL)  {S'L)  schneiden  sich  in  Punkten  [R] 
auf  y.  Die  beiden  Geraden  {RN)  (fiiV)  sind  durch  {Rü)  gleich  {RS) 
und  {RL)  gleich  {RS)  harmonisch  getrennt,  weil  die  Punkte  {NX') 
auf  /  eine  Involution  mit  den  Doppelpunkten  SS'  bilden.  LN L' X' 
sind  harmonische  Punkte,  die  Polare  von  N  in  Bezug  auf  co  geht 
durch  N\  NX'  sind  in  der  MöBius'schen  Verwandtschaft  entsprechende 
Punkte,  also  entsprechen  den  Punkten  N  eines  Kegelschnittes  y,  dessen 
Tangenten  in  den  Schnittpunkten  mit  co  durch  P3  gehen  und  der  durch 
PjPjgßht,  den  Punkten  N'  eines  Kegelschnittes  durch  ^1^2»  nämlich 
den  Punkten  von  y  selbst,  und  es  sind  die  Punkte  N  den  Punkten 
N'  projectiv  zugeordnet.  Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  die  Tangente 
in  S  an  0)  von  der  Tangente  in  S  an  /  durch  P^  P^  harmonisch  ge- 
trennt ist,  und  dass  sie  sich  daher  rechtwinklig  schneiden,  wenn 
P^P^  wie  in  der  Zeichnung  die  absoluten  Punkte  sind. 

Bildet  man  die  Punkte  C  mittelst  der  in  Rede  stehenden  Möbids- 
schcn  Verwandtschaft  auf  die  Punkte  C  ab,  und  diese  Punkte  mittelst 
einer  zweiten  MöBius'schen  Verwandtschaft,  in  der  P^P^P^  wieder  die 
Hauptpunkte,  jPi  jP2  die  lateralen  sind,  in  der  aber  der  Kegelschnitt  to 
durch  einen  andern,  co  in  P^P^  berührenden  Kegelschnitt  ta  ersetzt 
wird,  auf  Punkte  C\  so  werden  dadurch  die  Punkte  C  auf  die  Punkte 
C  collinear  bezogen.  Jedem  Punkte  C  entspricht  nämlich  ein  Punkt  C, 
jeder  Geraden  eine  Gerade,  die  Punkte  P^P^P^  entsprechen  sich  selbst, 
den  Punkten  einer  Geraden  g  sind  die  Punkte  einer  Geraden  g  pro- 
jectiv zugeordnet.  Dies  sind  aber  die  Eigenschaften,  die  eine  Col- 
lineation  charakterisiren. 

Ist  nun  ein  Kegelschnitt  x  gegeben,  der  durch  P^P,  hindurch- 
geht, und  bestimmt  die  Polare  von  Pu^  für  x'  die  realen  Punkte  SS' 
auf  X ,  sodass  also  P^  ausserhalb  x  liegt,  so  giebt  es  in  dem  Büschel 
(ö>)  sich  in  P^P^  berührender  Kegelschnitte,  für  die  ^3^.,  Pol  und  Po- 
lare sind,  einen  Kegelschnitt  co',  der  durch  S  und  folglich  auch  durch 
S  hindurchgeht.     Die   Tangenten    von  x'  in  S  und  S  gehen    durch 
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Pj.  Die  Punkle  C  von  tc  bilden  sich  in  Bezug  auf  die  zweite  w' 
als  Leitcurve  enthaltende  Mösiüs'sche  Verwandtschaft  auf  einen  Kegel- 
schnitt durch  P1P29  nämlich  auf  k  selbst  ab,  in  Bezug  auf  die  erste 
Verwandtschaft,  deren  sich  selbst  entsprechende  Punkte  auf  eo  liegen, 
bilden  sich  die  Punkte  C  auf  eine  x  collineare  Curve,  also  auf  einen 
Kegelschnitt  x  ab,  der  durch  die  Punkte  P1P2  g^ht,  weil  sie  in  der 
Collineation  sich  selbst  entsprechen.  Daraus  folgt :  einem  Kegelschnitte 
x  durch  jPjPj  entspricht  in  der  auf  eo  gegründeten  MöBius'schen  Ver- 
wandtschaft ein  Kegelschnitt  x  durch  dieselben  Punkte  P^P2  in  pro- 
jectiver  Zuordnung  ihrer  Punkte,  wenn  I\  ausserhalb  x  und  folglich 
ausserhalb  x  liegt.  Giebt  es  gerade  Linien  durch  P3,  die  x  nicht 
treffen,  so  treffen  dieselben  geraden  Linien  auch  x  nicht. 

Liegt  JP3  innerhalb  des  durch  P1P2  gehenden  Kegelschnittes  x, 
und  ist  xj  ein  anderer,  durch  /\  Pj  gehender  Kegelschnitt,  für  den  P3 
ausserhalb  liegt,  so  bestimmen  xx^  einen  Kegelschnittbttschel  (x,  x,), 
in  dem  es  unendlich  viele  Individuen  giebt,  für  die  P^  ausserhalb  liegt. 
Es  sei  X2  ein  solches  Individuum,  so  können  wir  den  Büschel  (x,  x^) 
auch  mit  (x^,  xj)  bezeichnen.  Jetzt  legen  wir  durch  einen  Punkt  H 
auf  X  und  durch  die  drei  Punkte  PiP^P^  einen  Büschel  von  Kegel- 
schnitten ^1/2/3  •  •  •?  und  es  werde  yi  von  x,  in  f/n ^n,  von  X2  in  1/12^,2? 
von  X  in  HH^  getrofifen,  ^2  werde  von  x,  in  1/21^211  von  X2  in  I/22V22, 
von  X  in  HH2  getroffen  u.  s.  w.  Alsdann  sind  die  je  sechs  Punkte  t/^  Vj,  • 
'^2^12-  HH^^  f4i^2r  ^42^22'  HH2,  u.  s.  w.  iu  Involution.  Die  Bilder  von 
^1/2/3 ...  in  der  MöBius'schen  Verwandtschaft  sind  gerade  Linien 
919293 '  •  •  durch  den  //  entsprechenden  Punkt  H'.  Die  den  Punkten 
Uu  Vh  •  1^,2^12  •  HH^  u.  s.  w.  entsprechenden  Punkte  U[^  V,'i •  Ul^y'n •  H'H[^ 
1^21^21  '  ^22 ^22  •  ^'^2  9  •  •  •  liegen  bez.  auf  den  Geraden  g[g2 . .  .,  die 
/1/2  •  •  •  entsprechen,  und  sind  ebenfalls  zu  je  sechs  in  Involution. 
Die  Kegelschnitte  X1X2,  für  die  P^  ausserhalb  liegt,  bilden  sich  nach 
den  eben  bewiesenen  Sätzen  auf  Kegelschnitte  x^xj  durch  ^^^2  ^h, 
der  Kegelschnitt  x  aber  auf  eine  Curve  £,  die  ^1^2»  die  Schnittpunkte 
von  xjx2  und  den  Punkt  H'  enthält.  Der  Kegelschnitt  x  trifft  zwar 
die  Geraden  p^p2  in  idealen  Punkten,  aber  in  aggregirt  idealen,  ihnen 
entsprechen  in  der  MöBius'schen  Verwandtschaft  die  Punkte  -PiA?  die 
demnach  wirklich  auf  §  liegen.  Die  Kegelschnitte  x^x^  und  die  Curve 
^  werden  von  den  Geraden  g\g29z ...  in  je  sechs  Punkten  einer  In- 
volution getroffen.    Dies  ist,  wie  man  mittelst  des  charakteristischen 
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Salzes  vom  KegelschniUbUscbel  leicht  indirect  beweist,  nur  möglid 
wenn  s  ein  Kegelschnitt  x  ües  BUächels  {x[,x'i)  ist.    Damit  ist  der  Satz- 
nun  auch  für  den  Fall  erwiesen,  dass  P-i  innerhalb  x  liegt. 

Ideale  Kegelschnitte  kommen  zweierlei  Art  vor.  Durch  vier 
paarweise  aggregirl  ideale  Punkte  lassen  sich  ideale  Kegelschnitte 
legen,  die  von  jeder  realen  Gerad^i  in  aggregirt  idealen  Punkten  ge- 
troffen werden.  Sollen  die  Polaren  eines  realen  Punktes  für  dio^ 
Kegelschnitte  des  durch  jene  vier  Punkte  gehenden  Btlschels  einen 
linearen  StrahlenbUschel  ganz  erfüllen,  so  muss  man  solche  ideale 
Kegelschnitte,  die  ein  System  von  Pol  und  Polaren  in  ihrer  Ebene 
vollständig  bestimmen,  zulassen'].  Solche  sollen  schlechthin  ideale 
Kegelschnitte  heissen.  Andere  ideale  Kegelschnitte,  die  auch  durch 
reale  Punkte  gehen  können,  kommen  vor  als  Doppelelemenle  projecliver 
Kegel  sehn  ittbttschel  mit  gemeinsamen  Grundpunkten.  Die  letzteren 
treten  als  aggregirt  ideale  Paare  von  Kegelschnitten  auf,  und  werden 
durch  diesen  Zusatz  hinreichend  gekennzeichnet. 

Den  Beweis  dafür,  dass  auch  idealen  Kegelschnitten  durch  i'i/*j 
ideale  Kegelschnitte  durch  I\  /'^  in  der  MuBiLs'schen  Verwandtschaft 
entsprechen,  zu  fuhren,  brauchen  wir  den  Satz,  dass  einer  Involution 
auf  A  eine  ihr  projective  auf  derselben  Geraden  h  (durch  P3)  enl- 
spriclit.  Er  ist  leicht  zu  erweisen  und  wird  in  etwas  allgemeinerer 
Fassung  im  folgenden  Paragraphen  Platz  linden  und  mag  hier  voraus- 
gesetzt werden.  —  Die  Kegelschnitte  x^x^  mögen  sich  ausser  in  PiP^ 
noch  in  zwei  anderen  aggregirt  idealen  Punkten  schneiden.  Der 
Büschel  (x,  H;,)  bestimmt  auf  einer  Geradun  h  durcli  P^  eine  Involution 
J,  die  hyperbolisch  ist,  weil  sie  auch  aggregirt  ideale  Paare  enthalt. 
Durch  die  .Mösius'sche  Verwandtschaft  bilden  sich  die  in  (xi«i)  ent- 
haltenen Kegelschnitte  auf  reale  Kegelschnitte  eines  Büschels  (xtxi),  der 
P,  iRf  zu  Grundpunkten  hat,  ab,  die  auf  h  eine  J  projective  Involuticm 
J'  bestimmen.  Den  idealen  Paaren  von  J  entsprechen  ideale  Paare 
von  </'  und  da  die  Paare  einander  projectiv  zugeordnet  sind,  weil 
sie  auf  einer  Geraden  projective  Involutionen  bestimmen,  so  muss 
einem  durch  einen  idealen  Kegelschnitt  x  des  Büschels  (x,x.^]  bestinimtea 
Paare  von  J  das  Paar  von  /  entsprochen,  durch  welches  der  ideala. 
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Kegelschnitt  %  des  Büschels  (x'^xi^)  hindurchgeht,  der  x  in  der  Pro- 
jectivität  (X1X2)  Ä  (xjXj)  entspricht.  Dies  gilt  für  jede  Gerade  A  durch 
P3,  woraus  man  schliesst,  dass  allen  Punkten  von  x  die  von  x  ent- 
sprechen, w.  z.  b.  w. 

§  3.  Projectives  Entsprechen  von  Kegelschnittbuscheln«  Ein 
Strahlenbttschel  (^)  durch  den  Punkt  G  bildet  sich  durch  die  Möbius- 
sehe  Verwandtschaft  auf  einen  Kegelschnittbüschel  (y)  mit  den  Grund- 
punkten P1P2-P3G  ^b,  wenn  G'  der  G  entsprechende  Punkt  ist,  und 
die  Geraden  (9)  sind  den  Kegelschnitten  [y)  projectiv  zugeordnet. 
Einem  Kegelschnitte  x  durch  P1P2P3G  entspricht  nämlich  eine  Gerade 
h  durch  G'.  Die  Schnittpunkte  von  x  mit  den  Geraden  (^)  sind  den 
Schnittpunkten  von  \^  mit  den  entsprechenden  Kegelschnitten  [y]  pro- 
jectiv, und  diese  sind  den  Kegelschnitten  (/)  projectiv  zugeordnet, 
folglich  ist  (j)  Ä  (y). 

Eine  Involution  J  auf  einer  Geraden  q  bildet  sich  auf  eine  In- 
volution J'  auf  einer  Geraden  oder  allgemeiner  auf  einem  durch 
A-P2-P3  gehenden  Kegelschnitte  y  ab,  die  der  Involution  J  projecti 
zugeordnet  ist.  Denn  ist  H  ein  Punkt  auf  q  und  sind  li^li^H^. ,  . 
die  Punkte,  die  von  H  durch  die  Paare  der  Involution  J  harmonisch 
getrennt  sind,  so  sind  die  Bildpunkte  H\  H[U^H^.  .  .  der  Punkte  ff, 
H^H^H^ ...  auf  y  durch  die  entsprechenden  Paare  der  Involution  J' 
harmonisch  getrennt.  Da  nun  H^H^H^ . . .  den  Punkten  HlH^Hl . . . 
projectiv  entsprechen,  so  sind  die  Involutionen  JJ'  einander  projectiv 
zugeordnet.  Geht  g  durch  P3,  so  ist  g  zugleich  Träger  der  Invo- 
lutionen J  und  J\ 

Einem  Kegelschnittbtischel  (y)  durch  P^P^GH  —  wo  Gff  auch 
aggregirt  ideale  Punkte  sein  können  —  entspricht  ein  Kegelschnitt- 
büschel (/)  durch  P,P^G'H\  wenn  GH'  die  Bildpunkte  von  G  und 
H  sind,  und  es  ist  (y)  Ä  (y),  wie  im  vorigen  Paragraphen  bemerkt 
wurde.  Sind  P^P^  reale  Punkte,  so  entspricht  einem  Kegelschnitt- 
büschel (y)  durch  P.P^GH  ein  ihm  projectiver  (y')  durch  P^P^G'H\ 
was  keinen  neuen  Beweis  erfordert. 

Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  (y)  durch  P^P^HG  treffen  einen 
nicht  zum  Büschel  gehörenden  Kegelschnitt  x,  der  P^P^H  enthält  — 
was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  H  einen  realen  Punkt  bedeutet  — 
in  Punkten  (G),  die  den  Kegelschnitten  des  Büschels  projectiv  zu- 
geordnet sind.    Dass  dieser  Satz  richtig  ist,  wenn  lür  %  eine  Gerade 
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durch  H  eiiiliilt,  ist  aus  den  Elemenlen  bekannt.  Bildet  man  dun 
eine  MOBius'sohe  Verwandtschaft  ab,  in  der  PiP-i  die  lateralen,  //  di 
dritte  Hauptpunkt  ist,  so  bildet  sich  der  KegehcbniltbUschel  auf  eini 
ihm  projectiven  StrahlcnbUschel  {y)  durch  den  Bildpunkt  (i'  von  ff 
ab,  H  auf  eine  Gerade  k'.  Die  Schnillpnnkle  der  (Jeraden  (ij)  mit 
k'  sind  einerseits  den  Punkten  die  (/)  auf  x  bestimmt  projectiv,  anderer-^ 
seits  sind  sie  den  Geraden  (3)  und  folgUch  {/)  projectiv,  und  di 
Kegelschnitte  (y)  sind  daher  ihren  Schnittpunkten  mit  x  projectiv,  oder^ 
wenn  man  lieber  will,  perspectiv  zugeordnet,  w.  z.  b.  w. 

Die  Punkte  eines  Kegelschnittes  x  durch  P^Pi  sind  den  enl 
sprechenden  Punkten  des  ihm  in  der  MüBius'schen  Verwandtschaft  zu- 
gehörigen  Kegelschnittes  x  projectiv  zugeordnet.  —  Man  lege  durch 
zwei  reale  Punkte  GH,  von  denen  H  auf  x  liegt,  und  durch  PiPj 
einen  Kegelschniltbüschel  (;-),  er  beslimml  auf  x  Punkte  (C),  die  (/) 
projectiv  zugeordnet  sind.  Die  den  Schnittpunkten  ((.')  der  {y)  und 
X  in  der  MoBitis'schen  Verwandtschaft  entsprechenden  Punkte  (C),  die; 
durch  den  entsprechenden  Büschel  {/)  auf  x  bestimmt  werden,  siod 
{/)  projectiv  zugeordnet,  und  da  (/)  ä  (/)  ist,  so  folgt  (C)  A  (C), 
w.  z.  b.  w.  Dieser  Satz  ist  im  Allgemeinen  schon  im  vorigen  Para- 
graphen erwiesen,  nur  in  dem  Falle  nicht,  dass  P^P^  ideale  Punkl 
sind,  und  dass  P3  im  Innern  von  x  liegt. 

liin  KegelschnittbUschel  (/)  durch  P,PiGH  bestimmt  auf  einei 
Kegelschnitte  x  durch  P,p2,  z.  B.  auf  i»,  eine  Involution,  die  dem 
Buscliel  projectiv  zugeordnet  ist,  auch  wenn  PiP^Glf  aggregirt  ideale- 
Punkte  sind,  —  Nimmt  man  auf  x  einen  Punkt  L  an  und  bildet  das 
gegebene  Gebilde  durch  eine  MöBius'sche  Verwandtschaft  ab,  io  der 
PfP-iL  die  Hauptpunkte,  die  beiden  ersten  die  lateralen  sind,  so' 
bildet  sich  (}■)  auf  einen  ihm  projectiven  KegelschnittbUschel  {y)  ab, 
X  auf  eine  Gerade  k'.  Auf  k'  bestimmt  (j-')  eine  (/)  projective  Ii 
volution,  die  der  von  (/}  auf  x  bestimmten  Involution  projecliv  ist, 
die  demnach  {y)   und  folglich   (;-)  projectiv  ist. 

§  4.    Die  Steiner'sche  Verwandtschaft.    Dies  sind  etwa  die  Satze! 
aber  die  MuBiüs'sche  Vervvandtscliaft,  von  denen    hier  Gebrauch 
macht  werden  wird.    Man  kann  sich  statt  der  Müsitis' sehen  Verwandl 
Schaft  ebensogut  der  Verwandtschaft  bedienen ,    die  von  SrEiNBR  I^li 
den   Fall    realer    Hauptpunkte   im    ersten    Bande   seiner    gesammellei 
Werke  Seile  iOS  in  die  Geometrie  eingeführt  ist,  uud  die  sieb 
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der  IVIOBtiis' sehen  nicht  eben  weseollich  unterscheidet,  in  gewisser  Be- 
ziehung vor  ihr  einen  Verzug  hat,  indem  in  ihr  die  Hauptpunkte  als 
gleichberechtigte  auftreten.  —  Sind  die  Punkte  CC  einander  in  einer 
MüBitis'schen  Verwandtschaft  zugeordnet,  in  der  P, Pj  die  lateralen 
HauptpuDlite  sind,  P,  der  dritte,  und  entsprechen  den  Punkten  6"  die 
Punkte  C"  in  einer  Collinealion  in  der  P^  sich  selbst,  P,  aber  P^  und 
Pj  P,  entspricht,  so  stehen  die  Punkte  CC  in  einer  SiEiNEB'sclien 
Verwandtschaft  zu  einander.  Die  Hauptsätze  dieser  Verwandtschaft 
folgen  nacli  der  hier  gegebenen  Dehnilion  aus  denen  der  MOBiWschen 
so  einfach,  dass  sie  nur  ausgesprochen  zu  werden  brauchen,  und  es 
ist  dabei  gleichgültig,  ob  unter  den  Hauptpunkten  aggregirl  ideale 
sind  oder  nicht.  —  Jedem  Punkte  C  entspricht  ein  Punkt  6",  nur  den 
Punkten  /*, /'i/*,,  den  Hauptpunkten  der  Verwandtschaft,  entsprechen 
alle  Punkte  der  ihnen  rin  Hauptdreieck  P,  KPj  bez.  gegenüberliegenden 
Seiten  pip^pj.  Feiner  Geraden  entspricht  ein  Kegelschnitt  durch  die 
Hauptpunkte,  einem  Kegelschnitte  durch  die  Hauptpunkte  entspricht 
eine  Gerade,  Genau  genommen  sind  noch  die  Geraden  pip^Ps,  die 
den  Hauptpunkten  entsprechen,  hinzuzufügen,  die  man  aber  meist  nicht 
besonders  anfuhrt.  Einer  Geraden  durch  einen  Hauptpunkt  entsprich) 
eine  Geiade  durch  denselben  Hauptpunkt,  und  einem  Büschel  durch 
einen  Hauptpunkt  ist  ein  ilim  projectiver  zugeordnet.  Kegelschnitten 
durch  zwei  Hauptpunkte  entsprechen  Kegelschnitte  durch  dieselben 
Hauptpunkte,  einem  Büschel  von  Kegelschnitten  durch  zwei  Haupt- 
punkte entspricht  ein  ihm  projectiver.  Soll  ein  Punkt  Q  in  der  Steineh- 
schen  Verwandtschaft  sich  selbst  entsprechen,  so  muss  die  ihn  mit 
einem  Hauptpunkte  P  verbindende  Gerade  sich  selbst  entsprechen, 
denn  dieser  Geraden  entspricht  eine  Gerade  durch  P,  die  nur  dann 
Q  enthält,  wenn  sie  eben  (PO)  selbst  ist.  Da  nun  die  Geraden  durcli 
P  ihren  entsprechenden  projecliv  zugeordnet  sind,  so  liegen  die  sich 
selbst  entsprechenden  Punkte  auf  zwei  geraden  Linien  durch  P.  Sind 
P,  Pj  die  lateralen  Hauptpunkte  der  MöBiiis'scIien  Verwandtschalt.  und 
sind  sie  aggregirt  ideale,  so  bestimmt  die  de6uirende  Collinealion  auf 
;»;j  eine  Involution,  in  der  PfPj  ein  ideales  Paar  ist,  die  deshalb  eine 
hyperbolische  ist,  und  die  beiden  Geraden  durch  P,,  die  die  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  enlhalten,  sind  reale.  Die  Punkte  einer  solchen 
Geraden  haben  ihre  entsprechenden  auf  derselben  Geraden  und  sind 
ihnen  projectiv  zugeordnet,    daher  giebt  es  auf  jeder   von  ihnen  im 
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Allgemeinen  zwei  sich  selbst  entsprechende,  und  es  giebt  daher  in 
einer  SrEiNER'schen  Verwandtschaft  im  Allgemeinen  vier  sich  selbst 
entsprechende  Punkte.  Es  lässt  sich  übrigens  erweisen,  dass  die 
Schnittpunkte  von  zwei  Paaren  aggregirt  idealer  Geraden  in  zwei 
Paare  aggregirt  idealer  Punkte  zerfallen  und  daher  immer  auf  zwei 
realen  Geraden  liegen. 

§  5.     Die  stereographische  Projection.    Ich  benutze  nun,  um 
einige  für's  Folgende  wesentliche  Sätze  zu  erweisen,  eine  Abbildung 
der  dreifach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  der  Kegelschnitte  durch  zwei 
Punkte  XY  auf  die   Punkte  des  Raumes.     Der  vom  mathematisch 
ästhetischen  Gesichtspunkte  aus  vielleicht  zu  stellenden  Forderung  ge- 
recht zu  werden,  dass  diese  Sätze  mit  den  Httifsmitteln  der  ebenen 
Geometrie  allein  erwiesen  werden  sollten,  mag  späteren  Untersuchungen 
überlassen  bleiben,  auch  die  STEiNER'sche  Verwandtschaft  ist  von  ihrem 
Urheber  aus  räumlichen  Beziehungen  abgeleitet.  —  Eine  Ebene  durch 
die  Punkte  XY  werde  mit  g  bezeichnet,   und  eine  zweite  ebenfalls 
durch  XY  gehende  Ebene  mit  U;     Einen  Punkt  S  der  Ebene  §  ver- 
binden wir  mit  XY  bez.  durch  die  Geraden  x^y^  und  einen  Punkt  iV 
der  Ebene  n  verbinden  wir  mit  XY  bez.  durch  die  Geraden  a?„y„. 
Durch  die  Geraden  a?,y,,  r„t/„  legen  wir  ein  Hyperboloid  0,  es  wird 
von   den  Ebenen  gn   bez.   in   den  Punkten  SN  berührt.     Nun  pro- 
jiciren  wir  die  Punkte  der  Ebene  g  von  N  aus  auf  das  Hyperboloid 
0.     Eine  ebene  Curve  auf  (P  wird  durch  die  Strahlen  eines  Kegels 
projicirt,  dessen  Spur  in  der  Ebene  i  ein  Kegelschnitt  durch  XY  ist, 
denn  der  projicirende  Kegel   enthält  die  Strahlen  x^y^.     Geht  die 
ebene  Curve  auf  0  durch  iV,  so  entspricht  ihr  in  8  eine  Gerade,  die 
mit  der  dem  Punkte  N  entsprechenden  Geraden  [X  Y)  zusammen  eben- 
falls als  ein  Kegelschnitt  durch  XY  anzusehen   ist.     Einer  Geraden 
auf  0  entspricht  eine  Gerade  in  8,  und  zwar  entsprechen  die  Geraden 
auf  0^  die  mit  x^  zur  selben  Schaar  Erzeugender  gehören,   gerade 
Linien  durch  Y,   Geraden,  die  zur  Schaar  y„  gehören,   entsprechen 
gerade   Linien  durch  X,   die  Geraden  x^y^  entsprechen   sich    selbst. 
Umgekehrt  entspricht  einem  Kegelschnitte  durch  XY  in  8  auf  0  eine 
ebene  Curve,  ein  Kegelschnitt  oder  eine  Gerade.     Denn  entsprechen 
den  Punkten  ABC  eines   Kegelschnittes  durch  XY  in  i  auf   0   die 
Punkte  AB'C\  so  projicirt  sich  der  durch  die  Ebene  AB' C  auf  0 
bestimmte  Kegelschnitt  auf  einen  Kegelschnitt  in  8,  der  mit  dem  ge- 
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gebenen  die  Punkte  XYABC  gemein  hat,  also  ganz  mit  ihm  zusammen' 
f^lll.  So  bestimmt  also  jeder  Kegelschnitt  der  Ebene  8  eine  Ebene 
im  Räume,  nämlich  die  die  Projeclion  des  Kegelschnittes  auf  0  ent- 
hallende Ebene,  und  wenn  man  dieser  wieder  ihren  Pol  in  Bezug 
auf  0  zuordnet,  so  erhält  man  eine  eineindeutige  Zuordnung  zwischen 
den  Kegelschnitten  durch  XY  und  den  Punkten  des  Baumes.  Einem 
Strahlen biischel  durch  X  entsprechen  Ebenen  durch  x„,  die  durch  die 
Strahlen  des  Büschels  hindurchgehen,  ihm  also  projectiv  zugeordnet 
sind.  Ebenso  sind  die  Pole  dieser  Ebenen  den  Strahlen  des  Büschels 
projectiv  zugeordnet.  Einem  StrahlenbUschel  durch  X  oder  durch  Y 
entsprochen  die  Punkte  der  Geraden  x^  bez.  i/„  und  zwar  sind  die 
Strahlen  den  Punkten  dieser  Geraden  projectiv  zugeordnet. 

Einem  KegelschniltbUschel  durch  Xf  und  zwei  reale  oder  ideale 
Punkte  UV  entsprechen  Ebenen  durch  zwei  feste  reale  oder  ideale 
Punkte,  nämlich  durch  die  Punkte,  die  W  in  der  Projeclion  von  A' 
aus  auf  0  entsprechen,  also  die  Ebenen  eines  Büschels,  und  diesen 
Ebenen  entsprechen  als  ihre  Pole  die  Punkte  einer  Geraden  im  Haume. 
Eine  Gerade  x  durch  X  in  8  trilTt  den  Kegelschnittbusch el  (x)  mit 
den  Grundpunkten  XY UY  in  Punkten  (C),  sie  projiciren  sich  von  iV 
aus  in  Punkte  {(',')  einer  Geraden  auf  0,  die  {(i)  projectiv  zugeordnet 
sind.  Die  den  Kegelschnitten  (x)  entsprechenden  Ebenen  gehen  durch 
(C)  und  sie  selbst  wie  ihre  Pole  sind  daher  (C)  und  (C)  und  folg- 
lich (x)  projectiv  zugeordnet.  Den  Kegelschnitten  eines  Büschels  (x), 
von  dem  XY  zwei  Grundpunkte  sind,  entsprechen  demnach  die  Punkte 
einer  Geraden  im  Baume,  die  den  Kegelschnitten  des  Büschels  pro- 
jectiv zugeordnet  sind.  Die  Polare  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  0 
trifft  diese  Fläche  in  den  beiden  Punkten,  welche  die  Projectioneo 
der  beiden  weitern  Grundpunktc  U  V  des  Büschels  (x)  von  N  auf 
0  sind. 

Die  stereographische  Projection  setzt  eine  Ebene  mit  einer 
Kugel  durch  Projection  aus  einem  Punkte  der  Kugel  in  Beziehung. 
Vom  projectiven  Standpunkte  aus  unterscheidet  sich  die  stereographische 
Projection  von  der  hier  beschriebenen  S  auf  0  abbildenden  nur  etwa 
dadurch,  dass  die  Geraden  von  0  real  sind,  während  sie  auf  der 
Kugel  ideal  sind.  Wir  wollen  deshalb  die  Abbildung  von  8  auf  0, 
wie  sie  eben  gegeben  ist,  kurz  eine  stereographische  nennen.  Die 
Verwandtschaft,   die   durch  Vermittelung  der  stereographischen  Pro- 
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jcction  zwischen  den  durch  XY  gebenden  Kegelschnitten  und  den 
Ebenen  des  Raumes  hergestellt  wird,  mag  die  ^-Verwandtschaft,  die 
zwischen  den  Kegelschnitten  und  den  Punkten  des  Raumes  mag  die 
(iP- Verwandtschaft  heissen.  —  Ich  habe  die  ^-Verwandtschaft  für  den 
Fall,  dass  0  eine  Kugel  ist,  also  nur  ideale  Geraden  enthält,  in 
Schlömilgh's  Zeitschrift  Jahrgang  29  benutzt,  um  das  System  der  Kreise 
einer  Ebene  auf  den  Raum  abzubilden.  Der  Uebelstand,  dass  bei 
dieser  besondern  </> -Verwandtschaft  realen  Raumpunkten  ideale  Kreise 
entsprechen  können,  tritt  hier,  wo  jeder  Kegelschnitt  des  Systems  zwei 
reale  Punkte  XY  enthält,  nicht  ein.  Projicirt  man  die  Gebilde  der 
Ebene  8  von  N  auf  ^^  und  die  Gebilde  auf  (P  von  N  in  eine  andere 
Ebene  i\  so  sind  die  Gebilde  in  g  und  i\  die  einander  entsprechen, 
collinear.  Liegen  iV'8'  zu  0  so  wie  N  und  8,  ich  meine  so,  dass 
8'  von  iV'  aus  auf  0  stereographisch  projicirt  wird,  und  bildet  man 
erst  8  von  N  aus  auf  (/>  ab,  dann  0  von  N'  aus  auf  8',  so  stehen 
die  Gebilde  in  8  und  8'  in  einer  STEiNER'schen  Beziehung  zu  einander, 
was  wir  jedoch  nicht  weiter  untersuchen  wollen. 

§  6.  Erzeugnis»  zweier  projectiver  Kegelschnittbüschel  mit  iwei 
gemeinsamen  Gmndpiuikten«  Es  seien  XY  zwei  Punkte,  die  mit  zwei 
andern  realen  oder  aggregirt  idealen  mit  XY  in  einer  Ebene  liegenden 
Punkten  UV  einen  Kegelschnittbüschel  (x)  bestimmen,  und  mit  zwei 
andern  realen  oder  aggregirt  idealen  Punkten  UV  derselben  Ebene 
einen  Kegelschnittbüschel  (x ),  und  es  seien  die  beiden  Büschel  pro- 
jectiv  auf  einander  bezogen,  es  sei  (x)  a  (x').  Dann  bestimmen  die 
entsprechenden  Kegelschnitte  der  Büschel  Punktepaare,  von  denen  wir 
einen  einzelnen  mit  M  bezeichnen.  Die  Reihe  der  Punkte  M  hat  die 
Eigenschaft,  mit  jeder  Geraden  a  oder  mit  jedem  Kegelschnitte  a  durch 
XY  vier  Punkte  gemein  zu  haben.  Denn  die  Kegelschnitte  (x)  {%) 
bestimmen  auf  a  oder  a  zwei  einander  projective  Involutionen  und 
in  solchen  fällt  viermal  ein  Element  der  einen  mit  einem  entsprechen- 
den der  andern  zusammen.  Denn  projicirt  man  die  beiden  Involu- 
tionen auf  einen  Kegelschnitt  von  einem  Punkte  desselben,  so  be- 
stimmen die  Paare  der  Involutionen  einander  projective  Strahlbüschel 
durch  die  Involutionscentren,  die  entsprechenden  Strahlen  schneiden 
sich  auf  einem  Kegelschnitte,  der  den  Träger  der  Involutionen  vier- 
mal trifft,  wenn  Berührungspunkte  doppelt  gezählt  werden.  Im  Be- 
rührungsfalle sagen  wir,  dass  die  Gerade  a  oder  der  Kegelschnitt  a 
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die  Puüktreilie  M  berühre,  was  auch  zweimal  auf  demselben  a  oder 
u  vorkommen  kann.  Auf  Grund  dieser  Eigenschaften  nennen  wir 
die  Gesammtheil  der  Punkte  M  eine  Punktreihe  vierter  Ordnung  und 
bezeichnen  sie  mit  M"K 

Die  Punkte  XY  gehören  zur  Punktreüie  W",  denn  die  Tangenten 
(/)  der  Kegelschnitte  (*)  in  X  sind  den  Tangenten  (/)  der  {x)  in  X 
projectiv  zugeordnet,  und  es  giebt  einen  oder  vielmehr  im  Allgemeinen 
zwei  vielleicht  aggregirt  ideale  Paare  von  entsprechenden  Kegel- 
schnitten xx,  von  denen  der  eine  den  andern  in  X  berührt,  und 
diese  bestimmen  X  als  einen  Punkt  ^f.  Ebenso  gehören  UVU'V 
zu  itf'*'. 

Auf  einer  Geraden  x  durch  X,  und  ebenso  auf  einer  Geraden  y 
durch  y  liegen  neben  X  bez.  Y  nur  zwei  Punkte  der  Reihe  Jtf'^'. 
Denn  die  Kegelschnitte  [x]  {x)  bestimmen  auf  w  projective  Punkt- 
reihen, und  diese  haben  zwei  und  nur  zwei  Punkte  miteinander  ge- 
mein. Fallen  sie  auf  einer  Geraden  x  in  einen  Punkt  zusammen,  so 
sagen  wir,  dass  die  Gerade  x  die  Punktreihe  jtf'*'  an  jener  Stelle  be- 
rühre. Die  Punkte  Xy  heiesen  Doppelpunkte  der  Punklreihe  itf"*, 
weil  auf  jeder  Geraden  durch  sie  ausser  ihnen  selbst  nur  noch  zwei 
Puokle  von  itf"'  hegen.  Die  Gerade  (Xy)  hat  mit  M'*'  ausser  XY 
keinen  Punkt  gemein,  weil  sie  von  keinem  Kegelschnitte  der  Büschel 
(x)    (x)  in  andern  Punkten  getroffen  wird. 

Zwei  Kegelschnittbtlscheln  der  Ebene  S,  dem  Büschel  (x)  mit  den 
Grundpunkten  Xyt'V  und  {«')  mit  den  Grundpunkten  XYt"V'  ent- 
sprechen in  der  ö> -Verwandtschaft  im  Räume  zwei  gerade  Punkl- 
reihen  (t),  (E'),  die  einander  projectiv  zugeordnet  sind.  Die  Ver- 
bindungslinie zweier  entsprechender  Punkte  ÄÄ'  dieser  Reihen  ent- 
spricht in  §  einem  Kegelschnittbilschel  mit  den  Grundpunkten  XY 
und  den  beiden  Punkten,  in  denen  sich  die  Si  und  St'  entsprechenden 
Kegelschnitte  xx'  schneiden.  Alle  diese  Verbindungslinien  erzeugen 
ein  Hyperboloid  ^,  das  auf  unendhcb  viele  Arten  durch  projective 
EbenenbUschel  erzeugt  werden  kann.  Nehmen  wir  die  Verbindungs- 
linien irgend  zweier  Paare  entsprechender  Punkte  auf  E  und  E'  zu 
Axen  zweier  EbenenbUschel,  die  das  Hyperboloid  ^  erzeugen,  so 
sind  diese  EbenenbUschel  einander  projectiv  zugeordnet.  Hieraus  folgt 
durch  Abbildung  in  die  Ebene  §:  Erzeugen  zwei  projective  Kegel- 
schnittbUschel    (x)   (x)   mit  den  Grundpunkten  XyrV,    Xyr'V  eine 
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Punklreihe  M'*',  und  schneiden  sich  die  enlspreclienden  Kegelschnitte 
Kx  in  XYl\V,  und  die  enlsprechenden  Kegelschnitte  x,x\  in  XYÜlV]. 
so  lassen  sich  die  Kegelschnlttbüschel  {XY U,V,)  [XYViVl)  oder  {»x') 
(x,x'|)  so  in  piojective  Beziehung  zu  einander  setzen'),  dass  sie  die- 
selbe Punktreihe  itf'"  erzeugen,  als  die  BUschcl  (x)  (x).  Daraus  folgt 
der  nicht  unwichtige  Satz:  Besitzt  eine  Punklreihe  W"  ausser  XY 
überhaupt  reale  Punkte,  so  kann  man  die  Reihe  durch  projective 
Kegelschnittbüschel  erzeugen ,  von  denen  der  eine  oder  beide  nur 
reale  Grundpunkte  haben, 

Construiren  wir  zu  jeder  Geraden  auf  ^  die  Polare  in  Bezug 
auf  0,  so  erhallen  wir  wieder  ein  Hyperboloid  'fi'.  Die  Schnill- 
punkte  der  beiden  Flächen  ^^  sind  die  Projeclionen  der  Punkte  M 
von  .V  aus  auf  0,  die  stereographischen  Projeclionen.  Der  Schnitt 
von  0  und  '/*'  ist  als  Schnitt  zweier  continuirliclier  Überilächen 
eine  continuirliche  Curve,  also  ist  auch  ihre  Projeclion  M'"  eine  con- 
linuirliche  Curve,  deren  reale  Theile,  wie  wir  nachher  sehen  werden, 
einen  oder  zwei  geschlossene  ZUge  ausmachen  können.  Wir  köDoen 
also  die  Punktreihe  M'*'  eine  Curve  und  zwar  eine  Curve  vierter 
Ordnung  mit  zwei  Do|)pelpunkten  nennen. 

Eine  zweite  Curve  M',"  mit  denselben  Doppelpunkten  XY  ist 
die  stereographisehe  Projection  des  Schnittes  eines  zweiten  Hyper- 
boloides 5^1  mit  0.  Den  Schnittpunkten  von  W*'  und  j*/',*'  ent- 
sprechen stereographisch  auf  0  erstens  die  Schnittpunkte  der  Hyper- 
boloide V'l  V  mit  x^y„ ,  die  im  Allgemeinen  nicht  zusammenfallen 
werden,  und  zweitens  die  Punkte,  die  die  Hyperboloide  0^*P^ 
mit  einander  gemein  haben.  Deren  giebt  es  acht,  sie  heissen 
associirte  Punkte ,  ebenso  wollen  wir  die  Schnittpunkte  zweier 
Curven  Jtf'*'  nennen.  Die  drei  Hyperboloide  können  aber  auch 
unendlich  viele  Punkte  gemein  haben,  aber  nur  wenn  der  Schnitt 
zweier  dieser  Oberflächen  entweder  eine  Gerade  oder  einen  Kegel- 
schnitt enthält.  Enthalt  der  Schnitt  von  0  mit  1^'  einen  Kegel- 
schnitt, so  enthält  er  noch  einen  zweiten,  und  seine  Projeclion  in  S, 
die  Curve  A/'*',  zepfällt  in  zwei  Kegelschnitte,  die  beide  durch  XY  , 
gehen,  weil  jeder  Kegelschnitt  auf  0  die  Geraden  a!„y„  trifft.     Zei 
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rallt  M^i^  ebenfalls  in  zwei  Kegelschnitte,  so  können  M^^^M{*^  ohne 
ganz  zusammen  zu  fallen  einen  Kegelschnitt  gemein  haben.  Haben 
<P^'  eine  Gerade  gemein,  so  ist  die  stereographische  Projection  eine 
Gerade  entweder  durch  X  oder  durch  Y.  Die  Curve  M^^^  zerfällt 
dann  in  eine  Gerade  und  eine  Curve,  die  von  jeder  Geraden  in  drei 
Punkten  getroffen  wird,  also  in  eine  Gerade  und  eine  Curve  dritter 
Ordnung«  Zerfällt  nun  Ml*^  ebenfalls  in  eine  Gerade  und  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  so  können  M^*^  und  M\*^  entweder  die  Gerade  oder 
die  Curve  dritter  Ordnung  gemein  haben,  ohne  ganz  zusammen  zu  fallen. 
Wenn  also  die  Curven  H^*^  M\*^  nicht  in  Curven  niederer  Ordnung 
zerfallen,  so  schneiden  sie  sich  in  acht  und  nur  acht  Punkten,  wobei 
natürlich  Berührungspunkte  doppelt  zu  zählen  sind,  oder  sie  fallen 
ganz  zusammen. 

Auf  gleiche  Weise  erkennt  man,  dass  ein  Kegelschnitt,  der 
nicht  durch  XY  geht,  mit  einer  Curve  M^^^  acht  Punkte  gemein  hat. 
Ein  Kegelschnitt  plus  der  doppelt  zu  zählenden  Geraden  XY  ist 
eine  singulare  Curve  M^*\  die  entsteht,  wenn  zwei  projective  Kegel- 
schnittbüschel aus  zerfallenden  Kegelschnitten  bestehen.  Liegt  ü  auf 
(XY)  und  f/'  ebenfalls,  so  erzeugen  die  beiden  (uneigentlichen)  Kegel- 
schnittbüschcl(Xyr7y)  [XYUV)  einen  Kegelschnitt  und  die  Gerade  XY. 

Durch  sieben  Punkte  im  Räume  ist  der  achte  associirte  be- 
stimmt, also  ist  auch  in  der  Ebene  der  achte  associirte  durch  sieben 
gegebene  bestimmt.  Daraus  folgt,  dass  durch  ihre  Doppelpunkte  XY 
und  acht  Punkte  im  Allgemeinen  eine  Curve  M^*^  völlig  bestimmt 
ist,  nämlich  dann,  wenn  die  acht  Punkte  nicht  associirte  sind,  in 
welchem  Falle  unendlich  viele  (Kurven  A/^^^  durch  die  acht  Punkte 
gehen,  die  einen  Büschel  bilden,  weil  durch  jeden  Punkt  einer  Ge- 
raden eine  und  nur  eine  Curve  der  Mannigfaltigkeit  gelegt  wer- 
den kann. 

Enthält  die  Curve  M^*^  eine  nicht  durch  X  oder  T  gehende 
Gerade,  so  projiciren  sich  die  Punkte  des  geraden  Thpiles  von  M^*^ 
slcreographisch  auf  einen  durch  N  gehenden  Kegelschnitt  auf  (P,  das 
Hyperboloid  ^'  hat  folglich  noch  einen  Kegelschnitt  mit  4>  gemein, 
dessen  Projection  in  der  Ebene  %  ein  Kegelschnitt  durch  XY  ist. 
Der  Punkt  ^  aber  entspricht  stereographisch  der  Geraden  (XY),  die 
Curve  A/^*^  besteht  demnach  in  diesem  Falle  aus  jener  Geraden,  der 
Geraden  (XY)  und  einem  durch  XY  gehenden  Kegelschnitte. 
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§  7.  Abl>ilduD<!  auf  Carven  dritter  Ordnung.  Es  giebt  virr 
Tangenten  von  XY  an  JV'*'.  Die  Cuiven  dritter  Ordnung  sind  oach 
[jrojocliv  geometrischer  Methode  als  Erzeugniss  eines  Strahlbüschels 
und  eines  ihm  projecliven  Kegelschnittbuschels  von  Schröter  in  seiner 
»Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung.  Leipzig  bei  Teubner 
I8880  behandelt  worden  und  wir  dürfen  von  den  Ergebnissen  dieser 
Untersuchungen  Gebrauch  machen.  Zuerst  benutzen  wir  sie,  um  nach- 
zuweisen, daas  es  von  XY  an  die  Curve  Jtf"'  je  vier  Tangenten  giebt. 
Die  beiden  Kegelschnitlbiischel  (x)  (x')  mögen  die  Curve  M'^'  erzeugen. 
Wir  dürfen  nach  unsern  obigen  Ermittelungen  voraussetzen,  dass  die 
Grundpunkte  des  einen  derselben  XYUV  sammtüch  reale  sind.  Dana 
können  wir  XYU  zu  Hauptpunkten  einer  MöBiDs'schen  Verwandtschaft 
machen,  die  beiden  ersten  zu  lateralen.  Dujch  diese  Verwandlscbaft 
bilde!  sich  der  Kegelschnitlbüschel  ix)  auf  einen  StrahlenbUschel  [v] 
ab  mit  dem  Punkte  V  als  Trager,  der  V  in  der  MoBics'schen  Ver- 
wandtschaft entspricht,  und  [x]  bildet  sich  auf  einen  Kegelschnitl- 
büschel (/)  ab.  Da  nun  (r)  Ä  (/)  ist,  so  erzeugen  die  Büschel 
eine  durch  XY  gehende  Curve  drittel-  Ordnung  C',  genau  genommen 
plus  der  Geraden  (XY)  als  Bild  des  Punktes  U  und  plus  den  doppell 
zu  zahlenden  Geraden  (XU)  [YU],  die  den  Punkten  XY  entsprechen. 
Lassen  wir  diese  mit  plus  angeführten  Theile  aussei-  Acht,  so  können 
wir  sagen,  dass  jedem  Punkte  von  3/'*'  ein  Punkt  von  C'^'  und  um- 
gekehrt jedem  Punkte  von  C"  ein  Punkt  von  Jtf™  entspricht.  Sind 
V'V  die  in  der  Mübius  sehen  Verwandtschaft  V'V  entsprechenden 
Punkte,  so  ist  V  der  den  Punkten  XYL'V  auf  C'"'  »gegenüberliegenden 
Punkt.  Trifft  die  Gerade  XU  die  Curve  C'^'  neben  X  in  idealen 
Punkten,  so  ist  X  ein  isolirter  Punkt  von  jW"'.  In  der  Theorie  der 
Curven  dritter  Ordnung  beweist  man  den  Satz,  dass  die  vom  Punkte 
V  auf  den  Geraden  (u)  durch  die  weiteren  Schnittpunkte  mit  C" 
harmonisch  getrennten  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  der  die 
harmonische  Polare  des  Punktes  Y  in  Bezug  auf  C'^'  heisst.  Der 
geometrische  Ort  dieser  Punkte  wird  nämlich  erzeugt  durch  den 
Strahlenbüschel  {v)  und  die  Polaren  [l)  von  Y  für  den  Kegelschnitl- 
büschel (/') ,  diese  Polaren  gehen  durch  einen  Punkt  und  sind  iy] 
und  folglich  (u)  projectiv  zugeordnet,  die  Bilschel  («)  7\  (/)  erzeugen 
daher  einen  Kegelschnitt.  Daraus  folgt,  dass  zu  jedem  Punkte  von  j 
C'^'   ein    durch    ihn    gehender    Kegelschnitt    als    harmonische    Polarof 
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gehört  —  der  naturlich  id  ein  Geradenpaar  zerfallen  kann  —  weil 
man  jeden  Punkt  von  C'^'  zum  TrUger  eines  Strahlenbtischels  machen 
kann,  der  mit  einem  gewissen  ihm  projectiven  Kegelschnitt- 
büschel  C'^'  erzeugt.  Der  Satz  gilt  also  auch  für  die  Punkte  XY 
der  Curve  C'^'.  Da  die  harmonische  Polare  eines  Punktes  C  von  C'^' 
die  Tangente  in  diesem  Punkte  mit  C'^'  gemein  hat,  so  berührt  sie 
dort  C'^'  und  trifft  diese  Curve  deshalb  nur  noch  in  vier  Punkten. 
Die  nach  diesen  Treffpunkten  von  C  gezogenen  Geraden  sind  die 
Tangenten  von  ihm  an  C'^',  es  giebt  deren,  abgesehen  von  der  im 
Punkte  C  berührenden,  vier. 

Vom  Punkte  Y  giebt  es  also  vier  l'angenten  y  an  C"',  die  diese 
Curve  in  Y  und  sonst  nur  noch  einmal  treffen.  Bildet  man  C"' 
rückwärts  durch  die  MöBius'sche  Verwandtschaft  auf  M'**  ab,  so  ent- 
sprechen den  vier  Tangenten  y  vier  gerade  Linien  x  durch  X,  die 
W*'  neben  X  nur  noch  in  je  einem  Punkte  treffen,  es  giebt  von  X 
und  ebenso  von  Y  an  M'^'  vier  Tangenten,  abgesehen  von  den  JW'** 
in  den  Punkten  XY  bez.  selbst  berührenden.  —  Dass  immer  wirk- 
lich vier  Tangenten  -vorhanden  sind,  wenn  C^'  keinen  Doppelpunkt 
hat,  die  paarweise  aggregirt  ideale  sein  können,  nehme  ich  als  in 
der  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  ervriesen  an.  Eine  der  vier 
Tangenten  von  C  an  C^'  kann  allerdings  mit  der  in  C  zusammenfallen, 
wenn  dieser  Punkt  ein  Wendepunkt  ist,  eben  so  kann  auch  eine  der 
vier  Tangenten  von  X  an  W*'  mit  einer  im  Punkte  X  berührenden 
zusammenfallen. 

§  8.  Die  |>rojectiveii  swei- zweideutigen  Verwandtschaften. 
Liegen  auf  einem  Strahle  x  durch  X  die  beiden  Punkte  3/J/i  der 
Curve  M^*\  so  bestimmen  diese  mit  Y  zwei  Strahlen  yyi.  Der  Strahl  ;/ 
enthält  ausser  M  noch  einen  Punkt  von  M*-*'  und  dieser  bestimmt 
mit  X  einen  Strahl  i,.  Auf  diese  Weise  wird  zwischen  den  Sirahlen- 
büscheln (x)  durch  X  und  {y)  durch  Y  eine  zweizweideutige  Ver- 
wandtschaft hergestellt,   die  wir   eine  projeclive   nennen  und  durch 

(s)  ±  {y) 
bezeichnen.      Jedem    Strahl    x  entsprechen    zwei    Strahlen    j/t/,,    und 
jedem  Strahl  y  zwei  Sirahlen  xx^. 

Ebenso  sagen  wir,  die  Punktreihen  [A)  [£},  die  die  Strahlen 
[x)  (j)  bez.  auf  einer  Geraden  g  oder  einem   durch  Xy  gehenden 
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Kegelschnillo  y  bestimmeu  (oder  auch  auf  zwei  Geraden  bez.  Kegel- 
schnitten, von  denen  der  eine  die  (il),  der  andere  die  (jB)  enthält) 
seien  einander  zweizweideutig  projectiv  zugeordnet,  es  sei 

iA)  -Ä-  (ß) . 

Liegen  die  Verwandtschaften  auf  demselben  Träger,  so  heissen  sie 
collocal. 

Ist  X  Tangente  an  3f^^^,  so  entspricht  x  nur  ein  Strahl  \j.  Es 
giebt  vier  solche  Sirahlen,  wir  nennen  sie  Yerzweigungsstrahlen, 
oder  wenn  dem  Punkte  A  nur  ein  Punkt  B  in  der  Verwandtschaft 
(A)  (jB)  enispricht,  so  heisst  er  ein  Verzweigungspunkt  oder  Ver- 
zweigungselement der  Reihe  (A).  Ebenso  giebt  es  in  der  zweiten 
Reihe,  der  Reihe  (y)  oder  der  Reihe  (fi),  vier  Verzweigungselemente. 

Giebt  es  auf  MS"^^  einen  Punkt  D  von  der  Beschaffenheit,  dass 
zwei  gerade  Linien  a^  a^  durch  ihn  die  (^urve  Af^*^  nur  noch  in  zwei 
Punkten  treffen,  so  wird  jede  Gerade  durch  ihn  und  jeder  Kegel- 
schnitt a  durch  XY  und  ihn  von  M^*^  nur  noch  in  zwei  Punkten 
getroffen,  er  ist  ein  Doppelpunkt.  Denn  denken  wir  uns  M^^^  durch 
zwei  KegelschnittbUschel  (x)  (x')  erzeugt,  von  denen  einer  (x)  D 
unter  seinen  Grundpunkten  enthält,  so  bestimmt  (x)  auf  a^  eine  Punkt- 
reihe {A^),  die  (x)  projectiv  ist.  Fällt  A^  auf  /),  so  berührt  der  zugehörige 
Kegelschnitt  x  a^  in  D,  und  der  diesem  im  Büschel  (x')  zugeordnete 
Kegelschnitt  muss  durch  D  gehen.  Auf  a^  bestimmt  (x)  die  Punkt- 
reihe (ilx),  ftillt  A2  auf  ö,  so  berührt  dort  der  zugehörige  Kegel- 
schnitt des  Büschels  (x)  die  Gerade  a^,  und  der  diesem  entsprechende 
Kegelschnitt  des  Büschels  (x)  muss  auch  durch  D  gehen.  Da  also 
zwei  Kegelschnitte  von  (x')  durch  D  gehen,  so  ist  D  ein  Grundpunkt 
des  Büschels  (x').  Auf  einer  Geraden  a  durch  D  oder  einem  Kegel- 
schnitte a  durch  XY  und  D  bestimmen  die  beiden  Büschel  (x)  (x'] 
projective  Punktreihen,  deren  entsprechende  Punkte  nur  zweimal 
zusammenfallen,  so  dass  auf  a  oder  a  neben  D  nur  noch  zwei 
Punkte  von  M^^^  liegen,  was  die  charakteristische  Eigenschaft  eines 
Doppelpunktes  ist.  Man  erkennt  hieraus  auch  die  volle  Gleich- 
berechtigung  der  Punkte  XYD. 

Bilden  wir  die  Curve  3i^*^  mit  einem  Doppelpunkte  D  durch  eine 
MöBius'sche  (oder  auch  eine  STEiNER'sche)  Verwandtschaft  mit  den 
Hauptpunkten  XYD  ab    und   zugleich   die  D  als  Grundpunkt  enthal- 
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tenden  erzeugenden  Büschel  (x)  (x],  so  werden  aus  den  letztem  zwei 
projective  Sirahlbüschel  (ft)  {k')  im  Bilde,  die  einen  Kegelschnitt 
^  erzeugen.  Die  zweizweideutige  projective  Verwandtschaft,  die  mau 
erhält,  wenn  man  einen  Kegelschnitt  von  zwei  nicht  auf  ihm  liegen- 
den Punkten  XY  projicirl 


enthält  in  jeder  der  beiden  Reihen   nur  zwei  Verzweigungssirahlen. 

Gehen  die  beiden  Geraden  a^a-i  durch  X  bez.  Y,  so  erhalt  man 
den  Satz:  Berührt  eine  Gerade  j:  durch  X  W"  in  einem  Punkte  D, 
und  ist  die  Gerade  y  gleich  {YD)  ebenfalls  Tangente  an  M^^',  so  ist 
0  ein  Doppelpunkt  von  iW".  Die  zweizweideutige  projective  Ver- 
wandtschaft (.r)  "a"  (y)  hat  dann  die  Eigenschaft,  dass  ein  Verzwei- 
gungsstrahl der  einen  Reihe  einem  Verzweigungsstrahle  der  andern 
Reihe  entspricht,  sie  Itüsst  sich  durch  eine  MüBivs'sche  Abbildung  mit 
einer  andern  zweizweideutigen  projectiven  Verwandtschaft  eindeutig 
in  Beziehung  setzen,  die  in  jeder  Reihe  nur  zwei  Verzweigungs- 
strahlen besitzt. 

Enthalt  die  Curve  M'"  zwei  Doppelpunkte  DD\  so  kann  die 
gefühlte  Untersuchung  auf  jeden  angewandt  worden,  wenn  DD'  reale 
Punkte  sind.  Der  Kegelschnitt,  auf  dem  M'*'  sich  millelst  der  Möbiiis- 
schen  Verwandtschaft  mit  den  Hauptpunkten  .V  YD  abbildet,  hat  dann 
einen  Doppelpunkt,  er  zerHillt  in  zwei  gerade  Linien.  Die  Ruck- 
abbildung  ergiebt,  dass  A/'*'  aus  zwei  Kegelschnitten  besteht,  und  dass 
die  projective  zweizweideutige  Verwandtschaft  (x)  (y)  in  zwei  eih- 
eindeulige  zerfallt.  Sind  aber  DD'  aggregirt  ideale  Punkte,  so  kann 
man  nicht  einen  zu  einem  Grundpunkte  einer  MoBirs'schen  Verwfindl- 
schaft  machen.  Da  aber  jeder  Kegelschnitt  durch  XYDD'  die  Curve 
Jtf'*'  nicht  mehr  treffen  soll,  wenn  er  nicht  ganz  in  die  Curve  JW'" 
fällt,  und  da  doch  immer  durch  XYDD'  und  einen  weiteren  Punkt 
von  jM'*'  ein  Kegelschnitt  gelegt  werden  kann,  so  folgt  auch  in  diesem 
Falle,  dass  Jli"'  in  zwei  Kegelschnitte  durch  XY,  und  dass  die  zwei- 
zweideutige durch  W^'  erzeugte  Verwandtschaft  in  zwei  eineindeutige 
zerfallen  muss. 

Doppelpunkte  einer  z wcizweideuligen  collocalen  pro- 
jectiven Verwandtschaft.    Auf  einer  Geraden  tj  oder  einem  Kegel- 
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schnitte  y  durch  XY  bestimmen  die  AP^  von  XY  aus  projicirenden 
Strahlen  {x)  {y)  die  Beziehung 

Die  vier  Schnittpunkte  von  g  oder  y  mit  M^*^  geben  die  Elemente  A^ 
die  mit  einem  ihrer  entsprechenden  Elemente  B  zusammenfallen,  sie 
heissen  die  sich  selbst  entsprechenden  oder  die  Doppelelemente  der 
Verwandtschaft.  In  einer  zweizweideutigen  projectiven  Verwandt- 
schaft auf  demselben  Träger  giebt  es  demnach  im  Allgemeinen  vier 
Doppelelemente.  Da  der  Träger  der  Verwandtschaft  die  Curve  M^*^ 
berühren  kann,  zwei-,  drei-  und  vierpunktig,  so  ist  es  möglich,  dass 
die  Doppelelemente  zu  zwei  oder  drei  oder  vier  oder  paarweise  zu- 
sammenfallen. ^ 

Ein-  oder  Zweizügigkeit  der  Curve  M^^\  Bildet  man  die 
Curve  M^*^  durch  eine  MöBios'sche  Verwandtschaft  ab,  in  der  XY 
und  ein  realer  Punkt  von  M^^^  Hauptpunkte  sind,  so  bildet  sie  sich 
auf  eine  Curve  dritter  Ordnung  C^^^  ab,  von  der  man  weiss,  dass 
ihre  realen  Theile  einen  oder  zwei  Züge  bilden.  Dasselbe  gilt  daher 
auch  vom  Bilde  M^*\  Ausserdem  kann  diese  Curve  in  XY  isolirte 
Punkte  besitzen. 

§  9.  Beriehmig  der  Curven  dritter  Ordnung  n  den  iwei- 
zweidentigen  projectiven  Verwandtschaften.  Liegt  von  den  Grund- 
punkten XYUV,  XYU'V  der  Kegelschnittbüschel  (x)  (x)  einer,  etwa 
y,  auf  der  Geraden  XY,  so  artet  der  Büschel  (x)  in  Geradenpaare 
aus,  von  denen  {XY)  immer  die  eine  ist.  Die  andern  Geraden 
göhen  durch  (/,  sind  {k)  projectiv  zugeordnet  und  erzeugen  mit 
(x)  eine  Curve  dritter  Ordnung  O^^  plus  der  Geraden  {XY) ,  denn 
irgend  einer  der  ausgearteten  Kegelschnitte  (x)  muss  dem  ausgearteten 
Kegelschnitt  {XY)  -  {U'V)  des  Büschels  (x)  entsprechen,  so  dass  alle 
Punkte  von  XY  zu  M^*^  gehören.  Die  Curve  dritter  Ordnung  C^^ 
erzeugt  mit  XY  ebenso  wie  allgemeiner  die  Curve  Jtf^*^  eine  zwei- 
zweideutige projective  Verwandtschaft  {x)  (y),  die  nur  die  Besonder- 
heit hat,  dass  der  Strahl  (XY)  als  Strahl  von  {x)  demselben  Strahle 
als  Strahl  von  (y)  entspricht.  In  der  That,  die  Gerade  XY  trifft 
C^^^  noch  in  einem  Punkte  Q.  Dem  Strahl  {XQ)  entspricht  der 
Strahl  (YO),  beide  fallen  mit  (XY)  zusammen.  Auf  jeder  Geraden  9 
bestimmen    daher    die    zweizweideutig    projectiven   Büschel    {x)    (y) 
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zweizweideulig  projective  Punktreihen,    in   denen   der   Schnittpunkt 
von  g  mit  (XY)  ein  Doppelpunkt  ist. 

Eine  Curve  dritter  Ordnung  kann  aber  noch  auf  andere  Weise 
als  Schnittspunktscurve  zweier  projectiver  Kegelschnittbüschel  mit 
zwei  gemeinsamen  Grundpunkten  XY  erzeugt  werden,  nämlich  durch 
zwei  Büschel  (x)  (x)  bez.  mit  den  Grundpunkten  XYUV,  XYU'V, 
wenn  die  ausgearteten  Kegelschnitte  (XY)  •  {UV)  und  (XY)  -{VV) 
einander  in  der  Projectivität  (x)  Ä  {k)  entsprechen.  Dann  liegt  eben- 
falls auf  jeder  Geraden  g  ein  Doppelpunkt  der  .durch  M^*^  auf  ihr 
erzeugten  zweizweideutigen  Verwandtschaft  im  Schnittpunkte  von  g 
mit  (XY),  die  Gerade  (XY)  ist  in  M^*^  ganz  enthalten,  und  es  bleibt 
blos  nachzuweisen,  dass  der  nach  Abzug  der  Geraden  (XY)  von 
M^*^  verbleibende  Rest  O^^  eine  Curve  dritter  Ordnung  im  gemeinen 
Sinne  des  Wortes  ist,  d.  h.  dass  er  durch  einen  Strahlenbüschel 
und  einen  ihm  projectiven  Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden  kann. 
Dies  geschieht  wie  folgt.  Der  Schnittpunkt  S  von  {UV)  {UV)  ge- 
hört zu  M^^\  Bildet  man  durch  eine  MöBius'sche  Verwandtschaft  mit 
den  Hauptpunkten  XYS  ab,  so  wird  aus  Af^*^  eine  Curve  dritter 
Ordnung  C^^\  wie  man  aus  §  7  weiss.  Der  Büschel  (x)  bildet  sich 
auf  einen  Kegelschnittbüschel  (^)  durch  XYUV,  und  (x)  auf  (7) 
durch  XYFV,  wenn  UVÜr  die  Bildpunkte  von  UVU'T  in  der 
MöBius'schen  Verwandtschaft  sind.  Die  Kegelschnitte  (XY)  •  {UV) 
und  (XY)  •  (Ü'T)  der  Büschel  ^  a  (x')  entsprechen  sich,  (ÜV)  {FT) 
schneiden  sich  in  S,  wenn  XY  die  lateralen  Hauptpunkte  sind,  also 
liegt  S  auf  der  Bildcurve  O^K  Erzeugt  man  nun  C^^^  durch  einen 
Strahlenbüschel  (i)  mit  dem  Trager  S  und  einen  ihm  projectiven 
Kegelschnitlbüschel  {y)  mit  den  Grundpunkten  XYST  und  bildet 
nun  rückwärts  ab,  so  wird  aus  dem  Strahlenbüschel  (i)  ein  Strahlen- 
büschel {s)  und  aus  dem  Kegelschnittbüschel  (/)  ein  ihm  projectiver 
(y),  der  XY  zu  Grundpunkten  hat,  aus  C^^^  wird  M^*\  und  M^^^  ent- 
hält, wie  die  gewonnene  Erzeugungsweise  dieser  Curve  lehrt,  eine  Curve 
dritter  Ordnung  0^\  ganz  vv.  z.  b.  w.  Die  Punkte  S'T  lassen  sich 
auf  unendlich  viele  Arten  wählen,  da  bekanntlich  einer  von  ihnen  auf 
C^^^  willkürlich  gewählt  werden  kann,  wodurch  dann  der  andere  be- 
stimmt ist. 

§  10.    Zwei  Strahlenbuschel,  die  eine  zweizweideutige  projec- 
tive Punktverwandtschaft  projiciren,  erzeugen  ebe  Curve   vierter 
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Ordnung  mit  zwei  Deppelpnnkten.  —  Liegt  auf  einer  Geraden  g  die 
zweizweideutig  projective  Verwandtschaft 

{A)  'a   {B)  , 

die  durch  Strahlen  (x)  {y)  erzeugt  wird,  die  eine  Curve  M^^^  von 
ihren  Doppelpunkten  aus  projiciren,  und  projicirt  man  die  Punkt- 
reihen  (A)  {B)  von  zwei  andern  Punkten  X,Yi  aus  durch  Strahlen 
(a?i)  (yi),  so  stehen  offenbar  die  Strahlen  (a?,)  (y,)  in  zweizweideutiger 
Beziehung  zu  einander,  es  ist  aber  fraglich,  ob  diese  Beziehung  eine 
projectiv  zweizweideutige  ist,  d.  h.  es  ist  fraglich,  ob  sich  die  ent- 
sprechenden Strahlen  {x^)  (y,)  auf  einer  Curve  A//*^  schneiden,  die 
durch  zwei  projective  Kegelschnittbüschel  mit  zwei  gemeinsamen 
Grundpunkten  X^Y,  erzeugbar  ist.  —  Um  die  Bejahung  dieser  Frage 
zu  erweisen,  nehmen  wir  zuerst  an,  die  Geraden  (XY)  (X^YJ 
schneiden  sich  auf  g.  Alsdann  bilden  wir  die  Curve  M^*^  und  die 
sie  erzeugenden  KegeischnittbUschel  (x)  (x')  durch  eine  Collineation 
ab,  deren  Fluchtlinie  g  ist,  und  deren  Collineationscentrum  der  Schnitt- 
punkt G  von  (XX,)  [YY^)  ist,  und  in  der  XX^,  YY^  entsprechende 
Punktpaare  und  also  (XY)  (X^Y,)  entsprechende  gerade  Linien  sind. 
Durch  diese  Collineation  bildet  sich  der  Büschel  (x)  auf  einen  ihm 
projectiven  (x,)  mit  den  Grundpunkten  XjY,  ab  und  der  ebenso  wie 
(x)  durch  XY  gehende  Büschel  (x)  auf  einen  ihm  projectiven  (x'i), 
unter  dessen  Grundpunkten  sich  X^Yj  befinden,  und  es  ist  (x^)  Ä  (x',). 
Diese  Büschel  erzeugen  eine  Curve  M[^\  die  das  cgllineare  Bild  von 
M^*^  ist.-  Die  Strahlen  {x)  durch  X  bilden  sich  auf  Strahlen  (xj) 
durch  Xj,  die  Strahlen  (y)  durch  Y  auf  Strahlen  (y,)  durch  Y^  ab, 
die  Strahlen  (j;,)  (y,)  stehen  daher  in  projectiv  zweizweideutiger  Be- 
ziehung zueinander  und  projiciren  dieselben  Punktreihen  (A)  {B) 
auf  g  als  die  Strahlen  {x)   (y). 

Zweitens  sei  fy)  a  (y),  wo  die  Strahlen   (y)  durch  Y  gehen,   so 
beweisen  wir,  dass 

(^)  "A   (y) 

sei.  Erzeugen  die  durch  X  bez.  Y  gehenden  Strahlenbüschel  (g^)  (jj 
einen  Kegelschnitt,  und  ist  {g^)  Ä  (j/y),  so  erzeugen  die  Büschel  (g^)  (g^) 
durch  die  Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden  Strahlen  ebenfalls  einen 
Kegelschnitt  durch  XY.     Die  Projectivität  (gfy)  a  (y^)  soll  dieselbe  sein 
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als  die  (y)  Ä  (y).  So  enlsprichl  jedem  Kegelschnitt  x  durch  XY  ein 
Kegelschnitt  k  durch  XY,  und  einem  Büschel  (x)  durch  XYt/V  ent- 
spricht ein  Büschel  (x)  durch  XYUV.  Hier  sind  ÜV  die  Punkte, 
von  denen  die  Strahlen  (X  U)  (X  V)  von  den  ihnen  gemäss  der  Projec- 
tivität  (jfy)  Ä  (^y)  entsprechenden  getroffen  werdeo.  Die  Büschel  (x) 
und  (x)  sind  einander  projectiv  zugeordnet,  denn  auf  einer  Geraden  x 
durch  X  bestimmen  die  Büschel  (x)  (x)  Punktreihen  (C)  (C),  und 
diese  bestimmen  mit  Y  Strahlenreihen  {CY)  (CY),  die  einander  pro- 
jectiv entsprechen  gemäss  der  Projectivität  {9p)7\{9p),  also  ist  (C)ä(C) 
und  also  (x)  ä  (x).  Ebenso  entspricht  dem  Kegelschnittbüschel  (x) 
durch  XY  ein  ihm  projectiver  (x)  durch  XY,  und  es  ist  (x)ä(x), 
wenn  (x)a(x')  ist.  Schneiden  sich  nun  die  Strahlen  xy  auf  der 
durch  (x)  A  (3«')  erzeugten  Curve  M^*\  so  schneiden  sich  die  Slrahlen  xy 
auf  der  durch  (x)  ä  (x  )  erzeugten  Curve  M^^\  und  es  ist  {x)  dem 
Büschel  (y)  zweizweideutig  projectiv  zugeordnet,  w.  z.  b.  w. 

Durch  nochmalige  Anwendung  dieses  Verfahrens  gelangt  man  zu 
dem  Satze:  Sind  XY  die  Träger  der  Büschel  {x)  (y),  {x)  [y)  und  ist 

{x)  Ä  (i)         {y)  Ä  iy)         {x)  X  (y), 

so  ist  auch 

2  2 

(^)  X  (y)  . 

Schneiden  sich  drittens  die  Geraden  (XY)  (XjY,)  in  einem 
Punkte  //  der  nicht  auf  y  liegt,  so  legen  wir  durch  H  eine  Gerade  y^, 
auf  ihr  bestimmen  die  M^^^  von  XY  aus  projicirenden  Strahlen- 
büschel  {x)  {y)  zwei  projective  zweizweideutige  Punktreihen  (A^)  (fii), 
und  es  ist  (Ai)a(-A),  (fi,)  K  (ß).  Projiciren  wir  (A,)  (ß,)  von  X^Y^ 
aus  durch  die  Büschel  (;rj]  (yi),  so  stehen  diese  nach  dem  ersten  der 
in  diesem  Paragraphen  erwiesenen  Sätze  in  projectiv  zweizwei- 
deutiger Verwandtschaft  zu  einander.  Die  Strahlenbüschel  {x^)  (vi), 
die   die  Punktreihen  {A)  {B)    auf  g  von  X^Y^   aus  projiciren,   stehen 

zu  (i,)  (j/i)  in  den  projectiven  Beziehungen  (Si)  Ä  (^1)9  (yi)  Ä(yi)?  und 

2,2  _ 
da  (^i)  X  (yi)  ist,  so  folgt  aus  dem  zweiten  der  hier  bewiesenen  Sätze 

(^1)  TT  (yO , 

w.  z.  b.  w. 

So  ist  nun  allgemein  bewiesen,  dass  eine  projective  zweizwei- 
deutige   Verwandtschaft    auf   einer    Geraden    von    zwei    beliebigen 
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Punkten  aus  projicirt  zvveizweideutig  projectiv  verwandte  Strahlen- 
bttschel  bestimmt,  deren  entsprechende  Strahlen  eine  Gurve  vierter 
Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten,  den  Projectionscentren ,  erzeugen. 
Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  der  Satz:  Projicirt  man  die  Punkt- 
reihen  {A)  [B)  der  Verwandtschaft 

{A)  X  {B) 

auf  einer  Geraden  von  zwei  Punkten  XY  aus,  einmal  die  {A)  von 
X,  die  (JB)  von  Y  aus,  ein  andermal  die  Reihe  der  (A)  von  Y  und 
die  der  {B)  von  X  aus,  so  erzeugen  die  daraus  hervorgehenden 
zwei  Paare  projectiv  zweizweideutig  verwandter  Büschel  zwei 
—  im  Allgemeinen  von  einander  verschiedene  —  Curven  JH^*^  mit 
Doppelpunkten  in  den  Projectionscentren.  —  Die  folgenden  Sätze 
bedürfen  nun  keines  Beweises  mehr. 

Gehen  die  Strahlen  {x)  durch  X,  die  Strahlen  (y)  durch   Y,  die 
Strahlen  (%)  durch  Xi,   {y^)  durch  Yj,  und  ist 


(^)  X  iy) , 


so  ist 


(^)  Ä  W ,      [y)  A  (j/i) , 


Liegen  auf  einer  Geraden  die  Punktreihen  (A)  [B)  und  liegen  auf 
einer  andern  oder  derselben  Geraden  die  Punktreihen  {A^)  (JB,),  und  ist 


•i,2 


so  ist  auch 


(A)  A  {B) ,      {A)  Ä  {A,) ,      {B)  Ä  (Bi) , 


Liegen  auf  einem  Kegelschnitte  /  die  einander  projectiv  zwei- 
zweideutig zugeordneten  Punktreihen  [A)  [B] ,  so  erhält  man  zwei 
einander  projectiv  zweizweideutig  zugeordnete  Strahlenbüschel,  wenn 
man  die  Reihen  von  zwei  Punkten  des  Kegelschnittes  projicirt. 

Die  Punktreihen  {A)  {B)  können  auch  auf  verschiedenen  Geraden 
oder  Kegelschnitten  liegen,  nur  müssen  sie  im  letzteren  Falle  von 
zwei  gemeinsamen  Punkten  der  Kegelschnitte  projicirt  werden. 

Projiciren  die  Strahlen  (a)  (6)  die  zweizvveideutigen  projectiven 
Punktreihen  {A)  (JB)  von  einem  beliebigen  Punkte  aus,  oder  wenn 
{A)  {B)  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  von  einem  Punkte  dieses 
Kegelschnittes  aus,  so  sagen  wir  ebenfalls,  die  Strahlen  (a)  (6)  seien 
einander  zweizweideutig  projectiv  zugeordnet. 
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§  1t.  Bemerkungen  über  die  Dnalitüt  bei  zweizweideutigen 
prtjectiren  Verwandtachatten.  Ist  durch  die  vier  Geraden  xyuv 
eine  Kegetschnillschaar  {X)  und  dfircli  xyu'v'  eine  zweite  {X)  gegeben, 
und  werden  diese  projectiv  aufeinander  bezogen,  'so  bestimmen  die 
entsprechenden  Kegelschnitte  durch  ihre  gemeinsamen  Tangenten  einen 
GeradenbUsohel  m'",  der  mit  jedem  linearen  StrahlenbUschel  und 
jedem  xy  enthaltenden  Büschel  zweiter  Ordnung  (Büschel  der  Tau- 
genten  eines  Kegelschnittes)  vier  Strahlen  gemein  hat.  wie  das  Ge- 
setz der  Dualität  unmittelbar  lehrt.  Durch  jeden  Punkt  auf  x  oder 
y  aber  giebt  es  neben  dieser  Geraden  selbst  nur  zwei  Strahlen  von 
m**',  weshalb  xy  als  Doppelstrahlen  des  Büschels  m**'  anzusehen  sind. 
Die  beiden  Strahlen  mm^  von  m"',  die  durch  einen  Punkt  X  auf  x 
gehen,  bestimmen  auf  y  zwei  Punkte  YYi-  In  gleicher  Weise  be- 
stimmt der  Punkt  y  auf  »/  zwei  Punkte  XX^  auf  x.  wir  erhalten 
so  zwei  einander  zweizweideutig  zugeordnete  Punktreilien  (X)  (V) 
auf  den  Geraden  xy.  Projicirl  man  die  Punkte  (X)  (Y)  von  einem 
Punkte  G  aus,  so  erhalt  man  zwei  collocale  einander  zweizweideutig 
zugeordnete  StrahlenbUschel  (a)  {b) ,  und  zu  jedem  der  oben  aus- 
gesprochenen Satze  giebt  es  einen  ihm  dualistisch  gegenüber- 
stehenden. Die  einzige  Frage,  die  dabei  zu  erledigen  bleibt,  ist  die, 
ob  die  Verwandtschaft  zwischen  (a)  und  (b)  eine  zweizweideutig  pro- 
jective  genannt  werden  darf,  in  dem  Sinne,  wie  dieser  Ausdruck 
hier  definirl  wurde.  Dies  ist  in  der  That  der  Fall,  —  Bildet  man 
die  Kegelscbniltschaaren,  den  von  ihnen  erzeugten  Büschel  m'*'  u.  s.  w. 
dualistisch  ab,  indem  man  zu  jeder  Geraden  ihren  Po),  zu  jedem 
Punkte  seine  Polare  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  n  con- 
stniirt,  so  entsprechen  projectiven  Punklreihen  projective  Strahlen- 
büschel, projectiven  Slrahlenbüschetn  projective  Punktreihen,  einem 
StrahlenbUschel  zweiter  Ordnung  entspricht  eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung und  einem  Büschel  von  Büscheln  zweiter  Ordnung  {den  Tan- 
genten einer  Kegelschnittschaar)  entspricht  ein  dem  ersten  pi'ojectiv 
zugeordneter  Kegelschnittbuschel.  Daraus  geht  hervor,  dass  den 
Sirahlenbüscheln  (o)  (i)  zwei  projectiv  zugeordnete  Punktreihen  ent^ 
sprechen,  (A)  (ß),  die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  der  Polare  von  G. 
und  (A)  (B)  sind  einander  zweizweideulig  projectiv  verwandte  Beihen, 
Nun  wurden  im  vorigen  Paragraphen  zwei  concentrische  Strahlen- 
büschel (j)  (A),  welche  die  Punktreihen  (A)  (B)  projiciren,  oder  zwei 
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Strahlenbüschel  {g)  (ä')  von  der  Eigenschaft  {g)  a  {g)  (ä')  a  (ä)  als 
einander  zweizweideutig  projectiv  verwandt  definirt.  Da  nun 
(a)Ä(A)  (6)  Ä(ß)  {A)-K{g)  (ß)Ä(Ä)  ist,  so  ist  auch  (a)Ä(j/)  (6)ä(A) 
und  die  StrahlenbUschel  (a)  (6)  sind  einander  in  dem  früher  fest- 
gesetzten Sinne  zweizweideutig  projectiv  zugeordnet.  Aus  diesen 
Betrachtungen  folgt  zur  Genüge,  dass  sich  das  Gesetz  der  Dualität 
auch  auf  zweizweideulig  projective  Verwandtschaften  und  deren  Er- 
zeugnisse vollstfiindig  erstreckt. 

§  1 2.  Eine  zweizweideutige  Verwandtschaft  ist  in  AUgemeineii 
dnrch  acht  Elementenpaare  bestimmt.  Auffindung  weiterer  Paare«  — 
Nimmt  man  auf  einer  Geraden  g  oder  einem  Kegelschnitte  y  acht 
Punktepaare  A,ß,,  ^2^2^  •••  ^8^8  ^1^  einander  zweizweideutig  pro- 
jectiv entsprechende  willkürlich  an,  und  projicirt  sie  von  zwei 
Punkten  XY,  die  auf  y  liegen,  wenn  die  Paare  auf  diesem  Kegel- 
schnitte gegeben  sind,  durch  Strahlenpaare  x^y^,  x^yi^  .  .  .^gj/s?  so 
schneiden  sich  diese  in  acht  Punkten  M^M^  .  .  .  M^.  Es  ist  zu  zeigen, 
dass  durch  sie  eine  Curve  vierter  Ordnung  M^^^  mit  den  Doppel- 
punkten XY  gelegt  werden  kann.  Wir  wissen  bereits  aus  §  6,  dass 
durch  acht  nicht  associirte.  Punkte  eine  Curve  M^*^  bestimmt  ist,  und 
wir  können  auch  die  dort  gefundene  Beziehung  zum  Räume  benutzen, 
um  die  Curve  wirklich  Punkt  für  Punkt  herzustellen,  in  den  Fällen 
jedoch,  in  denen  nicht  mehr  als  zwei  Paare  der  gegebenen  Punkte 
ideale  sind,  lassen  sich  die  Constructionen  in  der  Ebene  aus- 
fuhren. Wir  beschfiiftigen  uns  um  so  mehr  damit,  als  sich  daraus 
weitere  Sätze  über  die  Curven  M^*^  ergeben. 

Wollte  man  durch  XYM^M^  einen  Kegelschnittbüschel  [%)  und 
durch  XYM^M^  einen  Kegelschnittbüschel  {%)  legen,  so  würden  drei 
weitere  Punkte  M^^M^M-j  eine  projective  Beziehung  zwischen  (x)  (x') 
bestimmen,  und  die  Büschel  würden  eine  Curve  M^^^  mit  XY  als 
Doppelpunkten  erzeugen,  die  sieben  von  den  gegebenen  Punkten  ent- 
hält, den  achten  aber  im  Allgemeinen  nicht  enthalten  wird.  Man 
sieht  daraus,  dass  für  die  von  XY  verschiedenen  Grundpunkte  eine 
Curve  M^*^  erzeugender  Kegelschniltbüschel  nicht  jedes  beliebige 
Quadrupel  von  Punkten  auf  A/^*^  gewählt  werden  kann,  sondern  dass 
für  sie  eine  die  Lage  beschränkende  Beziehung  besteht.  Bildet  man 
die  Curve  M^^^  durch  eine  MöBius'sche  Verwandtschaft  ab,  in  der  XY 
laterale  Hauptpunkte  sind   und   deren   dritter  Hauptpunkt  N  auf  M^^^ 


I 


I 


I 
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liegt,  SO  ist  das  Bild  von  A/"'  eine  Curve  driller  Ordnung  C'^'  durch 
XY.  Von  einer  solchen  Curve  weiss  man,  dass  zu  vier  Punkten 
XYltS  ein  ganz  beslimmler,  ein,  wie  man  ihn  nennl  XYltS  gegen- 
über liegender  Punkt  T  auf  C'"  existirl,  der  im  Allgemeinen  durch 
weitere  fünf  Punkte  von  C'  bestimmt  ist,  ein  Punkt  T  von  der 
Eigenschaft,  dass  C"  durch  den  Kegelschnittbüschel  (XYRS)  und 
einen  ihm  projectiven  StrahlenbUschel  mit  dem  TrHger  T  erzeugt 
wird.  Es  ist  daher  im  Allgemeinen  C"  durch  X  Y  und  weitere 
sieben  Punkte  völlig  bestimmt.  Es  iriag  noch  bemerkt  werden,  dass 
aucl)  XYRS  nicht  ganz  frei  sind,  indem  nicht  drei  von  ihnen  auf 
einer  Geraden  liegen  dürfen, 

Sind  nun  XY  und  acht  Punkte  MjM^  ■  ■  ^«  gegeben,  so  bilden  wir 
die  sieben  ersten  durch  eine  Möanjs'sche  Verwandtschaft  mit  den  Grund- 
|)unklen  XYM,  (die  beiden  ersten  sind  die  lateralen)  auf  die  Punkte 
C,Ci...C^  ab,  M^  entspricht  der  Geraden  {XY).  Durch  XYC,^C^ 
legen  wir  einen  Kegelschnittblischel  (y),  wobei  CnC^  aggregirt  ideale 
Punkte  sein  können.  Dann  construiren  wir  den  XYC^C-,  in  der 
durch  C,  C, . . .  Cg  bestimmten  Curve  dritter  Ordnung  gegenüberliegenden 
Punkt  C,,.  Dies  ist  in  bekannter  Weise  ausführbar,  wenn  unter  den 
Punkten  CiCj...Cs  sich  nicht  mehr  als  ein  aggiegirt  ideales  Paar 
befindet'].  C**'  wird  durch  den  Kegelschoiltbiischel  (;■}  durch  XyC,;C, 
und  einen  ihm  projectiven  StrahlenbUschel  {g')  durch  C,,  erzeugt. 
Die  Rilckabbildung  lehrt ,  dass  die  X  Y  als  Doppelpunkte  und 
iV, itfi...5fg  als  einfache  Punkte  enthaltende  Curve  M'*'  durch  zwei 
projective  Kegelschnittblischel  (x)  durch  XY M„M,  und  (x)  durch 
XVjWsMj  erzeugt  wird,  worin  der  Punkt  W,,  durch  XYM^M^  ,  .  ,  itf, 
bestimmt  ist,  wenn  die  MiM^...M^  nicht  associirte  Punkte  sind. 

Da  die  entsprechenden  Punkte  einer  MöBirs'schen  Verwandtschaft 
durch  lineare  Constructionen  gefunden  werden,  so  ist  ersichtlich, 
dass  Mfl  durch  lineare  Constructionen  aus  den  gegebenen  Punkten 
zu  fmden  ist,  —  Sind  die  Punkte  MyM-^  .  .  .  M^  a&sooürte,  so  giebt 
es  einfach  unendlich  viele  Curven  W",  die  durch  sie  hindurch  gehen. 
Durch  einen  weiteren  Punkt  aber  ist  Jtf'"  völlig  bestimmt. 


\)  Dass  eine  Prujecltvitiit  durch  drei  Elementenpaare  auch  dann  beslimml 
ist,  wcHD  von  den  Elementen  jeder  Reihe  je  ein  Paar  aggregin  ideale  sind,  ist 
in  meinem  Buche:  Die  Kegcltichnilte  \a  rein  projeciiver  Behundlung,  Iblli'  lS9t, 
nur  Seite  I7ö  gezeigt. 
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Daraus  folgt,  dass  eine  zweizweideutige  Verwandtschaft  durch 
acht  Paare  entsprechender  Elemente  im  Allgemeinen  bestimmt  ist, 
denn  sie  liefern,  wenn  die  Elemente  auf  einer  Geraden  g  oder  einem 
Kegelschnitt  /  als  Punkte  gegeben  gedacht  werden,  durch  Projection 
von  zwei  Punkten  XY  aus,  die  bez.  auf  y  liegen,  projicirt  acht 
Punkte  einer  Curve  vierter  Ordnung,  bestimmen  diese  und  damit  eine 
projective  zweizweideutige  Verwandtschaft,  in  der  die  acht  gegebenen 
Paare  Paare  entsprechender  Punkte  sind.  Ist  die  Curve  M^*^  und 
also  die  Verwandtschaft  nicht  bestimmt,  so  sagen  wir,  die  acht  Paare 
seien  nicht  unabhängig  von  einander,  sie  seien  associirte  Paare.  Die 
Verwandtschaft  ist  dann  durch  ein  weiteres  Paar  bestimmt. 

Ein  Kegelschnittbüschel  durch  vier  Punkte  einer  Curve  dritter 
Ordnung  schneidet  diese  in  Punktepaaren,  deren  Verbindungslinien 
durch  einen  Punkt,  den  den  vier  ersten  gegenüberliegenden  Punkt 
gehen.  Die  MöBics'sche  Abbildung  lehrt:  Auf  einer  Curve  M^^^  mit 
den  Doppelpunkten  XY  bestimmt  ein  Kegelschnittbüschel  durch  die 
vier  Punkte  XYUV  der  Curve  Punktepaare,  die  mit  einem  weiteren 
Punkte  U'  der  Curve  einen  Kegelschnittbüschel  bestimmen,  dessen 
vierter  Grundpunkt  V  ebenfalls  auf  Jtf^*^  liegt. 

Ist  von  den  acht  gegebenen  Paaren  A^B^^  ^2^29  •  •  •  ^s^s  ^^f 
einer  Geraden  g  eins  ein  zusammenfallendes,  also  der  Punkt  ein 
Doppelelement  der  Verwandtschaft,  so  kann  man  durch  ihn  eine 
Gerade  legen  und  auf  dieser  XY  annehmen.  Die  zugehörige  Curve 
M^*^  besteht  dann  aus  der  Geraden  XY  und  einer  Curve  C^^^  und 
ist  in  Folge  dessen  etwas  einfacher  als  im  allgemeineren  Falle  zu 
construiren. 

Sind  die  Kegelschnittbüschel  und  ihre  Zuordnung  gefunden,  die 
eine  durch  acht  Paare  einer  zweizweideutig  projectiven  Verwandt- 
schaft bestimmte  Curve  M^^^  erzeugen,  so  findet  man  in  den  Schnitt- 
punkten entsprechender  Kegelschnitte  beliebig  viele  Punkte  von  M^*^ 
und  damit  beliebig  viele  Paare  der  Verwandtschaft.  Aber  auch  die 
Aufgabe,  zu  einem  gegebenen  Punkte  die  entsprechenden  zu  con- 
struiren, wenn  acht  Paare  gegeben  sind,  ist  lösbar.  Denn  ver- 
bindet man  den  gegebenen  Punkt  A  mit  X  durch  x^  so  bestimmen 
die  beiden  Kegelschnittbüschel  auf  x  projective  Punktreihen,  die  sich 
selbst  entsprechenden  Elemente  derselben  werden  mit  bekannten 
Mitteln,  natürlich  nicht  linear,  gefunden,  und  damit  die  beiden  Strahlen 
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yy  die  a?,  und  die  beiden  Punkte  BB\  die  A  entsprechen.  Die  Ele- 
mente BB  können  aggregirt  ideale  sein. 

Zu  einem  Punkt  A^  können  in  einer  zweizweideutigen  projee- 
tiven  Verwandtschaft  zwei  aggregirt  ideale  Punkte  B^B[  gehören, 
dann  gehören,  wenn  sie  gegeben  sind,  zu  diesen  Paaren  zwei  aggre- 
girt ideale  Punkte  von  M^^\  die  als  gegeben  zu  betrachten  sind. 
Es  können  zu  mehreren  der  gegebenen  Punkte  A  aggregirt  ideale 
Punkte  der  Reihe  B  gehören,  es  können  auch  zu  einem  realen 
Punkte  der  Reihe  B  aggregirt  ideale  Elemente  der  Reihe  A  gegeben 
sein.  Es  ist  also  denkbar,  dass  von  der  Gurve  M^*\  die  zur 
Vervollständigung  einer  durch  acht  Paare  gegebenen  zweizwei- 
deutigen Verwandtschaft  dien£,  und  von  der  die  acht  Paare  acht 
Punkte  bestimmen,  die  bekannten  Punkte  zu  mehreren  Paare  aggre- 
girt idealer  Punkte  sind.  Sind  mehr  als  vier  Paare  mit  idealen  Ele- 
menten unter  den  acht  bekannten  Paaren,  so  Idsst  uns  die  eben  zur 
Vervollständigung  der  Verwandtschaft  gegebene  Methode  im  Stich. 
Man  kann  dann  zur  Vervollständigung  der  Verwandtschaft,  zur  Auf- 
findung acht  realer  Paare  derselben,  wenn  deren  existiren,  die 
stereographische  Projection  benutzen.  Man  projicire  die  gegebenen 
acht  Punkte  von  M^*^  auf  das  Hyperboloid  (P  des  §  5.  Es  lassen  sich 
jedesmal  die  Geraden  angeben  und  auf  ihnen  die  elliptischen  Involu- 
tionen, deren  Doppelelemente  die  Punkte  von  ^  sind,  die  einem  aggre- 
girt idealen  Paare  von  Punkten  der  Gurve  Jtf^*^  entsprechen.  Man 
hat  Mittel  durch  die  acht  Punkte  auf  ^  ein  zweites  Hyperboloid  Jl 
zu  legen.  Die  Schnittpunkte  von  Jl  und  ^  geben  durch  stereo- 
graphische Projection  die  Gurve  M^*\  und  damit  die  Verwandtschaft 
(A)  (fi),  zu  der  die  acht  gegebenen  Paare  gehören.  Die  Curve  kann 
ganz  imaginär  sein,  nur  die  beiden  Punkte  X  Y  als  isolirte  enthalten. 
Irgend  zwei  gerade  Linien  des  Hyperboloides  Ji,  die  derselben  Schaar 
angehören,  bestimmen  auf  ^  Punktepaare,  deren  stereographische 
Projectionen  zu  Grundpunkten  von  KegelschnittbUscheln  gemacht 
werden  können,  die  die  Gurve  M^*^  erzeugen. 

Zwei  collocale  zweizvveideutige  projective  Verwandtschaften 
haben  acht  Paare  mit  einander  gemein,  denn  projicirt  man  sie  von 
Xy  aus,  wenn  sie  als  Punktverwandtschaften  auf  einer  Geraden  ge- 
geben gedacht  werden,  so  erzeugen  die  beiden  Verwandtschaften 
zwei  Gurven  vierter  Ordnung,  die  nach  §  G  achl  Punkte  mit  (»inand^r 
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gemein  haben.  Die  von  X  Y  nach  den  gemeinsamen  Punkten  führenden 
Projectionsstrahlen  bestimmen  auf  dem  Träger  der  beiden  Verwandt- 
schaften die  gemeinsamen  Paare,  es  sind  associirte  Paare. 

§  13.  Paare,  die  eine  zweizweideatige  prejeetiye  Yerwaadt- 
sfhaft  BÜt  einer  Inyelatien  eder  Prejectiyitöt  gemein  hat  Syni- 
metrisehe  Verwandtschaften.  Eine  projective  zweizweideutige  Ver- 
wandtschaft besitzt  vier  Paare  von  Elementen,  die  von  einem  Paare 
gegebener  Elemente  harmonisch  getrennt  sind,  mit  anderen  Worten, 
eine  zweizweideutige  projective  Verwandtschaft  hat  vier  Paare  mit 
einer  gegebenen  ihr  collocalen  Involution  gemein.  —  Wir  denken 
uns  die  Verwandtschaft  auf  einem  Kegelschnitte  x  liegend  und  pro- 
jiciren  sie  von  zwei  Punkten  XY  dieses  Kegelschnittes,  so  dass  die 
projicirenden  Strahlen  eine  Curve  M^^^  mit  den  Doppelpunkten  X  Y 
erzeugen.  Die  Involution  auf  demselben  Kegelschnitt  von  denselben 
Punkten  X  Y  aus  projicirt  erzeugt  einen  Kegelschnitt  A.  Der  Kegel- 
schnitt k  trifft  die  Curve  M^^^  neben  XY  noch  in  vier  Punkten,  und 
wenn  die  Verwandtschaft  nicht  in  zwei  eineindeutige  zerfällt,  von 
denen  eine  die  Involution  selbst  ist,  nur  in  vier  Punkten.  Die  Pro- 
jectionsstrahlen von  XY  nach  diesen  vier  Punkten  treffenden  Kegel- 
schnitt in  vier  Punktepaaren,  die  der  Verwandtschaft  und  der  Invo- 
lution zugleich  angehören.  Wenn  der  Kegelschnitt  die  Curve  M^*^ 
berührt,  so  reducirt  sich  die  Zahl  der  gemeinsamen  Paare.  Man 
kann  dann  sagen,  dass  sich  die  Verwandtschaft  und  die  Involution 
berühren.  —  Wird  statt  der  Involution  ein  Gebilde  von  zwei  collo- 
calen projectiven  Elementenreihen  gesetzt,  —  wir  wollen  ein  solches 
Gebilde  eine  lineare  Projectivität  nennen,  —  so  folgt  in  derselben 
Weise,  dass  viermal  ein  Paar  der  Verwandtschaft  mit  einem  Paare 
der  linearen  Projectivität  zusammenfällt.  Dies  ist  jedoch  nur  dann 
der  Fall,  wenn  man  fragt,  wievielmal  ein  Element  der  ersten  Reihe 
der  Verwandtschaft  mit  einem  Elemente  der  ersten  Reihe  der  Pro- 
jectivität, und  zugleich  ein  entsprechendes  Element  der  zweiten  Reihe 
der  Verwandtschaft  mit  einem  entsprechenden  Elemente  der  zweiten 
Reihe  der  Projectivität  zusammenfällt.  Fasst  man  aber  die  Projec- 
tivität unabhängig  von  den  sie  erzeugenden  Reihen  auf,  ich  meine, 
lässt  man  auch  noch  die  Punkte  der  zweiten  Reihe  der  Projectivität 
mit  denen  der  ersten  Reihe  der  zweizweideutigen  Verwandtschaft 
zusammenfallen,   und   fragt,   wie   oft   ein    entsprechender  Punkt  der 
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ersten  Reihe  der  Projectivität  mit  einem  Punkte  der  zweiten  Reihe 
der  Verwandtschaft  zusammenfällt,  so  erhält  man  noch  vier  gemein- 
same Paare.  Die  Verwandtschaft  und  die  Projectivität  haben  also 
im  Allgemeinen  acht  Paare  mit  einander  gemein,  die  sich  in  zwei 
Quadrupel  spalten,  wenn  man  die  die  Verwandtschaft  und  die  Pro- 
jectivität erzeugenden  Reihen  in  bestimmter  Weise  einander  zuordnet. 
Sind  z.  B.  die  Beziehungen  gegeben 

(A)^(B)     (B)ä(C), 

und  fragt  man,  wie  oft  C  auf  einen  B  in  der  zweizweideutigen  Ver- 
wandtschaft entsprechenden  Punkt  {A)  fällt,  so  ist  die  Antwort  vier. 
Fragt  man  aber  nach  den  Coincidenzen  entsprechender  Paare  schlecht- 
hin, so  ist  die  Antwort  acht,  da  noch  viermal  der  Punkt  C  der  Pro- 
jectivität auf  einen  Punkt  B  der  Verwandtschaft  und  zugleich  der  C 
in  der  Projectivität  entsprechende  Punkt  auf  einen  B  in  der  Ver- 
wandtschaft entsprechenden  Punkt  A  fällt.  —  Eine  lineare  Projec- 
tivität kann  eine  zweizweideutige  Verwandtschaft  ebenfalls  in  einem 
oder  in  mehreren  Paaren  berühren. 

Um  in  einem  Punkte  M  von  M^^^  eine  Tangente  zu  zeichnen, 
kann  man  M^^^  durch  eine  MöBius'sche  Verwandtschaft,  deren  laterale 
Hauptpunkte  XY  sind  und  deren  dritter  Hauptpunkt  ein  Punkt  Q 
von  M^^^  ist,  auf  eine  Curve  C^^^  abbilden.  C  sei  der  Bildpunkt  von  M. 
Die  harmonische  Polare  von  C  berührt  C^^^  in  C,  so  dass  die  Tan- 
gente t  in  C  an  C^^^  bekannt  ist.  Man  kann  daher  einen  Kegel- 
schnitt y  construiren,  der  durch  XYQC  geht  und  t  zur  Tangente 
hat.  Bildet  man  alles  durch  die  MöBius'sche  Verwandtschaft  rückwärts 
ab,  so  ist  das  Bild  g  von  /  die  Tangente  an  M^^^  in  M. 

Will  man  eine  lineare  Projectivität  herstellen,  die  eine  zweizwei- 
deutige  Verwandtschaft  in  einem  bestimmten  Paare  berührt,  so  pro- 
jicire  man  die  Verwandtschaft  auf  einen  Kegelschnitt  x,  und  pro- 
jicire  die  so  erhaltene  von  zwei  Punkten  XY  des  Kegelschnittes.  Die 
projicirenden  Strahlen  erzeugen  eine  Curve  3/^^^  und  das  gegebene 
Paar  bestimmt  einen  Punkt  M  auf  M^*\  An  ihn  ziehen  wir  die  Tangente  t 
und  zeichnen  einen  Kegelschnitt  A,  der  durch  XY  geht  und  /  in  M 
berührt.  Die  k  von  XY  aus  projicirenden  Strahlen  bestimmen  auf  x 
eine  Projectivität,  die  die  zweizweideutige  Verwandtschaft  in  dem  ge- 
gebenen Paare  berührt.    Da  es  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
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VOD  Kegelschnitten  A  giebt,  die  den  gestellten  Bedingungen  genügen, 
so  giebt  es  unendlich  viele  lineare  Projectivitäten,  die  die  zweizwei- 
deutige Verwandtschaft  in  einem  gegebenen  Paare  berühren,  und  es 
lässt  sich  noch  die  Forderung  erfüllen,  dass  die  Projectivität  und  die 
Verwandtschaft  ein  weiteres  gegebenes  Paar  gemein  haben,  oder 
dass  sich  die  Berührung  zur  Schmiegung  steigere. 

Ist  in  der  coUocalen  zweizweideutigen  projectiven  Verwandtschaft 

{A)  X  (B) 

dem  Element  A  als  Element  der  ersten  Reihe  das  Element  B  der 
zweiten  Reihe  zugeordnet,  und  dem  Element  B  als  Element  der 
ersten  Reihe  das  Element  A  als  Element  der  zweiten  Reihe,  so 
heissen  AB  ein  involutorisches  Paar  der  Verwandtschaft.  Sind 
alle  Paare  in volu torische,  so  ist  die  Verwandtschaft  eine  symme- 
trische. 

Es  giebt  in  einer  zweizweideutigen  projectiven  nicht  zerfallenden 
Verwandtschaft  zwei  involutorische  Paare,  oder  alle  Paare  sind  in- 
volutorisch.  —  Projiciren  wir  die  zvveizweideutige  projective  Ver- 
wandtschaft (A)  (fi),  die  auf  einer  Geraden  g  liegen  möge,  von  zwei 
Punkten  XY  aus  und  erzeugen  eine  Curve  M^^^  durch  die  Schnitt- 
punkte der  entsprechenden  die  (A)  aufnehmenden  Strahlen  {x)  und 
der  die  (B)  aufnehmenden  Strahlen  (y),  und  erzeugen  wir  eine  zweite 
Curve  M^^^  durch  die  die  {B)  aufnehmenden  Strahlen  [x)  und  die 
die  (A)  aufnehmenden  Strahlen  (y),  so  haben  die  beiden  Curveu 
j|f(4)  3f(4)^  wenn  sie  nicht  ganz  zusammenfallen,  oder  wenn  nicht  die 
Curven  und  damit  die  Verwandtschaft  zerfallen,  acht  Punkte  mit 
einander  gemein.  Von  diesen  liegen  vier  auf  ^,  es  sind  die  vier 
Doppelpunkte  der  Verwandtschaft,  diese  Punkte  zählen  wir  nicht  zu 
den  involutorischen.  Von  den  übrigen  vier  Schnittpunkten,  die  nicht 
auf  (j  liegen,  liefern  je  zwei  ein  involutorisches  Paar.  Schneiden 
sich  (XA)  [YB)  in  M,  (YA)  (Xß)  in  M,  so  muss  M  auf  M^'^  liegen, 
wenn  das  Paar  ein  involutorisches  sein  soll,  und  M  liegt  dann  nolh- 
wendig  auch  auf  M^*\  so  dass  immer  je  zwei  Schnittpunkte  zu  je 
einem  involutorischen  Paare  gehören.  Fallen  die  Curven  M^^^  und 
M^*^  vollständig  zusammen,  so  ist  die  Verwandtschaft  eine  symme- 
trische, und  es  findet  dies  allemal  statt,  wenn  drei  involutorische 
Paare  vorhanden   sind   und    wenn   die  Verwandtschaft  nicht  zerfällt. 
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Sind  die  Punklreiheu  [A]  ä  {B)  in  Involution,  und  ist  [A^)  a  {B\) 
und  {Ai)A{B)  und  lasst  man  dem  Punkte  A  die  Punkte  Bli^,  A^ 
ebenfalls  die  Punkte  BB^  entsprechen,  so  hat  man  damit  eine  zer- 
fallende zweizweideutige  projeetive  Verwandtschaft  hergestellt,  die 
unendlich  viele  involutorische  Paare  besitzt,  ohne  eine  symmetrische 
zu  sein. 

§  14.  Ein  besonderer  Fall  einer  zweizweideutigen  prejectiven 
Verwandtschaft.  Legt  man  durch  zwei  Punkte  XY  zwei  Strahlen- 
involutionen x^x\  •  5-204  •  0^3 j;^  •••  durch  X  und  j/,j/',  •  y^J/i  •  ViiVi)  '" 
durch  y  und  ordnet  diese  einander  projectivisch  zu,  so  erzeugen  die 
entsprechenden  Strahlen  eine  Curve  vierter  Ordnung  C^^\  die  von 
jeder  Geraden  in  vier,  von  den  Geraden  durch  XY  in  zwei  Punkten 
getroffen  wird,  so  dass  XY  Doppelpunkte  der  Curve  sind.  Auf 
jeder  Geraden  g  oder  jedem  Kegelschnitte  y  durch  XY  liegen  vier 
Punkte  von  C^^\  weil  die  beiden  projectiven  Involutionen,  die  die 
Büschel  (x)  {y)  auf  g  bez.  y  erzeugen,  viermal  einen  Punkt  ent- 
sprechend gemein  haben.  Auf  jeder  Geraden  erzeugen  {x)  (y)  eine 
zweizweideutige  Verwandtschaft  {A)  (Ä),  in  der  die  den  Punkten  A 
entsprechenden  Elemente  Paare  einer  Involution  sind,  und  ebenso 
die  den  Punkten  [B]  entsprechenden  Elemente  Paare  einer  Involution 
sind.  Nun  können  zwar  die  Xix\^  x^Xz-**  ^^^  ebenso  die  y,yi, 
^2^2  •  •  •  sils  Individuen  von  projectiven  Kegelschnittbüscheln  angesehen 
werden,  aber  nicht  von  Kegelschnittbüscheln,  die  beide  X  Y  zu  Grund- 
punkten haben,  und  es  wird  daher  nachzuweisen  sein,  dass  die  in 
Rede  stehende  Verwandtschaft  eine  zweizweideutige  projeetive  in 
dem  hier  verstandenen  Sinne  ist. 

Dies  nachzuweisen  nehmen  wir  XY  zu  lateralen  Hauptpunkten 
einer  MöBnjs'schen  Verwandtschaft,  einen  Punkt  V  von  C^^^  zum  dritten 
Hauptpunkt.  Dann  bilden  sich  die  Geraden  x^x^^  ^2^2?  •••9  J/i!/i)  !/2!/29**- 
bez.  auf  gerade  Linien  ab,  yiy[^  ^2^2»  •••  durch  Y,  x^x[^  x^xl^^  .  .. 
durch  X  als  Gebilde  in  Involution.  Dem  Strahl  XV  entspricht  in 
der  MöBiüs'schen  Verwandtschaft  die  Gerade  YX  und  dem  Strahl  YV 
ebenfalls  die  Gerade  XY.  Die  beiden  Involutionen  x^x[^  x^x^^^  ..., 
f/iy, ,  J/2S/29  •••  befinden  sich  daher  in  der  Lage,  die  Schröter  im 
§  3  seiner  Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  die  halb- 
perspective  nennt,  und  erzeugen,  wie  Schröter  eben  dort  erweist, 
eine  gemeine  Curve  dritter  Ordnung.    Legt  man  nun  durch  XY  und 
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zwei  Punkle  U'V  der  Giirve  einen  KegelschnittbUschel  (ic'),  und  ist 
der  XYITV  auf  der  Curve  dnller  Ordnung  gegenüberliegende  PunI 
so  wird  eben  diese  Curve  durch  den  Kegel  seh  nittbuschel 
und  einen  durch  V  gehenden  Strahlenbilschel  {k)  erzeugt.  Bili 
man  nun  durch  die  MüBius'sche  Verwandlschaft  lUckwarls  ab, 
wird  aus  der  Curve  dritter  Ordnung  wieder  die  Curve  C**' , 
diese  wird  durch  die  {k)  und  [x)  enlsprechenden  Kegelschnitt büschel 
(x)  durch  XYVV  und  ix)  durch  XYVV  erzeugt,  wo  VVV  die.< 
Bildpunkle  zu  YL'  V  sind.  Die  Curve  C'*'  ist  demnach  eine  Cur 
Jf%  und  die  Verwandlschaft  [A]  (ß)  eine  zweizweideutig  projeclive 
Bestimmen  die  in  einer  solchen  Verwandtschaft  stehenden  Büschel 
{x)  {y)  auf  einer  Geraden  eine  collocale  zweizweideutige  Beziehung 
lA)  (ß),  in  der  die  Paare,  die  den  Punkten  der  Reihe  {A)  entsprechen 
und  die  Paare,  die  der  Reihe  (ß)  entsprechen,  einer  und  derselben 
Involution  angehören,  und  ist  die  projective  Beziehung  zwisclien  den 
beiden  Involutionen  selbst  eine  involutorische,  so  kann  die  Verwandt- 
schaft eine  symmetrische  sein. 

§  15.  Beziehnagen  zwischen  eiuer  zweizveideutt^en  projec* 
tiven  Verwandtschaft  nnd  einer  eben  solchen  symmetrischen.  — 
Wir  erweisen,  dass  eine  zweizweideutig  projective  Verwandtschaft 
mit  einer  symmetrischen  in  Correspondenz  gesetzt  werden  kann. 
Das  will  sagen:   Ist 

SO  lassen  sich  zwei  solche  ProjecUvitaten 

MäW       (ß)Ä(«,) 

angeben,  dass  die  zweizweideutig  projeclive  Verwandlschaft 


I]  Sind  fi[ai]  fi{x]  ganze  Funclionen  zweilcii  Grades  iu  x,  /^  (>/}  ft(y)  ebai 
fiolclie  io  y,  so  wird  die  obon  besctariobeoe  Verwandlschan  algebraiscli  durob  i 
Gleichutigeti 

/,(')■■  l,M -^  fM  ■  fM 


repräsentirl.     Die   GleicbuDgen  fi{x]  :  f^lx}  = 
metrische  Verwandtschaft  derselben  An. 


■  lii'j)  ■  fiiy)    coDBlituiren   eine  syH 
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eine  symmetrische  ist.    Für  eine  solche  symmetrische  Verwandtschaft 
wollen  wir  die  Bezeichnung 

(i.)  y  (JB.) 
einfuhren. 

Ist  ein  Punkt  W  und  eine  Gerade  w  gegeben,  so  wollen  wir 
zwei  Punkte  für  W  und  w  symmetrisch  liegende  nennen,  wenn  sie 
auf  einer  Geraden  durch  W  liegen,  und  durch  W  und  w  harmonisch 
getrennt  sind. 

Eine  Curve  dritter  Ordnung  O^^  besitzt  mindestens  einen  realen 
Wendepunkt  W,  wie  bei  Schröter  im  §  28  der  Theorie  der  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  auf  projectiv  geometrischem  Wege  erwiesen 
ist.  —  In  der  beistehenden  Zeichnung  ist  dieser  reale  Wendepunkt 
als  ein  unendlich  ferner  angenommen.   — 


A 


Flg.  i. 


Die  harmonische  Polare  von  W  für  C^*^  ist  eine  Gerade  it',  sie 
mag  die  zu  W  gehörende  Symmetrieaxe  der  Curve  C^^^  heissen,  weil 
ihre  Punkte  nach  der  hier  von  der  Symmetrie  gegebenen  Definition 
symmetrisch  zu  W  und  w  liegen.  Projicirt  man  von  zwei  symme- 
trisch zu  W  und  w  liegenden  Punkten  XY  der  Curve  die  Punkte  C 
derselben  durch  die  Strahlen  (a)  (6)  nach  {A)  bez.  {B)  auf  u',  und  zieht 
die  Geraden  {XB)  gleich  (ai),  {YA)  gleich  (6,),  so  bestimmen  diese 
Strahlen  nach  bekannten  Viereckssätzen  Punkte  {C^) ,  die  von  den 
Punkten  (C)  bez.  durch  W  und  w  harmonisch  getrennt  sind,  also 
auf  C^^^  liegen.  Folglich  bestimmen  die  Strahlen  (a)  (6)  auf  w  eine 
symmetrische  zweizweideutig  projective  Verwandtschaft 
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Ist  auf  einer  Geraden  eine  zvveizweideutige  projective  Verwandt- 


schaft 


2,2 

{Ä)  t  {B) 


gegeben,  so  projiciren  wir  sie  von  zwei  Punkten  XY  durch  Strahlen 
(a)  (6)  und  erzeugen  dadurch  eine  zur  Verwandtschaft  gehörende 
Curve  M^^K  Alsdann  giebt  es  sechzehn  Kegelschnitte  durch  XY, 
welche  die  Curve  M^*^  in  einem  Punkte  M  vierpunktig  berühren. 
Denn  bildet  man  durch  eine  MöBius'sche  Verwandtschaft  mit  den 
lateralen  Doppelpunkten  XY  und  einem  Punkte  M  von  M^*^  als  drittem 
Hauptpunkte  ab,  so  bildet  sich  M^*^  auf  eine  Curve  C^^^  ab,  die  Kegel- 
schnitte durch  XY  bilden  sich  auf  Kegelschnitte  durch  XY  ab, 
unter  diesen  giebt  es  (Schröter,  ebene  Curven  dritter  Ordnung  §  32, 
Seite  279,  280)  sechzehn,  die  C^^^  in  einem  Punkte  vierpunktig  be- 
rühren. Bildet  man  rückwärts  ab,  so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit 
des  ausgesprochenen  Satzes.  Giebt  es  unter  den  sechzehn  Berührungs- 
punkten einen  realen  P,  so  nehmen  wir  diesen  statt  des  oben  will- 
kürlich gelassenen  Punktes  M  als  dritten  Hauptpunkt  der  MöBius'schen 
Verwandtschaft  an.  Dann  ist  das  Bild  von  Jtf^*^  eine  Curve  C^%  die  in 
dem  Punkte  W  einen  Wendepunkt  besitzt,  in  dem  die  Gerade  XY 
die  Curve  O^^  neben  XY  noch  triflFt.  Denn  dem  Jlf^*^  in  P  vier- 
punktig berührenden  Kegelschnitte  A  entspricht  nach  der  MöBius'schen 
Verwandtschaft  eine  Gerade  /  durch  den  Punkt  W,  die  mit  C^^^  keinen 
weiteren  Punkt  gemein  hat,  die  also  eine  Wendetangente  ist,  woraus 
folgt,  dass  eben  W  ein  Wendepunkt  ist.  Die  Punkte  XY  liegen  auf 
einer  Geraden  durch  W,  liegen  also  in  Bezug  auf  W  und  seine 
harmonische  Polare  w  symmetrisch.  Von  ihnen  aus  werden  die 
Punkte  C  von  O'^^  nach  Punkten  (A)  {B)  auf  w  projicirt,  die  in 
symmetrisch  zweizweideutig  projectiver  Beziehung  zu  einander  stehen. 
Bildet  man  nun  durch  die  MöBius'sche  Verwandtschaft  rückwärts  ab, 
so  findet  man,  dass  die  Strahlen  {x)  [y)  durch  X  und  Y  die  Punkte 
der  Curve  M^*^  auf  eine  symmetrische  Verwandtschaft 

projiciren,  die  auf  einem  M^*^  vierpunktig  berührenden  Kegelschnitte  o) 
liegt.  Da  aber  {A^)  %  {A)  {B^)  ^  {B)  ist,  so  wird  hierdurch  in  der 
That  eine  zweizweideutige  projective  Verwandtschaft  mit  einer  sym- 
metrischen   ebensolchen    in    Correspondenz  gesetzt,    in   dem  oben 
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gegebenen  Sinne  dieses  Ausdruckes.  Da  eine  gleichzeitige  Abbildung 
der  Reihen  (A)  (i^  durch  dieselbe  Projeclivität  eine  symmetrische 
Verwandtschaft  offenbar  wieder  in  eine  symmetrische  überführt,  so 
ist  daraus  ersichtlich,  dass  man  eine  zweizweideutig  projective  Ver- 
wandtschaft schon  dadurch  zu  einer  symmetrischen  in  Correspondenz 
setzen  kann,  dass  nur  die  eine  der  Reihen  (A)  {B)  durch  eine  Pro- 
jectivität  in  eine  andere  übergeführt  wird,  während  die  andere  un- 
verändert bleibt. 

Bestimmen  die  StrahlenbtLschel  (a)  (6)  auf  einer  Geraden  eine 
zweizweideutig  projective  Verwandtschaft  (A)  (ß),  erzeugen  also  eine 
Curve  M^^\  so  kann  man  die  Gerade  von  den  Doppelpunkten  aus 
auf  eine  andere  projiciren,  die  mit  M^^^  einen  realen  Punkt  gemein 
hat,  also  kann  man  die  Verwandtschaft  (A)  {B)  mit  einer  andern  in 
Correspondenz  setzen,  die  einen  realen  Doppelpunkt  hat.  Es  be- 
schränkt daher  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  nicht,  wenn  wir 
annehmen,  die  Verwandtschaft  (A)  [B)  besitze  einen  realen  Doppel- 
punkt D. 

Nun  ist  es  freilich  nicht  nöthig,  dass  ein  realer  Punkt  P  exislirt, 
in  dem  ein  durch  XY  gehender  Kegelschnitt  M^^^  vierpunktig  be- 
rührt. Um  die  Realitätsverhältnisse  näher  zu  untersuchen,  bilden  wir 
durch  eine  MöBics'sche  Verwandtschaft  mit  den  lateralen  Haupt- 
punkten XY  und  dem  Doppelpunkt  D  der  zweizweideutigen  projec- 
tiven  Verwandtschaft  als  drittem  Hauptpunkte  noch  einmal  alles  ab, 
M^^^  auf  eine  Curve  C^^\  die  Gerade  gf,  den  Träger  der  Verwandtschaft 
(A)  [B)  auf  eine  Gerade,  und  richten  unser  Augenmerk  auf  die  Punkte, 
in  denen  C^^^  von  einem  durch  XY  gehenden  Kegelschnitte  vier- 
punktig berührt  wird.  Wir  müssen  deshalb  auf  die  Methode  ein- 
gehen, die  zur  Auffindung  der  Berührungspunkte  dient.  —  Die  Ge- 
rade XY  treffe  C^^^  noch  in  E.  Von  E  zieht  man  eine  Tangente  an 
C^^\  es  giebt  deren  vier,  von  einem  Berührungspunkte  zieht  man 
wieder  eine  Tangente  an  C^^\  es  giebt  deren  wieder  vier,  der  Be- 
rührungspunkt ist  ein  Punkt  P,  es  giebt  deren  sechzehn. 

Sind  die  Verzweigungselemente  der  Verwandtschaft  (A)  {B)  auf  y 
und  also  die  Verzweigungselemente  der  Verwandtschaft  (A)  {B)  auf  g, 
in  die  die  Gerade  g  durch  die  MöBics'sche  Abbildung  übergeführt  wird, 
alle  reale,  sowohl  die  der  Reihe  (A),  als  auch  die  der  Reihe  (£), 
so  liegen  XY  auf  dem  unpaaren  Zuge  von  C^\  die  in  diesem  Fall^ 
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eine  zweizügige  Curve  ist,  denn  nur  von  den  Punkten  des  un- 
paaren  Zuges  aus  giebt  es  vier  reale  Tangenten  an  die  Curve,  und 
E  als  Schnittpunkt  von.  XY  mit  C^^^  liegt  auch  auf  dem  unpaaren 
Zuge.  Von  E  giebt  es  vier  reale  Tangenten  an  C^^\  zwei  berühren 
O^^  auf  dem  paaren,  zwei  auf  dem  unpaaren  Zuge.  Die  Tangenten 
von  den  letzteren  an  C^^^  sind  reale  und  liefern  acht  reale  Punkte  P. 

Giebt  es  in  der  Reihe  der  {A)  zwei  reale  und  zwei  aggregirl 
ideale  Verzweigungselemente,  so  ist  C^^^  einzügig,  es  giebt  von  X 
aus  zwei  reale  und  zwei  ideale  Tangenten  an  C^^\  und  da  T  auf 
demselben  dem  einen  realen  Zuge  liegen  muss,  so  giebt  es  auch  von 
Y  aus  zwei  reale  und  zwei  ideale  Tangenten,  so  dass  auch  von  den 
Verzweigungselementen  der  Reihe  B  zwei  real  und  zwei  aggregirt 
ideal  sind.  —  Dies  giebt  nebenbei  den  Satz:  Sind  in  einer  zwei- 
zweideutigen projectiven  Verwandtschaft  von  den  Verzweigungs- 
elementen der  einen  Reihe  zwei  real,  zwei  aggregirt  ideal,  so  ver- 
hält es  sich  mit  den  Verzweigungselementen  der  andern  Reihe  ebenso. 
—  Die  Gerade  XY  trifft  C^^^  in  £,  und  von  E  giebt  es  zwei  reale 
und  zwei  ideale  Tangenten,  also  zwei  reale  Berührungspunkte.  Von 
den  ersteren  giebt  es  je  zwei  reale  und  je  zwei  aggregirt  ideale 
Tangenten  an  C^^\  und  es  giebt  daher  im  Ganzen  vier  reale  Punkte  P. 

Sind  die  Verzweigungselemente  in  der  Reihe  der  (A)  und  in  der 
Reihe  der  [B)  sämmtlich  ideale,  natürlich  zu  Paaren  aggregirt  ideale, 
so  ist  C^^^  zweizügig,  und  XY  liegen  auf  dem  paaren  Zuge,  E  auf 
dem  unpaaren,  es  giebt  dann  wieder  acht  reale  Punkte  P. 

Sind  die  Verzweigungselemente  in  A  reale,  in  B  ideale,  so  liegt 
der  Punkt  X  auf  dem  unpaaren,  Y  auf  dem  paaren  Zuge  von  C^^\ 
und  E  liegt  deshalb  auf  dem  paaren  Zuge,  es  giebt  von  E  keine 
realen  Tangenten  an  C^^\  und  es  giebt  in  diesem  Falle  keine  realen 
Punkte  P. 

Sind  in  einer  zweizweideutigen  projectiven  Verwandtschaft  die 
Verzweigungselemente  der  einen  Reihe  sämmtlich  reale,  die  der  an- 
deren paarweise  aggregirt  ideale,  so  lässt  sich  die  Verwandtschaft 
vom  projectiv  geometrischen  Standpunkte  aus  nicht  mit  einer  sym- 
metrischen in  Gorrespondenz  in  dem  oben  definirten  Sinne  setzen, 
wie  sich  a  priori  voraussehen  Hess.  Denn  in  einer  symmetrischen 
Verwandtschaft  müssen  die  Verzweigungselemente  der  einen  Reihe 
zugleich  die  Verzweigungselemente  der  andern  Reihe  sein,  was  nicht 
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möglich  ist,  wenn  sich  in  ihnen  nicht  gleich  viele  ideale  und  gleich 
viele  reale  vorfinden,  und  durch  reale  Projection  können  reale  und 
ideale  Elemente  nicht  zur  Deckung  gebracht  werden.  In  der  ana- 
lytischen Geometrie  kann  man  auch  lineare  Gleichungen  mit  ima- 
ginären Coefficienten  zur  Definition  einer  Projectivität  zulassen,  von 
diesem  Standpunkte  würde  auch  im  letzteren  Falle  nur  realer  Yer- 
Zweigungselemente  in  der  einen  und  nur  idealer  in  der  anderen 
Elementenreihe  eine  zweizweideutige  Verwandtschaft  mit  einer  sym- 
metrischen in  Correspondenz  gesetzt  werden  können. 
Da  also  die  Verwandtschaft 

(A)  X  (ß) 
durch  Projectiviläten 

(4)7v(A)  (ß)Ä(ß.) 

mit  einer  symmetrischen  Verwandtschaft 

{^)  -  w 

in  Correspondenz  gesetzt  werden  kann,  und  in  letzterer  die  Ver- 
zweigungselemente der  einen  Reihe  mit  denen  der  andern  Reihe  zu- 
sammenfallen,  so  folgt  daraus,  dass  die  Verzweigungselemente  der 
Reihe  {A)  und  die  der  Reihe  {B)  einander  projectiv  zugeordnet 
werden  können.  Dass  dies  wenn  auf  eine,  so  auf  vier  verschiedene 
Weisen  geschehen  kann,  folgt  aus  elementaren  Sätzen  der  Lehre  von 
den  projectiven  Verwandtschaften.  Aber  der  gegebene  Beweis  dieses 
Satzes  enthalt  eine  Lücke,  indem  er  den  Fall  nicht  mit  einschliesst, 
dass  die  Verzweigungselemente  der  {A)  sämmtlich  reale,  die  der  B 
sämmtlich  ideale  sind.  Um  den  Satz  für  diesen  Fall  zu  erweisen, 
projicirt  man  die  Verwandtschaft  (A)  (ß)  von  zwei  Punkten  XY  aus, 
die  mit  dem  Doppelpunkte  D  der  zweizweideutig  projectiven  Ver- 
wandtschaft in  einer  Geraden  liegen.  Die  Projectionsstrahlen  er- 
zeugen eine  Curve  0^\  und  die  Tangentenquadrupel  von  XY  an  C^^^ 
sind  einander  nach  einem  bekannten  Satze  projectiv  zugeordnet 
(Schröter,  Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  §  13.  3).  — 
Derselbe  Satz  lehrt,  dass  die  verschiedenen  zweizvveideutigcn  Ver- 
wandtschaften, die  man  erhalt,  wenn  man  eine  Curve  dritter  Ordnung 
von  zwei  Punkten  XY  und  zwei  anderen  X^Y^  der  Curve  aus  pro- 
jicirt, Verzweigungselemente  besitzen,  die  einander  projectiv  zugeordnet 
werden  können. 
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§  IC.  'Erzeugung  einer  Curye  M^*^  durch  einen  Kegelsclmitt- 
bäsehel  and  einen  ihm  prejecti?  zweizweideutig  zugeerdneten 
Strahlenbäschel.  Bedingung  für  das  Zerfallen  einer  zweizwei- 
deutigen  prejectiyen  Terwandtsehaft.  —  Erzeugen  zwei  Kegelschnitt- 
büschel (x)  durch  XYUV  und  [x)  durch  XYf/'V',  die  projectiv 
auf  einander  bezogen  sind,  eine  Curve  vierter  Ordnung  M^^\  so  stehen 
die  die  Punkte  M^^^  projicirenden  Strahlen  {x)  durch  X  und  die 
Kegelschnitte  (x)  in  zweizweideutiger  Beziehung  zu  einander,  d.  h. 
die  Polaren  [q]  eines  Punktes  Q  für  (jc)  und  die  Strahlen  [x)  er- 
zeugen eine  Curve  M^^\  oder  {x)  und  (q)  stehen  zu  einander  in 
zweizweideutig  projectiver  Beziehung.  —  Bilden  wir  durch  eine 
MöBius'sche  Verwandtschaft  mit  XY  als  lateralen  und  U  als  drittem 
Hauptpunkt  ab,  so  geht  (x)  in  den  linearen  Büschel  {k)  durch  den 
Bildpunkt  V  von  V  über,  M^*^  in  C^^\  diese  Curve  dritter  Ordnung 
wird  durch  den  Strahlenbüschel  {k)  und  den  (x )  in  der  MöBius'schen 
Verwandtschaft  entsprechenden  Kegelschnittbüschel  (x)  erzeugt.  Die 
Geraden  {x)  durch  X  bilden  sich  auf  gerade  Linien  (y)  durch  Y  ab. 
Die  Strahlen  {k)  und  die  Strahlen  [y)  aber  stehen  zu  einander  in 
projectiv  zweizvveideutiger  Beziehung,  weil  C^^^  mit  {XY)  zusammen 
als  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  XY  als  Doppelpunkten  anzu- 
zusehen ist. 

Die  Polaren  (q)  von  Q  für  die  Kegelschnitte  des  Büschels  (x) 
sind  diesen  Kegelschnitten  und  mithin  [k)  projectiv  und  es  ist 


2,2 


{q)  Ä  (fc)  X  (y)  Ä  {x) , 


iq)  \~  {x) , 


W  ^'  (^) » 


vv.  z.  b.  w.  Dieser  Beweis  bedarf  jedoch  der  Ergänzung,  wenn  UV 
aggregirt  ideale  Punkte  sind.  —  Wird  M^*^  durch  zwei  Büschel  (x)  (x') 
erzeugt,  deren  Grundpunkte  XY  und  bez.  (JV,  VV  sind,  wo  f/V,  VV 
Paare  aggregirt  idealer  Punkte  sind,  so  kann  man,  wie  wir  oben 
sahen,  M^*^  auch  durch  projective  Kegelschnittbüschel  (x)  (xi)  er- 
zeugen, von  denen  (x,)  die  realen  Grundpunkte  XYUIVI  hat.     Dann 

2,2 

ist  nach  dem  eben  erwiesenen  Satze  {x)  TT  (j«i) ,  wenn  sich  die  {x) 
und    (x'i)    auf  M^*^   schneiden ,    und   weijter   ist  (x',)  a  (x)  ,   folglich    ist 

2,2 

auch  in  diesem  Falle  {x)'^  (x). 

Im  Allgemeinen   erzeugen   ein   Strahlenbüschel    und  ein  Kegel- 
schnitlbüschel,   die   einander   zweizweideutig  zugeordnet  sind,   eine 
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Curve  sechster  Ordnung.  Der  Kegelschnitt  [XU) -(KV)  des  Büschels 
(x)  aber  trifft  M^^^  in  zwei  Punkten,  von  denen  einer  auf  [XU) 
liegt.  Der  zugehörige  Strahl  [x)  also  {XU)  fällt  ganz  in  den  Kegel- 
schnitt,  und  jeder  Punkt  von  {XU)  gehört  zur  Curve,  die  durch  {x)  (x) 
erzeugt  wird.  Ebenso  gehört  der  Strahl  (XV)  zu  ihr.  Es  spalten 
sich  also  hier  von  der  Curve  sechster  Ordnung  die  geraden  Linien 
{XU)  (XV)  ab,  der  Rest  ist  M^'l 

2  2 

Zerfällt  eine  zweizweideutige  projective  Verwandtschaft  (A)  A  (ß) 
in  zwei  eineindeutige,  so  zerfällt  die  zugehörige  Curve  M^*^  in  zwei 
Kegelschnitte  durch  XY.  Es  giebt  dann  nur  zwei  Verzweigungs- 
elemente in  der  Reihe  der  {A)  und  zwei  in  der  Reihe  der  (fi). 
Der  Strahl  x  nämlich,  der  durch  einen  der  beiden  Punkte  geht,  die 
die  beiden  Kegelschnitte  neben  XY  noch  gemein  haben,  ist  ein 
Verzweigungsstrahl,  es  giebt  deren  in.  jeder  Reihe  zwei  und 
nur  zwei.  Zugleich  aber  ist  das  dem  Verzweigungselemente  A  zu- 
geordnete Element  B  ein  Verzweigungselement  der  zweiten  Reihe. 
Umgekehrt  ist  es  auch  eine  hinreichende  Bedingung  für  das  Zerfallen 
einer  zweizweideutigen  projectiven  Verwandtschaft  in  zwei  einein- 
deutige, dass  zwei  Verzvveigungselementen  der  einen  Reihe  je  ein 
Verzweigungselement  der  anderen  Reihe  entspricht.  Ist  nämlich  A 
ein  Verzweigungselement  der  ersten  Reihe  und  das  ihm  entsprechende 
zugeordnete  Element  B  ein  Verzweigungselement  der  andern  Reihe, 
so  ist  {XA)  Tangente  an  M^*^  und  {YB)  ebenfalls.  Der  Schnittpunkt 
dieser  Strahlen  ist  ein  Punkt,  durch  den  zwei  gerade  Linien  gehen, 
auf  denen  neben  X  und  Y  nur  noch  ein  Punkt  der  Curve  M^*^  liegt, 
ihr  Schnittpunkt  ist  demnach  ein  Doppelpunkt  von  M^^\  Kommt  dies 
zweimal  vor,  so  besitzt  M^^^  mit  XY  zusammen  vier  Doppelpunkte 
und  muss  deshalb  in  zwei  Kegelschnitte  durch  diese  vier  Punkte 
zerfallen,  und  demnach  zerftlllt  die  Verwandtschaft  in  zwei  einein- 
deutige oder  projective. 

§  17.  Der  Directiensbäschel.  Eine  einzweideutige  Punkt- 
geradenverwandtschaftt  —  Projicirt  man  eine  zweizweideutige  projec- 
tive Verwandtschaft  von  zwei  Punkten  XY  aus  auf  einen  durch  sie 
gehenden  Kegelschnitt  o),  erzeugt  dort  die  Punktreihen  {A)  (fi),  die 
natürlich  in  zweizweideutig  projecliver  Beziehung  zu  einander  stehen, 
und  verbindet  die  Paare  entsprechender  Punkte  {AB)  durch  gerade 
Linien  (m) ,   so   erhält  man  einen  Strahlcnbüschel  m^^\   den  wir   den 
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DirectioDsbttschel  der  Verwandtschaft  nennen  wollen.  Wetr  nennt 
in  seiner  Curvenlehre  (Wien  1 880)  auf  Seite  6  die  von  dem  Büschel 
umhüllte  Curve,  die  Stützcurve  des  Büschels,  die  Directionscurve. 
Dass  eine  solche  Curve  e'xistire,  ist  vom  Standpunkte  der  projectiven 
Geometrie  nicht  von  vornherein  klar. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  gehen  vier  Strahlen  des 
Büschels  m^*\  denn  ein  durch  P  gehender  Strahlenbüschel  bestimmt 
auf  (0  eine  Involution,  und  diese  hat  nach  §  13  vier  Paare  mit  der 
Verwandtschaft  {A)  {B)  gemein.  Aus  diesem  Grunde  wird  der 
Büschel  m^^^  ein  Büschel  vierter  Ordnung  genannt. 

Ist  AB  ein  Paar  der  Verwandtschaft  auf  «,  und  M^^^  die  Curve, 
die  die  von  XY  aus  projicirte  auf  w  liegende  Verwandtschaft  er- 
zeugt, so  ist  der  Schnittpunkt  M  von  {XA)  (YB)  ein  Punkt  der  Curve, 
und  t  mag  die  Tangente  in  M  an  M^*^  sein.  Ein  Kegelschnitt- 
büschel (y)  werde  durch  XYMM  bestimmt,  d.  h.  durch  die  drei 
Punkte  XYM  und  die  Tangente  t  in  M.  Die  Strahlen  {XB)  {YA) 
mögen  sich  in  M'  schneiden,  und  y  sei  der  Kegelschnitt  des  Büschels 
(y)  der  durch  M'  geht.  Dann  bestimmen  die  von  XY  nach  den 
Punkten  von  y  gezogenen  Strahlen  eine  Involution  auf  o),  weil  sie 
projective  Punktreihen  bestimmen,  in  denen  AB  ein  involutorisches 
Paar  ist.  Diese  Involution  berührt  nach  §  13  die  zweizweideutige 
Verwandtschaft  im  Paare  AB^  d.  h.  sie  hat  ausser  diesem  nur  noch 
zwei  Paare  mit  der  Verwandtschaft  gemein.  Das  auf  der  Geraden 
{AB)  liegende  Centrum  P  dieser  Involution  hat  die  Eigenschaft,  dass 
durch  P  nur  drei  Strahlen  von  m^*^  gehen.  Diesen  Punkt  nennt 
man  den  Stützpunkt  des  Strahles  m  oder  [AB]  im  Büschel  m^^K 

Die  Verwandtschaft  {A)  {B)  besitzt  zwei  involutorische  Paare, 
ihre  Verbindungslinien  seien  xy.  Durch  jeden  Punkt  von  P  auf  x 
oder  y  gehen  nur  noch  zwei  Strahlen  von  m^*\  Denn  unter  den  vier 
Paaren,  die  die  durch  P  auf  w  bestimmte  Involution  mit  der  Ver- 
wandtschaft gemein  hat,  befinden  sich  die  beiden  Paare  AB  und 
BA^  wenn  AB  ein  involutorisches  Paar  ist.  Demnach  sind  die 
Strahlen  xy  des  Büschels  m^*^  als  Doppelstrahlen  desselben  zu  be- 
zeichnen. 

Ist  die  Verwandtschaft  [A)  {B)  eine  symmetrische,  so  sind  alle 
Paare  involutorische,  und  es  gehen  daher  durch  jeden  Punkt  P  nur 
zwei  Strahlen  des  Directionsbüschels,    der  Büschel  m^^^  besteht  dann 
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aus  einend  Büschel  zweiter  Ordnung,  der  doppelt  zu  zählen  ist.  Es 
wird  zu  beweisen  sein,  dass  dieser  Büschel  sich  auf  einen  Kegel- 
schnitt stützt.  In  der  analytischen  Geometrie  würde  es  allerdings 
selbstverständlich  sein,  dass  ein  auf  algebraischem  Wege  erzeugter 
BtLschel  zweiter  Ordnung  eine  Sttttzcurve  besitzt,  die  ein  Kegelschnitt 
ist.  In  der  projectiven  Geometrie  fehlen  ähnliche  Schlussmethoden, 
und  es  ist  demnach  eine  Untersuchung  nOthig,  den  in  Rede  stehenden 
Satz  im  vorliegenden  Falle  zu  erweisen,  was  nachher  geschieht. 

Die  Beziehung,  die  zwischen  M^^^  und  m^^^  besteht,  ist  im 
Grunde  die  einer  einzweideutigen  Punktgeradenverwandtschaft,  der 
wir  einige  Betrachtungen  widmen.  —  Projicirt  man  von  zwei 
Punkten  XY  eines  durch  sie  gehenden  Kegelschnittes  (o  die  Punkte  L 
der  (0  enthaltenden  Ebene,  und  verbindet  die  Punkte,  die  die  Pro- 
jectionsstrahlen  auf  co  bestimmen,  durch  gerade  Linien  /,  so  wird 
dadurch  eine  Zuordnung  zwischen  den  Punkten  L  und  den  Geraden  / 
hergestellt,  die  im  Allgemeinen  eine  einzweideutige  ist.  Jedem 
Punkte  L  entspricht  eine  Gerade  /,  nur  den  Punkten  XY  entsprechen 
unendlich  viele  gerade  Linien.  TriJSl  die  Gerade  XX,  d.  h.  eine 
beliebige  Gerade  durch  X,  o)  in  Q  und  der  Strahl  YX  den  Kegel- 
schnitt in  X,  so  ist  QX  die  zu  X  gehörende  Gerade  /,  es  entspricht 
also  X  jede  Gerade  durch  X  als  Gerade  /,  und  Y  entspricht  jede 
Gerade  durch  Y  als  Gerade  /.  Einem  Punkte  von  to  entspricht  die 
Tangente  an  co  in  diesem  Punkte. 

Umgekehrt  entsprechen  jeder  Geraden  l  zwei  Punkte  L,  und 
es  liegt  von  diesen  Punkten  einer  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  co, 
wenn  /  to  real  trifft,  sie  fallen  zusammen,  wenn  l  Tangente  ist,  sie 
sind  ideale,  wenn  l  w  nicht  real  trifft,  es  lässt  sich  in  diesem  Falle 
eine  reale  Gerade  angeben,  auf  der  sie  liegen.  Einer  Geraden  durch 
X  entspricht  der  Punkt  X  und  ein  Punkt  auf  der  Tangente  von  o) 
in  X,  jeder  Geraden  durch  Y  entspricht  der  Punkt  Y  und  ein  Punkt 
auf  der  Tangente  in  Y.  Der  Geraden  (X  Y)  entspricht  jeder  Punkt 
dieser  Geraden  und  der  Pol  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  w. 

Durchläuft  L  eine  Gerade  9,  so  bestimmen  die  Schnittpunkte 
der  die  Punkte  L  von  XY  aus  projicirenden  Strahlen  auf  w  projec- 
tive  Punktreihen,  die  zugehörigen  Geraden  /  stützen  sich  daher  auf 
einen  Kegelschnitt,  der  w  in  den  beiden  Punkton  berührt,  in  denen 
y  w  trifft.     Durchläuft  w  einen  durch  X  Y   gohondeu  Kegelschnitt  /, 
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so  stützen  sich  die  Geraden  l  ebenfalls  auf  einen  Kegelschnitt,   der 
^  (o  in  den  Schnittpunkten  von  y  mit  co  berührt. 

Liegen  zwei  Punkte  MM'  so,  dass  (XM)  (YM)  auf  ö  durch 
zwei  Punkte  Afi,  und  (XM')  {YM')  auf  o)  durch  dieselben 
Punkte  AB  gehen,  so  sagen  wir,  die  Punkte  MM'  liegen 
symmetrisch  in  Bezug  auf  XY  und  w. 

Enthält  ein  Kegelschnitt  durch  XY  zwei  symmetrisch  zu  XY 
und  (0  liegende  Punkte,  so  giebt  es  zu  jedem  Punkte  auf  ihm  einen 
symmetrisch  liegenden,  weil  die  Projectionsstrahlen  von  XY  nach  den 
Punkten  von  y  auf  (o  eine  Involution  bestimmen.  Jede  Curve  von 
dieser  Eigenschaft  soll  eine  symmetrisch  zu  co  und  X  Y  liegende  Curve 
heissen.  Die  Geraden  /,  die  den  Punkten  einer  symmetrisch  zu  XY 
und  (0  liegenden  Geraden,  oder  eines  ebenso  liegenden  Kegelschnittes 
entsprechen,  gehen  durch  einen  Punkt,  bilden  einen  linearen  Büschel 
der  doppelt  durchlaufen  wird,  wenn  L  die  Gerade  oder  den  Kegel- 
schnitt durchläuft. 

Geht  eine  Gerade  g  durch  X,  so  entsprechen  den  Punkten  L 
auf  ihr  Strahlen  eines  linearen  Büschels  mit  dem  Schnittpunkt  {wg) 
als  Träger,  dazu  kommt  noch  der  lineare  StrahlenbUschel  mit  dem 
Träger  X,  dessen  Strahlen  dem  Punkte  X  entsprechen.  Ebenso  ent- 
sprechen einer  Geraden  durch  Y  die  Strahlen  zweier  linearen 
Strahlenbüschel,  so  jedoch,  dass  dem  mit  dem  Träger  Y  der  Punkt  Y 
allein  entspricht. 

§  1 8.  Symmetrisfhe  Carven  M^^l  —  Ist  W  ein  Wendepunkt  einer 
Curve  dritter  Ordnung  0^\  w  seine  harmonische  Polare,  also  eine 
Gerade,  und  sind  XY,  ST  je  ein  Paar  symmetrisch  zu  W  und  w 
gelegene  Punkte  von  C^^\  so  trifft  der  Kegelschnittbüschel  mit  den 
Grundpunkten  XYST  die  Curve  C^^^  in  symmetrisch  zu  W  und  w 
gelegenen  Punkten.  Denn  trifft  ein  Individuum  dieses  Kegelschnitt- 
büschels  O^^  in  einem  Punkte  C,  so  enthält  dieser  Kegelschnitt,  weil 
W  und  w  Pol  und  Polare  für  ihn  sind,  auch  den  symmetrisch  zu  C 
gelegenen  Punkt  C,  der  ein  Punkt  von  C^^^  ist,  weil  C^^^  symmetrisch 
zu  W  und  w  liegt.  Durch  MöBics'sche  Abbildung  kann  man  zu  einem 
entsprechenden  Satze  über  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten gelangen,  der  indessen  ebenso  leicht  direct  erwiesen  wird. 

Erzeugt  eine  Curve  M^^^  mit  den  Doppelpunkten  XY  auf  einem 
durch  XY  gelegton  Kegelschnitte  w  eine  symmetrische  zvveizweidentige 
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Verwandtschaft,  so  liegen  die  Punkte  von  M^*^  paarweise  symmetrisch 
zu  XY  und  0),  wie  diese  Symmetrie  im  vorigen  Paragraphen  definirt 
wurde.  Sind  UV  zwei  symmetrisch  gelegene  Punkte  derselben,  so 
trifft  jeder  Kegelschnitt  des  Büschels  [XYUV)  die  Curve  M^^^  in 
symmetrisch  gelegenen  Punkten.  Denn  enthält  ein  solcher  Kegel- 
schnitt den  Punkt  M  von  M^*\  so  enthält  er  auch  den  symmetrisch 
dazu  gelegenen  M\  Da  nämlich  jeder  Kegelschnitt  des  Büschels 
das  Paar  symmetrisch  gelegener  Punkte  UV  enthält,  so  enthält  er, 
wie  schon  früher  erwiesen  wurde,  zu  jedem  seiner  Punkte  den  sym- 
metrischen. 

Liegen  zwei  Punkte  zu  XY  und  co  symmetrisch,  so  geht  ihre 
Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt,  nämlich  den  Pol  von 
XY  für  CD,  oder  wenn  für  w  eine  Gerade  eintritt,  durch  den  Punkt, 
der  vom  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Geraden  (XY)  durch 
XY  harmonisch  getrennt  ist. 

Sind  vier  symmetrisch  zu  XY  und  co  liegende  Paare  von  Punkten 
gegeben,  so  sind  sie  associirte  Punkte,  eine  Curve  M^*^  ist  durch  sie  nicht 
völlig  bestimmt.  Denn  liegen  drei  Punktepaare  von  M^^^  symmetrisch, 
so  giebt  es  zu  jedem  Punkte  auf  ihr  einen  symmetrisch  gelegenen, 
und  folglich  sind  die  acht  Punkte  nicht  unabhängig  von  einander. 
Durch  fünf  Paare  oder  durch  fünf  Punkte  und  die  Bedingung,  dass 
M^*^  zu  XY  und  «  symmetrisch  liegen  soll,  ist  diese  Curve  bestimmt. 
Legt  man  durch  ein  symmetrisches  Paar  M^  M[  und  X  Y  einen  Kegel- 
schnittbüschel, durch  itf2M2XY  einen  zweiten,  so  bestimmen  die  drei 
weiteren  Punkte  M^M^M^  eine  projeclive  Beziehung  zwischen  ihnen, 
die  beiden  projectiven  Kegelschnittbüschel  bestimmen  die  sym- 
metrische Curve  M^^K  Daraus  folgt:  Eine  zweizvveideutige  projective 
symmetrische  Verwandtschaft  ist  durch  fünf  Paare  von  Elementen 
bestimmt. 

Hat  die  zu  XY  und  a>  symmetrisch  liegende  Curve  M^*^  einen 
Doppelpunkt,  so  hat  sie  noch  einen  zweiten,  die  zugehörige  Ver- 
wandtschaft zerfällt  in  zwei  Involutionen.  Liegt  aber  der  Doppel- 
[)unkt  auf  co,  so  ist  dies  nicht  nöthig,  das  zugehörige  Paar  der  Ver- 
wandtschaft auf  CO  ist  dann  ein  Doppelpunkt  derselben. 

§  19.  Der  Directionsbüschel  einer  symmetrisclien  Verwudt- 
schaft  stützt  sich  auf  einen  Kegelselinitt.  —  Es  sei  co  der  Träger 
der  symmetrischen  zweizvveideutiyen  projectiven  Verwandtschaft 

AbhandL  d.  üenellsch.  d.  K.  ä.  WU»6u«ch.  XXXV. 


486 


Johannes  Tuomab, 


[50 


in  der  AB,  Ai^^,  ^2^29  •  •  Paare  sind.  Sie  bestimmeD  von  zwei 
Punkten  XY  des  Kegelschnittes  aus  projicirt  eine  zu  XY  und  a>  sym- 
metrisch liegende  Curve  M^^K  Die  Geraden  {AB)  (Ajßi),  die  gleich- 
zeitigen Directionsstrahlen  der  Punkte  SS\  M^M'i  sind  die  Polaren 
der  Punkte  ZZ^,  die  die  Geraden  {SS'),  {M^Ml)  auf  der  Geraden  (XY) 
gleich  p   bestimmen,   in    Bezug  auf  den  Kegelschnitt  A^,  der  durch 


Fig.  3. 

XY S S' M^Ml^  geht.  Denn  man  findet  einen  Punkt  der  Polare  von  Z 
für  Ai,  indem  man  die  Secanten  ZXY,  ZSS'  zieht,  S  mit  X,  S'  mit 
Y  verbindet,  der  Schnittpunkt  A  dieser  Geraden  ist  ein  Punkt  der 
Polare.  Der  Schnittpunkt  von  (SY)  mit  (S'X),  also  der  Punkt  B, 
ist  ein  zweiter  Punkt  dieser  Polare,  {AB)  ist  die  Polare  von  Z, 
(AiÄj)  die  von  Zj.  Der  Schnittpunkt  Qi  von  {AB)  und  {A^B^)  ist 
der  Pol  von  p  für  A,  als  der  SchnUt  der  Polaren  zweier  Punkte 
von  p. 
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Geht  man  nun  vom  Punktepaare  3/^  M[  der  Curve  M^*^  zu  andern 
symmetrisch  gelegenen  Paaren  M2M2,  M^M^,  ...  der  Curve  über, 
so  geht  der  Kegelschnitt  A^  der  Reihe  nach  in  die  Kegelschnitte 
A2A3  .  .  .  eines  Büschels  durch  XYSS'  über,  die  Geraden  (A,Äi) 
{A2B2)  [A^B:^)  .  .  .  bestimmen  auf  {AB)  die  Punktreihe  O1O2O3  •  •  •» 
die  Pole  der  Geraden  p  für  AiAjia .  .  . ,  die  den  Kegelschnitten  des 
Büschels  A1A2A3  .  .  .  projectiv  zugeordnet  sind. 

Ist  TT  ein  neues  symmetrisches  Paar  von  M^^\  so  bestimmt 
es  mit  M,  Mi,  JtfjMj,  M3MJ,...  einen  Kegelschnittbüschel  /tii/zj/':»- •• 
und  die  Pole  der  Geraden  p  für  die  Individuen  dieses  Büschels  sind 
die  Punkte  R^R^R, .  .  .  ,  die  die  Geraden  [A^B,]  {A^B^)  {A^B.,)  .  .  . 
auf  der  Geraden  {CD)  bestimmen,  wenn  CD  das  Paar  der  sym- 
metrischen Verwandtschaft  auf  w  ist,  das  zu  T  und  also  auch  zu  T' 
gehört,  in  denen  also  die  Strahlen  (XT)  (YT)  die  Curve  a>  treffen. 
Diese  Punkte  sind  den  Kegelschnitten  /ii/ti2^3  ...  projectiv  zugeordnet, 
und  da  A^AjAs  . . .  a  /i|//2/*3  •  •  •  ist,  so  muss  Ö1Ö2O3  •  •  •  Ä  R1R2R3  - . . 
sein.  Es  bestimmen  demnach  die  Directionsstrahlen  {A^B^)  {A2B2) 
{A^B^)  ...  auf  zweien  unter  ihnen,  auf  {AB)  und  {CD)  projective 
Punktreihen,  ihre  Stützcurve  ist  deshalb  ein  Kegelschnitt.  Die  Stütz- 
curve  des  Directionsbüschels  einer  symmetrischen  zweizweideutigen 
Verwandtschaft  ist  ein  Kegelschnitt. 

Wir  wollen  den  Beweis  noch  ein  wenig  anders  führen.  — 
Bildet  man  die  symmetrisch  zu  XY  und  to  gelegene  und  durch  die 
zu  Xy  und  (0  symmetrisch  gelegenen  Kegelschnitte  (x)  durch  XYSS' 
und  (x)  durch  XYTT  erzeugte  Curve  M^^^  nach  §  17  durch  die 
auf  XYco  gegründete  einzweideutige  Punktgeraden  Verwandtschaft  ab, 
so  entspricht  jedem  Kegelschnitte  x  ein  linearer  Strahlenbüschel, 
dessen  Centrum  auf  der  Geraden  {AB)  liegt,  wenn  AB  durch  die 
Strahlen  (XS)  {YS)  auf  w  bestimmt  werden.  Die  Curven  (x')  bilden 
sich  auf  lineare  Strahlenbüschel  ab,  deren  Centren  auf  {CD)  liegen, 
wenn  CD  durch  (XT)  {YT)  auf  w  bestimmt  sind.  Auf  einer  Ge- 
raden durch  X  bilden  die  Kegelschnitte  (x)  ihnen  projective  Punkt- 
reihen, ihnen  entsprechen  in  der  Verwandtschaft  des  §17  projective 
Strahlen  durch  einen  Punkt,  diese  gehen  durch  die  Involutionscentren. 
Die  Involutionscentren  sind  also  den  Kegelschnitten  (x)  projectiv  zu- 
geordnet. Dasselbe  gilt  von  dem  Büschel  (x),  seine  Individuen  ent- 
sprechen den  ihnen  zugeordneten  Involulionscentren  auf  (CD)  projectiv. 

84* 
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Die  Verbind  ungslinien  enlsprechender  Involutionscentren  sind  die 
Directionsstrahlen  der  Punkle,  in  denen  sich  die  einander  projectiv 
entsprechenden,  M^*^  erzeugenden  Kegelschnitte  der  BUschel  {%)  {») 
schneiden,  sie  sind  die  Directionsstrahlen  der  Paare  der  gegebenen 
symmetrischen  Verwandtschaft,  und  da  die  Involutionscentren  ein- 
ander projectiv  zugeordnet  sind,  so  stutzen  sich  die  Directionsstrahlen 
auf  einen  Kegelschnitt. 

Die  Umkehrung  dieses  Salzes  beweisen  wir  indirect.  —  Treffen 
die  Strahlen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  den  Kegelschnitt  w  in 
den  Punktepaaren  AB^  CD^  -^i^n  >i2^2  9  «m  so  erzeugen  sie  dadurch 
auf  (0  eine  zweizweideutige  symmetrische  projective  Verwandtschaft. 
Projicirt  man  die  Paare  AÄ,  BA,  CD^  DC^  iliÄj,  Bi-Ai,  -Ajßj,  ... 
von  zwei  Punkten  XY  auf  w,  so  erhält  man  Punktepaare  SS\  TT\ 
MiJtfi,  3/2^29  •••  die  in  Bezug  auf  XY  und  o  symmetrisch  liegen. 
Legt  man  durch  XYSiS'  einen  KegelschnittbUschel  (x),  durch  XYTT 
einen  Kegelschnittbüschel  (x)  und  bestimmt  zwischen  diesen  Büscheln 
eine  projective  Verwandtschaft,  indem  man  die  durch  M^M^M^ 
gehenden  Kegelschnitte  ^1X2X3,  Xix^x^  dieser  Büschel  einander  ent- 
sprechen lässt,  so  erzeugen  (x)  (x)  eine  Curve  M^^\  die  auch  die 
Punkte  MlMliM'^  enthalt  und  auf  der  zu  jedem  Punkte  M  auch  der 
symmetrische  M'  liegt.  Diese  Curve  Jll^^^  bestimmt  auf  ©  eine  zwei- 
zweideutige Verwandtschaft,  deren  Directionsbüschel  ein  gemeiner 
Büschel  zweiter  Ordnung  ist,  und  der  mit  dem  gegebenen  fünf 
Strahlen,  [AB)  [CD)  [A^B^)  [A2B2)  [A^B^),  gemein  hat,  also  ganz  mit 
ihm  zusammenfällt.  Die  Strahlen  desselben  bestimmen  daher  auf  co 
eine  zweizweideutige  projective  Verwandtschaft,  w.  z.  b.  w. 

Die  Vervollständigung  einer  zweizweideutigen  projectiven  Ver- 
wandtschaft, von  der  fünf  Paare  gegeben  sind,  ist  hiernach  sehr  ein- 
fach. Alan  projicirt  die  Verwandtschaft  auf  einen  Kegelschnitt  co, 
bestimmt  aus  den  gegebenen  fünf  Paaren  den  Directionsbüschel 
zweiter  Ordnung  und  den  Kegelschnitt,  der  seine  Stützcurve  ist.  Die 
Tangenten  dieses  Kegelschnittes  bestimmen  beliebig  viele  weitere 
Paare,  und  um  zu  einem  gegebenen  Punkte  seine  entsprechenden  zu 
linden,  zieht  man  von  ihm  die  Tangenten  an  jenen  Kegelschnitt,  die 
Schnittpunkte  derselben  mit  co  sind  die  gesuchten. 

Ein  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  hat  mit 
d  c  in    Directionsbüschel  m^^^    einer    zweizweideutigen 
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projectiven  Verwandtschaft  nicht  mehr  als  acht 
Strahlen  gemein. 

Die  Verwandtschaft  liege  auf  dem  Kegelschnitte  co  und  erzeuge 
einerseits  durch  die  sie  von  den  Punkten  XY  des  Kegelschnittes  aus 
projicirendea  Strahlen  eine  Curve  M^*^  und  andrerseits  durch  die  Ver- 
bindungslinien der  Paare  der  Verwandtschaft  den  DirectionsbUschel  m^^^ 
Der  gegebene  StrahlenbUschel  zweiter  Ordnung  erzeugt  auf  w  eine 
symmetrische  Verwandtschaft,  und  diese  von  XY  aus  projicirt  eine 
Curve  M^*\  die  symmetrisch  zu  XY  und  m  gelegen  ist.  M^^^  und  M^^* 
können  sich,  wenn  sie  nicht  ganz  zusammenfallen  oder  zerfallen,  nur 
in  acht  Punkten  schneiden,  und  der  DirectionsbUschel  und  der  gegebene 
Büschel  zweiler  Ordnung  können  nur  acht  Strahlen,  die  jenen  acht  Punkten 
nach  der  Verwandtschaft  des  §  17  entsprechen,  gemein  haben. 
Geht  M^^^  durch  die  zwei  Paare  symmetrisch  zu  XY  und  o)  auf  Jll^^^ 
gelegenen  Punkte,  d.  h.  enthält  der  Büschel  zweiter  Ordnung  die 
beiden  Strahlen  xy  von  m^^\  welche  die  in volu torischen  Paare  der 
zweizweideutigen  Verwandtschaft  verbinden,  so  hat  der  Büschel 
neben  diesen  beiden  Strahlen  nur  noch  vier  mit  m^*^  gemein.  Ist 
die  zweizweideutige  Verwandtschaft  eine  symmetrische,  so  hat  selbst- 
verständlich der  gegebene  Büschel  zweiter  Ordnung  nur  vier  Strahlen 
mit  ihrem  DirectionsbUschel  gemein,  die  doppelt  zu  zählen  sind,  wenn 
der  allgemeine  Satz  aufrecht  erhalten  werden  soll. 

§  20.  Eneugung  einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten durch  einen  Strahlenbuschel  und  einen  Buscliel  von  Curven 
dritter  Ordnung.  —  Die  Curve  M^*^  sei  durch  die  projectiven  Kegel- 
schnittbüschel  {x)  durch  XYUV  und  (x)  durch  XYf/'V  erzeugt. 
Durch  X  legen  wir  eine  Gerade  g^  auf  ihr  bestimmen  die  Kegel- 
schnitte (x)  eine  ihnen  projective  Punktreihe  (£).  Ziehen  wir  nach 
ihnen  von  Y  aus  die  geraden  Linien  (y,),  so  ist  {yg)  "K  {E)  und  also 

iVg)  A  W  ^"d  iHg)  A  (^')-  ^'^  beiden  Gebilde  (y^)  und  (x')  erzeugen 
eine  Curve  dritter  Ordnung  C^^\  die  in  Y  einen  Doppelpunkt  hat 
und  durch  XU'V  und  zwei  andere  von  g  unabhängige  Punkte  M^M, 
geht.  Der  Punkt  E  auf  g^  der  der  Schnittpunkt  von  {YV)  und  g 
ist,  bestimmt  in  (x)  den  zerfallenden  Kegelschnitt  [YU)  -  {XV),  ihm 
entspricht  in  (x)  ein  Kegelschnitt  x,',.  Der  Punkt  auf  M^,  in  dem  (YU) 
von  x^  getroffen  wird,  liegt  auf  Cj^^  und  ebenso  liegt  der  Punkt  Af^, 
in  dem  YV  von  dem  dem  zerfallenden  Kegelschnitt  (YV)  •  [XV)  der 
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Reihe  (x)  cnlspiecheiiden  x^  der  Keilie  {z'j  geliülleu  wird,  auf  C^, 
und  es  sind  diese  beiden  Punkte  unabliöngig  von  g.  Curven  dritter 
Ordnung,  die  einen  Doppelpunkt  gemein  haben,  schneiden  sieb  ausser 
in  diesem  noch  in  filnf  Punlden,  und  die  durch  die  fünf  Schnittpuokte 
gehenden  Curvun  bilden  einen  Bllscliel.  Die  Schnittpunkte  von  Cj'' 
mit  (j  sind  Punkte  von  3f'*'.  Denn  fallt  der  Punkt  E  von  y  auf 
einen  Punkt  M  von  JU"',  so  enlspricht  in  der  Projecliviiat  (j/^)  Ä  (x) 
der  Strahl  [YM]  dem  durch  M  in  (x)  bestimmten  Kegelschnitte  a„, 
und  dieser  deni  durch  M  in  (x)  gehenden  Kegelschnitte  x^,,  in  dei' 
Projectivitat  {ij^)  A  (»•'}  entsprechen  sich  demnach  (VÜ/)  und  x'„,  sie 
treffen  sich  in  M,  der  Punkt  M  liegt  auf  t'^".  Lllssl  man  die  Ge-J 
lade  g  sich  um  X  drehen,  so  erhält  man  einen  Bllscbef  von  CurvcB-i 
CJ^',  und  die  einander  entsprechenden  Geraden  (</)  und  Curven  (C^*) 
erzeugen  die  Curve  M*". 

Um  zu  einem  gegebeneu  Strahle  /  durch  Y  den  Kegelschotit 
Kjft  des  Büschels  (x)  zu  änden,  der  bei  gegebenem  g  mit  l  einen  Punkt 
von  CJ^'  bestimmt,  veri^hrt  wie  man  folgt.  Der  Punkt  £>,  in  dem 
/  g  trifft,  bestimmt  einen  Kegelschnitt  x^,  des  Büschels  (x),  dem  ein 
Kegelschnitt  x|„  in  der  Reihe  der  (x)  gemäss  der  Projectivitat 
(x)  A  («')  entspricht,  er  ist  der  gesuchte.  Fällt  l  auf  die  Gerade  {XY) 
gleich  />,  so  ist  «^^  der  Kegelschnitt,  der  g  in  X  berührt,  der  ihm 
in  der  Reihe  (x)  entsprechende  werde  mit  x^,,  bezeichnet.  Dreht 
man  nun  g  um  X,  so  sind  die  Geraden  {g)  als  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte (Xjp)  diesen  projecliv  zugeordnet,  und  folglich  ist  {g)  ä  [>*„)■ 
Die  Curve  Q^'  hat  mit  dem  Kegelschnitte  x^p  neben  XXYli'V  noch 
den  Punkt  gemein,  in  dem  p  den  Kegelschnitt  x\^  trifft,  also  eben  den 
Punkt  X.  d.  h.  X  ist  doppelt  zu  zahlen,  der  Kegelschnitt  x|,p  berührt 
O^'  in  X  Die  gemeinsame  Tangente  sei  t.  Dann  sind  die  Tangenten 
(t)  der  Curven  {Cl*%  wenn  g  den  Büschel  (g)  durchlauft,  den  Kegel- 
schnitten (x'jp)  projectiv,  und  diese  sind  den  Geraden  (/)  projecliv. 
also  ist  (g)  ä  (<)-  '^un  sagt  man  aber,  dass  ein  CurvenbUschel  den 
Tangenten  der  Curven  in  einem  Grundpunkte  projectiv  zugeordnet  sei, 
man  kann  deshalb  sagen,  es  sei  {g)  a  (Cj''),  und  es  werde  M*"  durch 
einen  Strahlenbüschel  und  einen  ihm  piojectiven  Büschel  von  Curvea 
tiritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  erzeugt. 

§  21.  Die  Ke^el$chnitte  eines  M<^'  erzen^enden  Bnscliels  treffen 
diese  Curve  in  Punlilepaaren,  derrn  Vfrl»indiitiv-«linieii  sirh  auf  einen 
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Kegelsclmitt  st&tieB.  —  Sind  die  beiden  }f^^  erzeugenden  Kegel- 
schnittbüschel (x)  und  (x'),  so  sind  sie  einander  projectiv  zugeordnet, 
der  erste  gehe  durch  XYUV^  der  zweite  durch  XYUV\  Der 
Büschel  (x)  bestimmt  auf  einem  Individuum  x  des  Büschels  (x )  eine 
Involution,  von  der  die  zerfallenden  Kegelschnitte  {XU)  •  {YU)  das 
Paar  PQ,  {XV)  •  {YU)  das  Paar  RS  bestimmen.  Das  Involutions- 
centrum /  dieser  Involution  ist  der  Schnitt  von  {PQ)  mit  {RS)  und 
liegt  auf  der  Geraden  {UV),  weil  (YX)  •  {UV)  ebenfalls  ein  Kegel- 
schnitt des  Büschels  x  ist,  und  also  {UV)  ein  Paar  der  Involution 
auf  9c  bestimmt.  Yariirt  man  x\  indem  man  andere  und  andere 
Kegelschnitte  des  Büschels  (x) 
dafür  setzt,  so  variirt  das  In- 
volutionscentrum /  und  durch- 
läuft eine  Punktreihe  (J)  auf 
{UV),  die  Punkte  RS  durch- 
laufen Reihen  (Ä)  auf  {XV) 
und  (S)  auf  {YU),  und  zwar 
so,  dass  {R)  A  (S)  ä  (x)  ist. 
Da  aber  der  durch  den  Schnitt- 
punkt von  {XV)  {YU)  gehende  Fig.  k. 
Kegelschnitt  des  Büschels  (x ) 

die  beiden  Träger  der  projectiven  Reihen  {H]  ^S)  in  ihtnKolbon  Punkten 
trifft,  so  sind  diese  Reihen  perspectiv,  d'ut  HttnuUtn  fRS)  gehen  durch 
einen  Punkt,  und  es  ist  folglich  7)  ^  (Ä)  K  ^*V, ,  und  öIho  {J)  a  (j«'). 
Auf  der  Geraden  (t/'V)  erzeugen  die  Kegeli^chnitU^  (x)  in  gleicher 
Weise  eine  ihnen  und  (x)  projective  Punktreihe  («/' ,  w«nn  J'  durch 
die  Verbindungslinien  der  beiden  Schnittpunkte  irgend  einc^H  Kegel- 
schnittes der  Reihe  (x)  mit  einem  Kegelschnitt  der  Reihe  (x)  auf 
{U'V)  bestimmt  wird.  Sind  nun  (x)  (x)  einander  projectiv  zugeord- 
net, so  bestimmt  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  eJneH  ent- 
sprechenden Paares  xx  zwei  Punkte  JJ'  bez.  auf  {UV)  und  ^II'V), 
und  wenn  xx  der  Bedingung  (x)  ä  {^')  gemiiss  variiren,  ho  dureli- 
laufen  JJ'  projective  Punktreihen  und  ihre  Verbindungslinien  Kind 
Tangenten  eines  Kegelschnittes.  Die  Geraden  [UV]  (f/'V)  gehören 
zu  den  Verbindungslinien,  denn  dem  Kegelschnitt  {UV)  •  {XY)  der 
Reihe  (x)  entspricht  ein  Kegelschnitt  der  Reihe  (x),  und  [UV)  ist 
selbst  die  Verbindungslinie   der  Schnittpunkte    dieser    beiden  Kegel- 
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schnitte.  —  Legt  man  durch  die  Doppelpunkte  X  Y  und  zwei  andre 
Punkte  einer  Curve  M^*^  einen  KegelschnittbUschel  (x),  so  treffen  die 
Individuen  desselben  die  Curve  in  Punktepaaren,  deren  Verbindungs- 
linien einen  Kegelschnitt  zur  StUtzcurve  haben,  und  von  dem  die 
Verbindungslinie  der  beiden  gewählten  Grundpunkte  des  Kegelschnitt- 
buscheis  eine  Tangente  ist,  denn  die  oben  angenommenen  Punkte  UV 
sind  vor  andern  der  Curve  M^^^  nicht  bevorzugt,  nur  dass  sie  nicht 
auf  einer  Geraden  durch  X  oder  Y  liegen  dürfen. 

§  22.  Der  Directionsbascliel  m^^^  ist  das  daalistisclie  Cegen- 
stäek  mr  Carve  M^*\  —  Legt  man  durch  eine  Gerade  eines  Hyper- 
boloides 0  einen  EbenenbUschel,  so  bestimmt  jede  Ebene  eine  zweite 
Gerade  auf  (/>,  die  Geraden  einer  Schaar  Erzeugender  von  0  liegen 
einem  oder  vielmehr  unendlich  vielen  EbenenbUscheln ,  deren 
Axen  der  »zweiten  Schaar  angehören,  perspectiv.  Man  kann  die 
Geraden  der  einen  Schaar  sowohl  unter  sich,  als  auch  den  Geraden 
der  andern  Schaar  projectiv  zuordnen,  indem  man  die  Geraden 
einander  entsprechen  lässt,  die  durch  projective  Ebenenbttschel  be- 
stimmt werden.  Projective  Strahlenreihen  bestimmen  auf  einem  in 
(p  liegenden  Kegelschnitte  projective  Punktreihen,  denn  die  beiden, 
die  projectiven  Strahlenreihen  aufnehmenden  projectiven  Ebenen- 
büschel treffen  die  Ebene  der  Kegelschnitte  in  projectiven  Strahlen- 
büscheln. Der  Kegelschnitt  geht  durch  die  Centren  der  Strablen- 
büschel,  weil  die  Axen  der  Ebenenbüschel  zu  (/>  gehören,  also  jeden 
in  0  liegenden  Kegelschnitt  treffen.  Die  Strahlen  projectiver  Büschel 
bestimmen  auf  einem  Kegelschnitte  projective  Punklreihen,  wenn  die 
Träger  der  Büschel  auf  dem  Kegelschnitte  liegen.  Daraus  folgt  auch, 
dass  Strahlenreihen  auf  einem  Hyperboloid  immer  unter  einander 
projective  Ebenenbüschel  bestimmen,  wenn  deren  Axen  auf  dem 
Hyperboloid  beliebig  verschieden  angenommen  werden. 

Legt  man  von  Q  aus  an  (P  einen  Tangentenkegel,  der  kurz  als 
Kegel  Q  bezeichnet  werden  mag,  so  berührt  er  0  in  einem  Kegel- 
schnitte fi.  Projective  Strahlenreihen  in  0  treffen  den  Kegelschnitt 
//  in  projectiven  Punktreihen,  und  diesen  sind  die  Tangenten  an  jn 
projectiv  zugeordnet.  Projicirt  man  die  Geraden  des  Hyperboloides 
von  Q  aus,  so  erhält  man  einen  sich  auf  den  Kegel  Q  stützenden 
Ebenenbüschel,  dessen  Ebenen  den  Strahlen  auf  0  projectiv  zu- 
geordnet sind. 
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Das  Hyperboloid  4>  mag  zu  einer  (^urve  M^^^  und  deren  Ebene  8 
eine  solche  Lage  haben,  wie  sie  im  §  5  angenommen  wurde.  Die 
Curve  M^^^  übertragen  wir  durch  stereographische  Projection  wie  im 
§  5  auf  0  und  erhalten  als  Bild  eine  Raumcurve  B^^^  auf  (/>.  Die 
durch  XY  gehenden  M^*^  projicirenden  Geraden  {x)  (y),  die  in  pro- 
jectiv  zweizweideutiger  Beziehung  zu  einander  stehen,  entsprechen 
stereographisch  geraden  Linien  {x)  (y)  verschiedener  Schaaren  des 
Hyperboloides  0,  sie  stehen  ebenfalls  in  projectiv  zweizweideutiger 
Beziehung  zu  einander,  und  die  entsprechenden  Strahlen  schneiden 
sich  auf  K'K 

Jede  Gerade  x  auf  0  der  einen  Schaar  trifft  R^*^  in  zwei  Punkten, 
und  zu  jedem  dieser  Punkle  giebt  es  zwei  Strahlen  yyi  der  andern 
Schaar,  so  dass  x  zwei  Strahlen  f/j/i  zugeordnet  sind,  und  umgekehrt 
jedem  y  zwei  Strahlen  x^  und  diese  Zuordnung  ist  nach  den  oben 
angestellten  Betrachtungen  eine  projectiv  zweizweideutige.  Von  jeder 
Raumcurve  (erster  Species)  auf  einem  Hyperboloid  lässt  sich  sagen, 
dass  sie  eine  projectiv  zweizweideutige  Verwandtschaft  zwischen  den 
Erzeugenden  der  beiden  Schaaren  bestimmt.  Projicirt  man  die 
Strahlen  {x)  {y)  von  einem  Punkte  Q  in  die  Ebene  8,  so  bilden  sie 
sich  dort  auf  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes  v  ab,  die  Spur  des 
Tangenlenkegels  Q  an  0  in  der  Ebene  8.  Die  Projectionen  der  {x)  [y] 
mögen   bez.    mit    (j)  (5)    bezeichnet   werden.      So   ist    ( j)  Ä  (ä?)  a  (^) , 

—  '2  2  2  2 

(9)  Ä  {y)  Ä(y)  und  da  {x)  a  (y)  ist,  so  folgt,  dass  (j)  TT  (t|)  sei. 
Die  Schnittpunkte  (9)?)  entsprechender  Strahlen  der  (j)  (^)  sind  die 
Projectionen  der  Punkte  R^*^  von  0  aus  gesehen.  Sie  erzeugen  eine 
Curve  W*\  welche  von  derselben  Art  ist  als  M^^K  Denn  durch  Q 
Idsst  sich  eine  Fläche  zweiten  Grades  legen,  die  i^^^  enthält,  und 
diese  lässt  sich  durch  stereographische  Projection,  deren  Centrum  Q 
ist,  in  eine  Ebene  8'  auf  eine  Curve  M'^^^  abbilden,  und  diese  ist  9Ä^^^ 
collinear.  Die  Tangenten  des  Kegelschnittes  v  sind  demnach  einander 
zweizweideutig  projectiv  zugeordnet  und  erzeugen  eine  Curve  vierter 
Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten,  die  Doppelpunkte  werden  durch  die 
beiden  involutorischen  Paare  der  zweizweideutigen  Verwandtschaft 
der  Tangenten  von  v  bestimmt. 

Ist  auf  dem  Tangentenbüschel  des  Kegelschnittes  v  in  der  Ebene  i 
eine  zweizweideutige  projeclive  Verwandtschaft  gegeben,  und  sind 
M^M2...  M^  die?  Schnittpunkte   von   acht  Paaren,    so  übertragen  wir 
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dieselben  durch  Projection  von  Q  aus  auf  das  Hyperboloid  iP  und 
legen  durch  die  Bildpunkte  R^R^...  Rg  der  ilf|Jtf2 ...  Jtf^  eine  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  (erster  Species)  R^*\  so  bestimmt  diese  Curve 
zwischen  den  erzeugenden  {£)  {y)  der  Fläche  0  eine  projective  zwei- 
zweideutige Verwandtschaft.  Projicirt  man  Rf^^^  von  Q  aus  auf  8,  so 
wird  die  Projection  eine  Curve  W^\  und  aus  den  Strahlen  {x)  (y) 
werden  die  Tangenten  an  v.  Zwischen  ihnen  besteht  eine  zwei- 
zweideutige projective  Verwandtschaft,  die  der  durch  R^^^  bestimmten 

2  2  2   2 

Verwandtschaft  {x)  x  (y)  entspricht,  die  Verwandtschaft  (j)  A"  (9), 
wenn  die  (j)  die  Projectionen  der  {x),  die  (p)  die  Projectionen  der 
(y)  von  Q  aus  sind.  Diese  Verwandtschaft  hat  mit  der  gegebenen 
acht  Paare  gemein,  Pällt  also  ganz  mit  ihr  zusammen.  Daraus  folgt, 
dass  jede  zweizweideutige  projective  Verwandtschaft  unter  den 
Tangenten  des  Kegelschnittes  v  eine  Curve  M^^^  bestimmt,  mit  zwei 
Doppelpunkten,  die  als  Erzeugniss  zweier  projecliver  Kegelschnitt- 
büschel darstellbar  ist.  Da  ein  Kegelschnitt  jedem  andern  Kegelschnitte 
collinear  ist,  so  gilt  der  Satz  von  jedem  Kegelschnitte.  Das  Gesetz  der 
Dualität  führt  zu  dem  Satze:  ist  auf  einem  Kegelschnitte  eine  zwei- 
zweideutig projecti\e  Punktverwandfschaft  gegeben,  so  bilden  die 
Verbindungslinien  entsprechender  Paare  einen  Büschel  vierter  Ord- 
nung m^^^  mit  zwei  Doppelstrahlen,  der  als  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectiver  Büschel  von  Büscheln  zweiter  Ordnung  angesehen  werden 
kann  und  also  das  dualistische  Gegenstück  zur  Curve  M^^^  ist.  Selbst- 
verständlich kann  m^*^  in  zwei  Büschel  zweiter  Ordnung  zerfallen, 
und  diese  können  wieder  zusammenfallen,  wie  es  nach  §  19  statt- 
hat, wenn  die  Verwandtschaft  eine  symmetrische  ist. 

§  23.  Zusammensetnng  finer  symmetrisclien  Verwandtschaft 
mit  derselben  Verwandtscliaft«  —  Sind  zwei  Kegelschnitte  (oy  ge- 
geben, so  giebt  es  einen  dritten  Kegelschnitt  /.  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  y  die  harmonische  Contravariante  für  w  und  X  ist,  d.  b. 
A  liegt  so,  dass  die  o)A  in  harmonischen  Punkten  treffenden  Geraden 
sich  auf  /  stützen.  Die  gemeinsamen  Tangenten  von  w  y  seien  Inuv^ 
sie  mögen  y  in  den  Punkten  LXW  berühren.  Dann  bestimmen 
LNUY  einen  Kegelschnitlbüschel  (x),  gleichviel  ob  LNVV  aggregirt 
ideale  Punkte  sind  oder  reale.  Zieht  man  an  y  die  reale  Tangente  a, 
die  0)  in  den  Punkten  A  D  triiri,  so  hostininien  die  Kegelschnitte  fx 
auf  a  eine  Involution,   in  der  es  ein  Paar  giebt,    das  von  AB  har- 
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monisch  getrennt  ist.  Der  durch  dieses  Paar  gehende  reale  oder 
ideale  Kegelschnitt  des  Büschels  (x)  sei  X.  Dann  ist  /  die  har- 
monische  Contravariante  zu  co  und  X.  Denn  die  harmonische  Contra- 
Variante  zu  od  und  X  ist  ein  Kegelschnitt,  der  einerseits  die  Geraden 
Inuv  zu  Tangenten  hat,  andrerseits  aber  auch  die  Gerade  a,  die  X 
und  to  in  vier  harmonischen  Punkten  trifft.  Die  harmonische  Contra- 
variante ist  daher  der  Kegelschnitt  y.  Die  harmonische  Contravariante 
ist  von  Schröter  in  seiner  Theorie  der  Kegelschnitte  und  daraus  ent- 
lehnt in  meiner  »Theorie  der  Kegelschnitte  in  rein  projectiver  Be- 
handlung« auf  Seite  117  rein  projectiv  behandelt.  Dort  ist  zwar  X 
als  real  vorausgesetzt,  doch  gelten  die  angewandten  Schlussweisen 
auch  für  einen  idealen  Kegelschnitt  (ein  Polarsystem)  X. 

Ist  nun  B  ein  Punkt  auf  a>  und  b  seine  Polare  in  Bezug  auf  A, 
so  trifft  sie  od  in  zwei  Punkten  AA^^  und  es  sind  die  Geraden  [BA) 
[BA^)  zugleich  Tangenten  von  y  als  der  harmonischen  Contravariante 
zu  0)  und  X.  Die  Polaren  b  von  B  in  Bezug  auf  X  stutzen  sich  auf 
einen  Kegelschnitt  ^,  den  Polarkegelschnitt  von  o)  für  A,  wenn  B 
die  Reihe  {B)  auf  o)  durchläuft.  Die  Tangenten  von  /x  bestimmen 
nach  §  19  eine  zweizweideutig  projective  symmetrische  Verwandt- 
schaft auf  CO,  und  die  Polaren  (6)  sind  die  Verbindungslinien  der 
Punkte  {A)  (A|).  Dies  lässt  sich  so  aussprechen:  Ist  eine  zweizwei- 
deutige symmetrische  projective  Verwandtschaft 

{A)  '^'  (ß) 

gegeben,  und  bestimmt  man  zu  A  die  entsprechenden  Punkte  BB'^ 
ZM  BB  die  entsprechenden  Punkte  AA^  bez.  AA|,  so  werden  da- 
durch dem  Punkte  A  zwei  Punkte  A^Ä^  zugeordnet,  und  die^e  Zu- 
ordnung ist  eine  zweizweideutige  symmetrische  projective  Verwandt- 
schaft 

(A)  '^  [A,). 

Diese  Verwandtschaft  entsteht  aus  der  Verwandtschaft  [A)  [B)  durch 
Zusammensetzung  derselben  mit  dieser  Verwandtschaft  selbst,  indem 
zu  A  ein  entsprechender  Punkt  B  und  zu  diesem  in  derselben 
Verwandtschaft  der  entsprechende  Punkt  A^  construirt  wird,  und  A  A, 
einander  zugeordnet  werden.  —  Die  Verzweigungselemente  der  Mutter- 
verwandtschaft sind  auch  die  Verzweigungselemente  der  aus  ihr  in 
der  besprochenen  Weise  erzeugten.     Denn  entspricht  dem  Elemente  A 
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der  Verwandtschaft  (A)  {B)  nur  ein  Element  (£),  fallen  die  oben 
mit  Bff  bezeichneten  Punkte  zusammen,  so  entspricht  ER  auch 
nur  ein  Element  A^^  die  oben  mit  A^A\  bezeichneten  Elemente  fallen 
zusammen,  d.  h.  A  ist  auch  Yerzweigungselement  der  Verwandtschaft 

{A)  {A,). 

Ist  der  Kegelschnitt  to  der  Träger  der  Verwandtschaft  {A)  ^  [B] 
und  ist  y  der  Träger  ihres  DirectionsbUschels,  und  ist  A  ein  Schnitt- 
punkt von  y  und  co,  so  giebt  es  von  A  nur  eine  Tangente  an  /,  zu 
A  gehört  nur  ein  Punkt  B^  A  ist  ein  Verzweigungselement.    Da  nun 

An  9     0 

(A)  ^  {Ai)  dieselben  Verzweigungselemente  hat  als  (A)  -^  (ß),  so 
muss  der  Kegelschnitt  /n  durch  die  Schnittpunkte  von  co  mit  /  gehen, 
oder  es  ist  fj  ein  Individuum  des  Kegelschnittbüschols  (oj,  y).  — 
Wie  hieraus  ein  Theil  der  PoNCEiET^schen  Schliessungssätze  folgt, 
habe  ich  in  Schlömilch's  Zeitschrift,  Jahrgang  XXXIX,  auf  Seite  316 
gezeigt.  Aus  den  allgemeinen  PoNCELET'schen  Sätzen  lässt  sich 
schliessen:  Sind 

(.1)  l::  {B)       {B)  II'  (C) 

zwei  symmetrische  zweizweideutige  projective  Verwandtschaften  mit 
denselben  Verzweigungselementen,  so  erzeugen  sie  durch  Zusammen- 
setzung, ich  meine  dadurch,  dass  man  zuerst  zu  A  die  entsprechenden 
Punkte  BR  der  ersten  Verwandtschaft,  und  zu  diesen  die  ent- 
sprechenden Punkte  CCiC'Cl  der  zweiten  Verwandtschaft  bestimmt, 
eine  viervierdeutige  Verwandtschaft  zwischen  (A)  und  (C),  die  in  zwei 
projective  symmetrisch  zweizweideutige  Verwandtschaften  zerföUt.  Um- 
gekehrt wtlrde  man  aus  diesem  Satze  die  allgemeinen  PoNCELET'schen 
Satze  folgern,  wenn  sich  ein  selbständiger  Beweis  ftir  ihn  beibringen 
Hesse.  Dies  ist  mir  bisher  nicht  geglückt,  indem  ein  Beweis,  den 
ich  zu  haben  glaubte,  sich  vom  rein  projectiven  Standpunkte  nicht 
als  Itickenlos  herausstellte. 

§  24.  Die  Begleiterin  einer  zweizweidentigen  projectiven  Ver- 
wandtschaft. —  Eine  jede  zweizweideutige  Verwandtschaft  erzeugt 
durch  Zusammensetzung  mit  sich  selbst  eine  symmetrische  zweizwei- 
deutige projective  Verwandtschaft,  die  wir  die  Begleiterin  der  gege- 
benen Verwandtschaft  nennen  wollen.     Es  sei 

(^)  X  {B, 
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die  gegebene  Verwandtschaft.  Dem  Elemente  A  der  ersten  Reihe 
mögen  die  Elemente  BIf  der  zweiten  Reihe  entsprechen,  diesen  ent- 
sprechen als  Elementen  der  ersten  Reihe  die  Elemente  AA^^  AA\, 
So  wird  A  den  Elementen  AiA\  zugeordnet,  und  es  ist  klar,  dass  in 
dieser  Zuordnung  A^  als  Element  der  ersten  Reihe  A  und  noch  ein 
andres  Element  der  andern  Reihe  entspricht,  dass  demnach  die  Zu- 
ordnung eine  zweizweideutige  symmetrische  ist,  es  fragt  sich  nur, 
ob  sie  eine  projective  zu  nennen  ist,  was  für  den  Fall  [A)  ^  {B) 
im  vorigen  Paragraphen  bereits  erwiesen  wurde. 

•Die  Verzweigungselemente  der  Reihe  (£)  erzeugen  die  Doppel- 
elemente der  begleitenden  Verwandtschaft,  denn  entspricht  A  dem 
Elemente  B  und  B  nur  A,  so  fällt  A^  auf  A,  A  ist  Doppelelement. 

Ist  {A)  A  (C),  {B)  K  (fl),  so  entspricht  dem  Punktepaare  AB  ein 
Paar  CD,  und  es  besieht  zwischen  (C)  (D)  eine  zweizweideutige 
projective  Verw^andtschaft.  Bilden  wir  gleichzeitig  zu  (A)  {B)  und 
(C)  (D)  die  begleitenden  Verwandtschaften  [A)  (Aj)  und  (C)  (Ci),  so 
ist  zunächst  (A)  ä  (C),  Aj  ist  der  B  neben  A  in  der  Verwandtschaft 

2,2 

(A)  TT  {B)   entsprechende  Punkt,  C^  der  dem  Punkte  D  in  der  Ver- 

2,2 

wand  tschaft  (C)  x  {D)  neben  C  entsprechende  Punkt.  Man  findet 
daher  C^  aus  A^  genau  so  wie  C  aus  A,  es  sind  C^  A^  entsprechende 
Punkte  der  Projectivilät  (A)  ä  (C).  Mit  andern  Worten:  ist  die  Ver- 
wandtschaft (A)  (ß)  mit  der  Verwandtschaft  (C)  (D)  im  Sinne  des 
§  8  in  Correspondenz,  so  sind  auch  die  begleitenden  Verwandtschaften 
(A)  (Aj)  und  (C)  (Cj)  mit  einander  in  Correspondenz.  Nun  kann  man 
nach  §  1 5  die  Correspondenz  so  bestimmen,  dass  (C)  [D)  eine  sym- 
metrische zweizweideutige  Verwandtschaft  wird,  für  sie  ist  im  vori- 
gen Paragraphen  erwiesen,  dass  ihre  Begleiterin  eine  projective  zwei- 

2,2 

zweideutige  Verwandtschaft  sei,  woraus  folgt,  dass  auch  die  (A)  X  {B) 
begleitende  zweizweideutige  Verwandtschaft  eine  projective  sei^). 


\)  Will  man  diesen  Satz  algebraisch  erweisen,  so  kann  man  AB  als  Maass- 
zahlen von  Abscissen  einer  Geraden  denken.  Zwischen  ihnen  besteht  eine  Glei- 
chung vom  zweiten  Grade  in  A  und  vom  zweiten  Grade  in  B,  f{Aj  B)  =  0. 
Ist  Ai  ein  B  entsprechender  Punkt,  so  ist  f{Ai ,  B)  =0.  Eliminirt  man  aus  beiden 
Gleichungen  B^  so  erhält  man  einen  Ausdruck  vierten  Grades  in  den  Variabein 
AAij  der  den  Factor  A  —  Ai  zweimal  enthält.  Unterdrückt  man  ihn,  so  erhält 
man  eine  in  A  und  Ai  symmetrische  Gleichung  in  jeder  Variabein  vom  zweiten 
Grade,   die  eine  zweizweideutige  Verwandtschaft  definirt. 
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§  25.    Znsamnensetiniig  einer  symHctrisehen  iweiiweiientigea 
Verwandtschaft  mit  einer  gewissen  invelntien.  —  Ist 


W  ^'  {ß) , 


{B)  A  (C) , 


2,2 


SO  ist  (A)  X  (C) .  Es  sei  die  Verwandtschaft  {Ä)  [B)  eine  sym- 
metrische und  üege  auf  einem  Kegelschnitte  a>,  der  Sttttzkegelscbnitt 
des  Directionsbttschel  sei  A,  so  dass  die  Tangenten  von  k  die  Paare 
der  Verwandtschaft  auf  oo  bestimmen.  Die  projective  Beziehung 
[B)  Ä  (C)  sei  eine  involutorische,  und  die  Verzweigungs^lemente  der 

Verwandtschaft.  (A)  ^  (B)  seien  zwei  Paare  der  Involution.     Daan  ist 


Fig.  5. 

das  Involutionscentrum  ein  Punkt,  der  fUr  o)  und  A  dieselbe  Polare 
hat,  also  einer  der  drei  Punkte  PFP"  der  Zeichnung,  der  Ecken 
des  (0  X  gemeinsamen  Polardreiecks,  dessen  PP'P"  gegenüberliegende 
Seiten  bez.  mit  ppp'  bezeichnet  werden  mögen.  Wir  wählen  P  als 
Involutionscentrum  der  Involution  (ß)Ä(C).  P"  bestimmt  als  In- 
volutionscentrum auf  (0  eine  Involution,  die  mit  der  Verwandtschaft 
{A)  {B)  zwei  Paare  gemein  hat.  Die  Punkte  A  C  der  Zeichnung  seien 
das  eine  Paar.  Dann  trifft  die  Tangente  von  A  an  A  ca  in  /},  und 
die  Gerade  [BP)  trifft  w  in  C.     Dieses  Paar   ist  ein  involutorisches 

2,2 

Paar  der  Verwandtschaft  (A)  x  (C).    Denn  macht  man  P"  zum  Centrum 


63]       Untersuchungen  über  zwei-zwei deutige  Yerwandtschaften  etc.     499 

einer  GolÜDeation,  in  der  p  Fluchtlinie  ist,  und  in  der  auf  jedem 
Strahle  durch  P"  einem  Punkte  E  der  Punkt  E'  zugeordnet  ist,  der 
von  E  durch  P"  und  p  harmonisch  getrennt  ist,  so  bilden  sich  in 
dieser  Gollineation  die  Kegelschnitte  co  A  auf  sich  selbst  ab.  Der  A 
entsprechende  Punkt  Ä  fällt  mit  C  zusammen,  die  Tangente  [AB) 
an  A  bildet  sich  auf  die  Tangente  [A!  B)  an  k  ab  und  die  Gerade 
[BPC)  auf  [BPC),  wobei  C  mit  A  zusammenfällt.  Daraus  folgt, 
dass  A  C  ein  involutorisches  Paar  ist.  Dasselbe  gilt  von  dem  zweiten 
Paare,  das  der  Involution  {P")  und  der  Verwandtschaft  [A)  [B]  ge- 
mein ist.     Dieselbe  Betrachtung  am  Punkte  P'  angestellt  liefert  noch 

2,2 

zwei  in volutorische  Paare  der  Verwandtschaft  (A)7r(C),  sie  hat  also 
mehr  als  zwei  in  volutorische  Paare  und  ist  deshalb  (§  1 3)  eine  sym- 
metrische. 

Damit  ist  ein  specieller  Fall  der  PoNCELET'schen  Sätze  erwiesen. 
Zieht  man  von  einem  Punkte  A  eines  Kegelschnittes  o)  eine  Tangente 
an  den  Kegelschnitt  il,  die  co  in  //  trifft,  und  legt  man  durch  ihn 
eine  Gerade  durch  einen  Grenzpunkt  (oder  Grenzkegelschnitt)  P  des 
Büschels  (o),  X)  die  m  in  C  trifft,  so  stützen  sich  die  Geraden  (AC)^ 
wenn  A  variirt,  auf  einen  Kegelschnitt  /x,  der  dem  Büschel  («,  X) 
angehört.  Da  die  Punkte  PP'P"  als  reale  vorausgesetzt  sind,  so  be- 
schränkt sich  der  Beweis  allerdings  auf  den  Fall,  dass  sich  die 
Kegelschnitte  m  X  entweder  viermal  real,  oder  viermal  ideal  schneiden. 

§  26.  Eine  Curve  achter  Ordnung  mit  iwei  vierfachen  Punkten 
und  vier  Doppelpunkten«  —  Liegen  auf  einer  Geraden  g  oder  einem 
Kegelschnitte  y  zwei  projective  zweizweideutige  Verwandtschaften 

(I)(A)¥(Ä'),     (U)(F)^(ß) 

•  und  ist  das  Element  B'  der  zweiten  Reihe  der  Verwandtschaft  (I) 
zugleich  ein  Element  der  ersten  Reihe  der  Verwandtschaft  (II),  so 
gehören  zu  einem  Punkte  A  der  Reihe  [A)  zwei  Punkte  /?',  etwa 
FÄ*, ,  der  Verwandtschaft  (l),  und  zu  B  ß^  gehören  je  zwei  Punkte 
der  Reihe  B  in  (II),  etwa  BB^B.B-^^  so  dass  einem  Elemente  A 
vier  Elemente  BB^B^B.;^  zugeordnet  sind.  Umgekehrt  gehören  zu 
einem  Elemente  B  in  (U)  zwei  Elemente  F,  zu  diesen  in  (1)  je  zwei 
Elemente  A,  so  dass  dem  Elemente  B  vier  Elemente  A,  etwa  AA^A^A^^ 
zugeordnet  sind,  und  eine  viervierdeutige  Verwandtschaft  erzeugt 
wird,  die  mit 
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(A)  X  (B) 

bezeichnet  vverdeD  kann.  —  Projicirt  man  die  Verwandtschaft,  wenn 
sie  auf  einer  Geraden  ^  Hegt,  von  zwei  beliebigen  Punkten  XY  aus, 
wenn  sie  auf  einem  Kegelschnitte  y  liegt,  von  zwei  Punkten  XY 
dieses  Kegelschnittes  aus  durch  Strahlen  [x)  bez.  {y),  und  schneiden 
sich  die  entsprechenden  Strahlen  {x)  {y)  in  Punkten  [N) ,  so  bilden 
diese  Punkte  eine  continuirliche  Punktreihe,  eine  Curve  N^^K  Diese 
Curve  trifft  eine  Gerade  h  oder  einen  Kegelschnitt  x  durch  XY  im 
Allgemeinen  in  acht  Punkten.  Denn  nach  §  12  tritt  es  achtmal  ein, 
dass  die  durch  Projection  von  XY  aus  auf  //  oder  x  aus  [A]  [B] 
bez.  [B)  [B)  entstehenden  zweizweideutigen  Verwandlschaflen  ein 
Paar  miteinander  gemein  haben. 

üeber  diese  Coincidenzen  wollen  wir  hier  eine  nachträgliche 
Bemerkung  machen.  Fragt  man,  wie  oft  es  eintritt,  dass  die  beiden 
Verwandtscharten 

{Ä)'-i{B),     (91)  xe^) 

ein  Paar  gemein  haben,  wenn  ein  Element  der  Reihe  [A)  mit  einem 
Elemente  der  Reihe  (^)  und  ein  Element  der  Reihe  [B)  mit  einem 
Elemente  der  Reihe  (^)  zusammenfallen  soll,  so  folgt  aus  dem  im 
§12  gegebenen  Verfahren,  dass  dies  achtmal  eintritt.  Wenn  man 
aber  von  dieser  Zuordnung  absieht,  schlechthin  nach  den  Coincidenzen 
der  beiden  Verwandtschaften  fragt,  so  kann  noch  ein  Element  der 
Reihe  (A)  als  ein  Element  der  Reihe  (^)  angesehen  werden,  und 
nach  den  Fällen  gefragt  werden,  in  denen  nun  das  A  entsprechende 
Element  B  mit  dem  A  als  Element  der  Reihe  $  entsprechenden 
Elemente  %  zusammenfällt.  Man  erhalt  dann  offenbar  wieder  acht 
Fälle,  so  dass  man,  wenn  eine  bestimmte  Zuordnung  der  Reihen  nicht 
gefordert  wird,  sondern  wenn  man  schlechthin  nach  der  Anzahl  der 
Coincidenzen  entsprechender  Paare  zweier  zweizweideutiger  pro- 
jecliver  Verwandtschaften  fragt,  die  Zahl  sechzehn  als  Antwort  er- 
hält. In  dem  hier  in  Anwendung  kommenden  Falle  sind  aber  die 
Reihen  einander  in  bestimmter  Weise  zugeordnet,  und  man  erhält 
daher  acht  Coincidenzen. 

Weil  die  Curve  ]S^^^  von  jeder  Geraden  in  nicht  mehr  als  acht 
Punkten    getrolfen    wird ,    so    sagen    wir,    sie    sei    von    der    achten 
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OrdDUDg.  —  Auf  einer  Geraden  x  durch  X  oder  einer  Geraden  y  durch 
y  liegen  ausser  X  bez.  Y  nur  noch  vier  Punkte  der  Curve,  denn  es 
ist  ja  eben  die  Verwandtschaft  zwischen  {x)  (y)  eine  viervierdeutige, 
einem  Strahl  x  entsprechen  vier  Strahlen  y,  sie  bestimmen  auf  x  vier 
Punkte  N.  Dem  Strahle  [XY)  als  Strahl  von  {x)  entsprechen  in  [{y) 
vier  Strahlen,  so  dass  Y  und  ebenso  X  zur  Curve  und  zwar  viermal 
gehört,  die  Punkte  XY  sind  vierfache  Punkte  der  Curve  N^^\ 

Die  Curve  N^^^  besitzt  ausserdem  noch  vier  weitere  Doppel- 
punkte. —  Entspricht  A  in  der  Verwandtschaft  (I)  den  Punkten  B'ßi 
und  F  in  II  den  Punkten  BB^,  B^  den  Punkten  B^B^  so  giebt  es 
auf  dem  Strahl  [XA]  nur  drei  Punkte  von  N^^\  der  Punkt,  den  der 
Strahl  [YB)  auf  [XA]  bestimmt,  ist  doppelt  zu  zählen,  (XA)  berührt 
entweder  dort  N^^\  oder  der  Punkt  ist  ein  Doppelpunkt.  Nun  ent- 
spricht B  in  der  Verwandtschaft  (II)  den  Punkten  ß'ßi,  B'  ent- 
spricht in  der  Verwandtschaft  (I)  A  und  A^,  und  B^  entspricht  in  (I) 
A  und  A2.  Auf  dem  Strahle  (YJB)  giebt  es  wieder  nur  drei  Punkte  von 
N^^\  und  zwar  ist  der  Punkt,  den  der  Strahl  (XA)  auf  [YB)  be- 
stimmt, doppelt  zu  zählen,  [YB]  berührt  dort  ebenfalls  iV^%  oder  viel- 
mehr der  Punkt  ist  ein  Doppelpunkt,  weil  er  auf  zwei  Geraden  durch 
ihn  doppelt  zu  zählen  ist,  wir  begründen  dies  noch  weiter,  nach- 
dem wir  die  Zahl  dieser  Punkte  ermittelt  haben. 

Gehören  zu  A  in  (I)  die  beiden  Punkte  FB'j,  so  besteht  zwi- 
schen BB\  eine  symmetrische  zweizweideutige  projective  Verwandt- 
Schaft  [B)  ^  (ßi),  gehören  in  (II)  zu  B  die  beiden  Punkte  Ä'ÄJ,  so 
besteht  zwischen  B'ff^  ebenfalls  eine  symmetrische  zweizweideutige 
projective  Verwandtschaft  [B")  -^  [ff^.  Diese  beiden  Verwandtschaften 
haben  vier  Paare  miteinander  gemein.  Fällt  [B''B'^  auf  {B  B^^  so 
gehört  zu  A  in  (I)  Ä'Ä'i,  und  zu  diesen  Punkten  gehören  in  (II) 
BB^  BB2,  so  dass  in  der  viervierdeutigen  Verwandtschaft  zwischen  (A) 
und  (JB)  dem  Elemente  A  die  Elemente  BBB^B^  entsprechen.  Um- 
gekehrt entsprechen  in  derselben  Verwandtschaft  dem  Elemente  B 
die  Elemente  AAA^A^.  Da  dies  viermal  vorkommt,  so  giebt  es  vier 
Doppelpunkte  auf  N^^\  sie  seien  D^D^D^D^. 

Legt  man  durch  einen  solchen  Punkt  D  eine  Gerade  A,  oder 
einen  durch  X  Y  gehenden  Kegelschnitt  x,  so  bestimmen  die  (XA)  [YB)^ 
{XB){YB)  auf  diesem  Träger  zwei  projective  zweizweideutige  Ver- 
wandtschaften, etwa 

AbhABdl.  d.  K.  8.  Gescllsch.  d.  Wissensch.   XXXV.  33 
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(C)  '/v-  (fc-)      (£;-)  'tt  (F) 

und  da  (£")  a  (JE"}  ist,  die  Verwandtschaften 

(C)  ¥  (F)  (F)  X  (F)  , 

und  diese  bestimmen  die  viervierdeutige  Verwandtschaft 

(C)  X  (F) . 

Die  Punkte,  die  iV^^^  mit  h  bez.  mit  x  gemein  hat,  sind  die 
Punkte,  die  demselben  Punkte  E'  sowohl  in  der  Verwandtschaft 
(C)  [E')  als  auch  in  der  Verwandtschaft  [E')  (F)  entsprechen.  Im 
Allgemeinen  kommt  dies  achtmal  vor.  Geht  aber  h  oder  x  durch 
einen  Doppelpunkt  D,  so  giebt  es  zwei  verschiedene  Elemente  E\ 
denen  D  sowohl  in  der  Reihe  der  (C)  als  auch  in  der  Reihe  der 
F  entspricht,  und  es  fallen  deshalb  nur  noch  für  sechs  andere  Ele- 
mente E'  die  zugehörigen  Elemente  der  (C)  und  (F)  zusammen, 
und  h  oder  x  hat  ausser  D  nur  noch  sechs  Punkte  mit  iV^^  gemein, 
so  dass  dieser  Punkt  auf  jeder  Geraden  durch  ihn  doppelt  zu  zählen 
ist,  was  eben  die  charakteristische  Eigenschaft  eines  Doppelpunktes  ist. 

Sind  die  Verzweigungselemente  der  Reihe  [B]  in  der  Verwandt- 
schaft (I)  zugleich  die  Verzweigungselemente  derselben  Reihe  [K] 
in  der  Verwandtschaft  (II),  so  hat  die  Curve  N^^^  noch  vier  weitere 
Doppelpunkte. 

Entspricht  nämlich 

in  (I)  in  (II) 

F:  AA  B':  BB, 

so  entspricht 

in  (I)  in  (II) 

A:  BB\  BB,:  BBB.B^, 

auf  dem  Strahl  {XA)  bestimmen  daher  die  Strahlen  {YB){YB)  {YB,)  (YÄ.) 
nur  drei  Punkte  von  N^^\  der  Schnittpunkt  von  {XA)  (YJB)  ist  dop- 
pelt zu  zählen.     Ebenso  entspricht 

in   (II)  in  (I) 

B:BB,  BB,:AAA,A,. 

Auf  (Yß)  bestimmen  {XA)  [XA)  {XA^)  [XA,)  nur  drei  Punkte 
von    N^\      Der    Punkt   (XA)  {YB)    ist    auch    auf    (Yß)    doppelt    zu 
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zählen.  Der  Punkt  ist  auf  zwei  Geraden  doppelt  zu  zählen,  man 
beweist  wie  oben,  dass  er  auf  jeder  Geraden  doppelt  zu  zählen  ist, 
dass  er  ein  Doppelpunkt  ist. 

An  diese  Curven  N^^^  dürfte  die  Untersuchung  tlber  Zusammen- 
setzung zweizweideutiger  Verwandtschaften  anzuknüpfen  haben. 
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